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Vorwort. 

Seit  vielen  Jahren  hat  sich  die  Erkenntnis  vorbereitet,  daß  die 
Aufgaben  der  Differentialgeometrie  nicht  mit  den  gewöhnlichen  Me- 
thoden der  Analysis  behandelt  werden  dürfen,  wenn  nicht  schon  nach 
wenigen  Schritten  der  Überblick  über  die  Formeln  und  vor  allem 
auch  der  Zusammenhang  mit  der  Geometrie  verloren  gehen  soll.  Die 
Differentiationen  sind  vielmehr  durch  andere,  mit  der  Natur  der  Ge- 
bilde enger  verknüpfte  Operationen,  die  ich  geometrische  Differentia- 
tionen nenne,  zu  ersetzen,  wobei  als  weitere  Forderung  hinzugefügt 
werden  muß,  die  unabhängigen  Variablen  völlig  allgemein  zu  lassen. 
Eine  systematische  Darstellung  der  Elemente  der  Differentialgeometrie 
für  diese  Behandlungsweise  ist  bis  jetzt  nicht  gegeben  worden.  Denn 
auch  Ricci,  dessen  zahlreiche  und  grundlegende  Arbeiten,  namentlich 
die  zusammenfassenden  Lezioni  sulla  teoria  delle  superficie  (Padova 
1898),  hier  besonders  hervorgehoben  sein  mögen,  stellt  meist  nicht  die 
geometrischen  Ableitungen  selbst,  sondern  ihre  Koeffizientensysteme 
an  die  Spitze. 

In  meiner  Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der  krummen 
Flächen  (Leipzig  1888)  hatte  ich  die  Absicht  ausgesprochen,  eine  voll- 
ständige Übersicht  über  die  flächentheoretische  Literatur  zu  geben.  Eine 
genauere  Beschäftigung  mit  dem  Gegenstande  zeigte  bald,  daß  die  darauf 
zu  verwendende  Mühe  sich  nicht  lohnen  würde.  Was  dagegen  von  gro- 
ßem Nutzen  wäre,  das  ist,  obgleich  die  Differentialgeometrie  noch  in 
ihren  Anfängen  steckt,  eine  kritische  Darstellung  der  geschichtlichen 
Entwickelung  dieser  Disziplin  im  18.  und  19.  Jahrhundert.  Das  kurze 
Literaturverzeichnis*  auf  S.  607— G 14  des  vorliegenden  Buches  dient 
diesem  Zwecke  nicht.  Es  soll  vielmehr  in  erster  Linie  den,  der  mit 
der  Differentialgeometrie  noch  nicht  vertraut  ist,  auf  wichtige  Original- 
arbeiten hinweisen;  es  führt  ferner  eine  Anzahl  von  Stellen  auf,  in 
denen  sich  der  Text  des  Buches,  ausdrücklich  an  andere  bereits  vor- 
liegende Darstellungen  anschließt.  Dabei  sind  allerdings  bestimmte,  als 
klassisch   zu    betrachtende   Auseinandersetzungen,    die   sich   bereits  in 
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vielen  Arbeiten  fast  übereinstimmend  vorfinden,  nicht  besonders  er- 
wähnt worden,  und  ebensowenig  ist  die  Literatur  über  die  elementare 
Theorie  der  quadratischen  Formen  zitiert,  die  für  die  Differentialgeo- 
metrie zwar  sehr  wichtig  ist,  aber  immerhin  nur  den  Wert  eines  Hilfs- 
mittels hat.  Obwohl  ich  bemüht  gewesen  bin,  überall  bis  zu  den 
Quellen  vorzudringen,  so  sollen  doch  Prioritäten  durch  das  Literatur- 
verzeichnis weder  festgestellt  noch  abgesprochen  werden. 

Die  wenigen  Bezeichnungs-Anderungen,  die  sich  seit  1888  als  not- 
wendig herausgestellt  haben,  bedürfen  für  den  Kenner  keiner  Begründung. 

Berlin,  Mai  1913. 

J»  Knoblauch. 
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I  Abschnitt. 

Einführung  in  die  Theorie  der  Ranrnkurven. 

§  1- 

Die  verschiedenen  Darstellungen  einer  Raumkurve. 

Gegenstand  der  Differentialgeometrie  ist  die  Untersuchung  geome- 
trischer Gebilde  mittels  der  Aualysis.  Von  diesen  Gebilden  wird  im 
Folgenden  angenommen,  daß  sie  auf  ein  dreiachsiges,  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  bezogen  seien.  Stellt  man  sich  vor,  daß  die 
ä;- Achse  und  die  y-A.ch.se  des  Systems  in  einer  horizontalen  Ebene 
liegen,  so  möge  die  positive  ^- Achse  senkrecht  nach  oben  gerichtet 
sein,  und  für  einen  Beobachter,  der  auf  der  (a;^)-Ebene  stehend  nach 
der  Richtung  der  positiven  a;- Achse  hin  blickt,  die  positive  ?/- Achse 
zur  Linken  liegen.  Die  Aussage,  ein  Punkt  Ä  habe  die  kartesischen 
Koordinaten  x,  y,  0,  wird  durch 

Ä  =  (xye) 
wiedergegeben  werden. 

Setzt  man  die  Koordinaten  gleich  ebensovielen  reellen,  eindeutigen, 
endlichen  und  stetigen  Funktionen  eines  reellen  Parameters  t,  so  stellen 
die  entstehenden  Gleichungen 

(I)  x^x{t),     y  =  y{t),     z  =  z{t), 

wenn  t  alle  Werte  eines  gewissen  Bereiches  durchläuft,  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Punkten  dar.  Als  Stück  einer  Raumkurve  oder 
als  Raumkurve  schlechthin  darf  ein  solches  Gebilde  dann  bezeichnet 
werden,  wenn  in  seinen  einzelnen  Punkten,  im  allgemeinen  wenigstens, 
von  einer  Tangente  die  Rede  sein  kann.  Den  genannten  Eigenschaften 
der  Funktionen  x{t),  y(t),  z{i)  soll  demnach  von  vornherein  die  der 
einmaligen  Differentiierbarkeit  hinzugefügt  werden.  Andere  geome- 
trische Vorstellungen  werden  es  nötig  machen,  die  Existenz  höherer 
Ableitungen  anzunehmen;  mit  Rücksicht  hierauf  sei  ein  für  allemal 
bemerkt,  daß  von  dem  Funktionensystem  immer  alle  die  Eigenschaften 
vorausgesetzt  werden  sollen,  deren  Einführung  der  Gang  der  jeweiligen 
Untersuchung  als  notwendig  oder  zweckmäßig  erscheinen  läßt. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  1 
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Man  kann  von  der  Hilfsvariablen  t  absehen,  indem  man  eine 
Raumkurve  durch  zwei  Gleichungen  zveischen  kartesischen  Koordinaten 

(II)  F{x,  y,  z)  =  0,         G{x,  2/,  ^)  =  0 

darstellt,  wo  die  Funktionen  F  und  G  inbezug  auf  ihre  drei  Argu- 
mente X,  y,  z  entsprechende  Eigenschaften  haben  sollen  wie  die  drei 
Funktionen  in  der  Darstellung  (I)  hinsichtlich  des  Parameters  t.  Die 
Kurve  erscheint  dann  als  Durchschnitt  zweier  Flächen.  Ist  das  geo- 
metrische Gebilde  ursprünglich  in  der  Form  (I)  gegeben,  und  sind 
x{i)j  y{t),  z(t)  z.  B.  rationale  Funktionen  ihres  Argumentes,  so  kann 
man  von  (I)  zu  (II)  dadurch  übergehen,  daß  man  t  aus  den  Gleichungen 
(I)  auf  algebraischem  Wege  eliminiert.  Umgekehrt  läßt  sich  eine 
gegebene  Darstellung  (II)  auf  unendlichviele  Weisen  durch  eine  von 
der  Form  (I)  ersetzen.  Die  drei  Funktionen  x(t),  y(t),  z(t)  sind  zu 
diesem  Zweck  nur  so  zu  wählen,  daß  sie  die  beiden  Gleichungen  (II) 
für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  von  t  identisch  erfüllen.  Ob 
die  beiden  Gleichungssysteme  (I)  und  (II)  sich  gegenseitig  genau  er- 
setzen, nachdem  man  eines  von  ihnen  durch  bestimmte  Rechnungs- 
operationen  aus  dem  anderen  abgeleitet  hat,  ist  in  jedem  speziellen 
Falle  sorgfältig  zu  prüfen. 

In  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven,  die  hier  jedoch  nur 
so  weit  behandelt  werden  soll,  wie  sie  für  die  Theorie  der  krummen 
Flächen  gebraucht  wird,  ist  es  schon  aus  Gründen  der  Symmetrie 
zweckmäßig,  die  analytische  Darstellung  (I)  zugrunde  zu  legen.  Für 
Kurven  von  besonderen  Eigenschaften  dagegen  kann  es  vorteilhafter 
sein,  von  den  Gleichungen  (II)  auszugehen.  So  z.  B.  wenn  die  krumme 
Linie  als  eben  vorausgesetzt  wird;  die  eine  der  beiden  Funktionen 
F{x,  y,  z)  und  Gix^  y,  z)  ist  dann  vom  ersten  Grade.  Namentlich  aber 
würde  eine  Untersuchung  der  algebraischen  Kurven  sich  auf  die 
Darstellung  (II)  stützen  müssen,  weil  die  Definition  solcher  Kurven 
auf  ihr  beruht.  Denn  eine  Raumkurve  heißt  dann  algebraisch,  wenn 
sie  durch  zwei  algebraische  Gleichungen  zwischen  kartesischen  Koordi- 
naten dargestellt  werden  kann. 

Die  algebraischen  Raumkurven  können  nach  dem  Grade,  d.  h. 
nach  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  beliebigen  Ebene  ein- 
geteilt werden.  Nach  einem  Satze  der  Algebra  ist  z.  B.  die  durch 
die  Gleichungen 

x^  ^  y^  -\-  z^  =  o} 

l  «\^  ,      2        «* 
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bestimmte  Raumkurve  vom  vierten  Grade.  Sie  erscheint  als  Durch- 
schnitt einer  Kugel  vom  Radius  a  mit  einem  durch  den  Kugelmittei- 
punkt  gehenden  Kreiszylinder,  dessen  Grundkreis  den  Radius  —  hat. 
Wird  die  zweite  Gleichung  durch  die  beiden 

a         a  .  a     .     , 

X — r-  =  — cos^,  »=^smr 

2  2  '  "^2 

ersetzt,  so  liefert  die  erste 

^  =  +  a  sin  Y  • 

Es  reicht  aus,  t  das  Intervall  (0  .  .  .  2;c)  durchlaufen  zu  lassen.  Be- 
schränkt man  sich  dann,  wie  es  der  Symmetrie  wegen  zulässig  ist, 
auf  die  Punkte  oberhalb  der  (a:;?/)- Ebene,  d.  h.  auf  solche,  deren 
^-Koordinate  positiv  ist,  so  wird  die  Darstellung  (I)  für  dieses  Beispiel 

X  =  a  cos''  -r- 

?/  =  asinYCOSy 

.     t 
z  =  a^va.  —  - 

Hieraus  können  noch  die  transzendenten  Funktionen  Sinus  und  Kosinus 
entfernt  werden.     Für 

tg-  =  w 
wird  nämlich 

1  +  ** 

d.  h.  die  Koordinaten  der  betrachteten  Kurve  lassen  sich  als  rationale 
Funktionen  eines  Parameters  u  darstellen. 

§  2. 
Tangente  und  Normalebene,  Schmiegungsebene  und  Binormale. 

Die  Tangente  einer  Kurve  in  einem  Punkte  A  wird  bekanntlich 
als  die  gerade  Linie  erklärt,  der  eine  durch  A  gehende  Sekante  zu- 
strebt, wenn  ihr  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  Kurve  sich  diesem 
Punkte  bis  zum  Zusammenfallen  nähert.  Nach  der  Methode  des  Un- 
endlichkleinen kann  diese   Gerade   als  Verbindungslinie    des  Punktes 
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A  ^  {xy^)    mit    dem    ihm    auf   der  Kurve  unendlich  nahe   liegenden 
Punkte  B  ^  (x  -\-  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  aufgefaßt  werden.     Ihre  Rich- 
tungskosinus sind 
,^v  äx        ,        äy  dz 

wenn  rf's  das  Bogenelement  der  Kurve,  nämlich  den  durch  die 
Gleichung 

(2)  ds"-  =  dx''  +  d\ß  +  (Z^2 

bestimmten  unendlichkleinen  Abstand  der  beiden  Punkte  A  und  jB 
bedeutet,  ds  soll  als  absolute  Größe  betrachtet  werden.  Versteht 
man  also  unter  der  Quadratwurzel  aus  einer  reellen  positiven  Größe 
den  positiven  Wert,  so  ist 

ds  =^/d^'^^~df~■\^d? 
zu  setzen. 

Die    drei,    durch    die  Formeln    (1)    gegebenen  Richtungskosinus 

hängen  dem  Vorzeichen  nach  noch  von  dem  sogenannten  Prinzip  des 

Fortganges  auf  der  Kurve  ab.    Um  nämlich,  unter  Voraussetzung  der 

Darstellung  (I),  auf  der  Raumkurve  von  A  nach  2?  überzugehen,  kann 

man  t  entweder  wachsen  oder  abnehmen  lassen,  d.  h.  wenn  B  zu  dem 

Werte  t  ■\-  dt  des  Parameters  gehört,  dt  positiv  oder  negativ  annehmen. 

Wird  nun 

dx  =  x'dt,     dy  =  y'dt,     dz  =  z'dt 

gesetzt,  so  ist,  wenn  £  ==  +  1   das  Vorzeichen  von  dt  bedeutet,  also 

Bdt>  0 
ist, 

ds  =  sdtYx'^  +  y'^  +  z^, 
und  weiter 

(3)  a=    ^.JJL^^=,'-'  • 

Die  Gleichungen  der  Tangente  in  laufenden  Koordinaten  j,  ^,  §  sind 

(4) 
oder 

(5)  ijii^^^-y^h^. 

^  ■'  dx  dy  dz 

Wird  die  Kurve  durch  das  Gleichungspaar  (II)  definiert,  so  genügen 
die  Differentiale  dx,  dy,  dz  den  Bedingungen 

dF  ,      ,   dF  .      ,    dF  -,         ., 
-K-  dx  -\-  -7^-  dy  +  w    dz  =  0 

dx  dy     ^        dz 

d  G  j      ,    d  G   -,      ,    d  G  -j         ^ 
-w-  dx  +  -^  -  dy  -{-  ^~  dz  =  0, 

dx  '    dy     ^        dz  ' 


a  b  e 


Normalebene  und  Schmiegungsebene. 


und  die  Gleichungen  der  Tangente  nehmen  daher  die  Form  an 


(6) 


dx 
dx 


(£- 

-)  +  |f(^-.)  +  |f(5- 

-^)  =  0 

(£- 

-)  +  |f(t)-.)  +  ^a- 

-z)  =  0 

Die  Bedeutung  jeder   dieser   Gleichungen    für   sich   kann    erst  später 
(§  14)  augegeben  werden. 

Alle  zur  Tangente  in  Ä  senkrechten  Geraden  liegen  in  einer 
Ebene,  der  Normalebene  der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte. 
Ihre  Gleichung  ist 

(7)  a{ic-x)  +  b{i)-y)  +  c(i-z)  =  0 

oder  für  die  Darstellung  (II) 


(8) 


£-^, 

9 

-y, 

l-z 

BF 

dx' 

dF 

dy' 

cF 

dz 

dG 

dG 

dG 

^dx ' 

"dy' 

dz 

=  0. 


Nimmt  man  zu  den  beiden  benachbarten  Punkten  Ä  und  B  der 
Kurve  noch  einen  dritten,  dem  Punkte  B  unendlichnahen  C  hinzu, 
so  kann  man  sich  im  allgemeinen  durch  Ä,  B  und  C  eine  Ebene 
bestimmt  denken.  Sie  heißt  die  Schmiegungsebene  der  Kurve  für 
den  Punkt  A.  Die  Koordinaten  von  C  werden  aus  denen  von  B 
nach  derselben  Rechnungsvorschrift  abgeleitet,  wie  die  von  B  aus 
den  Koordinaten  von  A,  d.  h.  die  erste  von  ihnen  wird 

X  -{-  dx  -{-  d(x  +  dx)  ^^  X  -\-  2dx  +  d^x. 

Die  Gleichung  der  Schmiegungsebene  ist  demnach 


=  0 


l-x,     \)-y,     i-z 

(9) 

dx ,         dy ,        dz 
d^x ,        d^y ,       d^z 

oder,  wenn 

dy  d^z  —  dz  d^y  =  P 

(10) 

dz  d^x  —  dx  d^z  =  Q 

gesetzt  wird, 

dx  d^y  —  dy  d^x  =  E 

(11) 

P{l 

-x)  +  Q{\)-y)  +  B{i- 

^)  =  0. 

Um  die  Koeffizienten  P,  Q,  R  in  endliche  Größen  überzuführen,  hat 
man  sie  durch  dt^  zu  dividieren. 
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Die  Normale  der  Schmiegungsebene  heißt  die  Binormale  der 
Kurve.  Durch  diese  Benennung  soll  angedeutet  werden,  daß  die 
Gerade  auf  zwei  Tangenten,  nämlich  den  beiden  benachbarten  AB 
und  BC,  senkrecht  steht.     Die  Gleichungen  der  Binormale  sind 

und  ihre  Richtungskosinus  haben  für  f'  =  d:  1  die  Werte 
e'P  b'Q  e'B 


yp^-\-Q'-\-B^'    yp^-^Q^+B''    yp*-\-Q*-\-B' 

Die  positive  Richtung  der  Binormale  soll  im  nächsten  Paragraphen 
bestimmt  werden. 

§  3. 
Krümmung,  Hauptnormale,  rektifizierende  Ebene. 

Einer  der  wichtigsten  Begriife  der  Geometrie  ist  der  der  Krüm- 
mung einer  Kurve  in  einem  gegebenen  Punkte.  Sie  kann  als  Krüm- 
mung eines  Kreises  erklärt  werden,  der  durch  den  Punkt  A  und  zwei 
ihm  unendlichnahe,  B  und  C,  hindurchgeht.  Dieser  Kreis,  der 
Krümmungskreis,  liegt  also  ganz  in  der  Schmiegungsebene  des 
Punktes  A.  Sein  Mittelpunkt  heißt  der  Krümmungsmittelpunkt, 
sein  Radius  der  Krümmungsradius,  und  dessen  reziproker  Wert 
die  Krümmung  der  Kurve  für  den  Punkt  A. 

Der  Krümmungskreis  kann  auf  unendlichviele  Weisen  als  Durch- 
schnitt der  Schmiegungsebene 

P{i  -x)+  Qit)  - «/)  +  i?u  -  ^)  =  0 

mit  einer  Kugel 

betrachtet  werden.  Die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Kugel  die  drei 
Punkte  A,  B,  C  enthält,  ergeben  sich  durch  Zusammenstellung  der 
Gleichung 

(1)  {x-%f  +  {y-riY-\-{z-iy  =  r^- 

mit  den  beiden,  die  aus  ihr  durch  Bildung  des  ersten  und  zweiten 
Differentials  hervorgehen,  wobei  x,y,B  als  veränderlich,  ^,ri,l  und  r 
als  konstant  zu  behandeln  sind.     Diese  Gleichungen  lauten: 

(2)  {x  -i)dx-^  (y  -  ri)dy  +  (^  -  t,)dz  =  0 

(3)  {x  -  I)  d}x  +  {y  -  ri)  d'y  +  (^  -  l)  d'z  =  -  dsK 

Die  Bestimmung  der  Kugel  werde  nun  durch  die  Vorschrift  vervoll- 
ständigt,  daß   ihr  Mittelpunkt  in   der  Schmiegungsebene  liegen   soll. 
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Der  gesuchte  Kreis  wird  dann  ein  Hauptkreis  der  Kugel,  und  der 
Krümmungsmittelpunkt  und  der  Krümmungsradius  fallen  mit  dem 
Mittelpunkt  und  dem  Radius  der  Kugel  selbst  zusammen.  Sind  aus 
der  somit  hinzutretenden  BedingUDg 

(4)  {x-^)P  +  {y-ri)Q^{z~t)R-0, 

in  Verbindung  mit  (2)  und  (3)  die  Koordinaten  ^,  rj,  ^  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes bestimmt,  so  liefert  die  Gleichung  (1)  den  Wert 
von  r. 

Die  Auflösung  des  Systems  (2,  3,  4)  ergibt 


d.  h. 


dx        dy        dz 

0         dy         dz 

d^x       d^y       d^z 

(1  _  a;)  =     ds'-        d-y        d^z 

; 

P        Q        R 

0         Q        R 

(P2  +  ^2  _,_  ^2-)  (1  -x)==  ds\Qdz  -  Bdy), 

,                 {Qd2-Bdy)ds^- 

iBdx  —  Pdz)ds' 

,       ^        (Pdy-~Qdx)ds' 

an     letzt    ( S  —  xY 

+  (v  —  vY  +  (t  —  ^y    und    benutzt    die 

(5) 


Bildet 
Identität 

(6)  (Qdz  -  Rdyy  +  {Rdx  -  Pdzf  +  {Pdy  -  Qdxf  = 

(P2  -1-  ^2  ^  1^)  {dx^  +  dy^  +  dz^)  -  (Pdx  -\-  Qdy  +  Rdz)\ 

wobei  auf  Grund  der  Definition  von  P,  Q,  R 

(7)  Pdx  +  Qdy  +  Rdz  =  0 
ist,  so  erhält  man  aus  (1): 

Der  Krümmungsradius  soll  stets  als  absolute  Größe  betrachtet  werden. 

Dann  ist  also 

/QN  ^       ,      ds^  _ 

Dreigliedrige  Summen  wie  dx^  +  rfy^  +  (^^^  P^  -\-  Q^  +  i?^ 
Prfa;  +  Qdy  -f  jR^^  kommen  in  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  und  besonders  in  der  Differentialgeometrie  ungemein  häufig 
vor,  so  daß  es  zweckmäßig  ist,  sie  abgekürzt  zu   bezeichnen.     Ist  f 
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irgend  ein  aus  x,  y,  z  und  deren  Differentialen  zusammengesetzter 
Ausdruck,  und  gehen  g  und  h  durch  zyklische  Vertauschuug  von 
ic,  y^  z  aus  f  hervor,  so  möge 

/'  +  ^  4-/^  =  2;/ 

gesetzt  werden.  Überall,  wo  das  Summenzeichen  ohne  weiteren  Zu- 
satz benutzt  wird,  soll  es  diese  Bedeutung  haben.  Die  Identität  (6) 
z.  B.  läßt  sich  mittels  dieser  Bezeichnung  in  der  Gestalt 

.     UiQdz-  Rdyf  =  {EF^)  (IJdx')  -  {ZFdxf 

schreiben.  Enthält  der  Ausdruck  f  noch  andere  Größen,  die  einzeln 
oder  gruppenweise  den  Koordinaten  x,  y,  z  zugeordnet  sind,  so  wird 
hei  der  Bildung  der  Summe  vorausgesetzt,  daß  sie  gleichzeitig  mit 
den  Koordinaten  zyklisch  Vertauscht  werden.  Hiernach  kann  man 
beispielsweise  ^-^     2 

für 

pi    "T     ^2    T     ^2 

setzen. 

Die  Gleichung  (2),  die  nach  Division  mit  ds  die  Form 

ai^-x)-\-b{ri-y)-j-c{t-^)  =  0 

annimmt,  besagt  nach  §  2  (7),  daß  der  Krümmungsmittelpunkt  der 
Normalebene  angehört,  also  auf  der  Geraden  liegt,  in  der  diese  Ebene 
von  der  Schmiegungsebene  geschnitten  wird.  Diese  Kurvennormale 
wird  Hauptnormale  genannt.  Ihre  positive  Richtung,  zu  der  die 
Kosinus  a",  h",  c"  gehören  sollen,  gehe  von  dem  Kurvenpunkte 
{xyz^  =  A  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  (l?^^)  =  M,  d.  h.  es  sei 

„      I  —  X        „      n  —  y        ir      %  —  z 


oder,  nach  (5)  und  (9), 

„ Qdz  —  B.dy 


(10)  &"  = 


Bdx  —  Pdz 

dsyP'-  +  Q^  -}-  B' 

Pdy —  Qdx 
dsyP^^^^+B' 

Nach  (6)  kann  man  auch 

ni\  ^"_       Qdz  —  Rdy 


c   = 


yZ{Qdz  —  Bdtjy 
setzen,  und  ferner: 
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(12)        Qdz-Rdy  =  d^x{dt/  +  ds^)  -  dx{dydhj  +  dsd^z) 

=  d'^x  Zdx^  —  dx  2Jdx  d^x 

=  ds{d^x  .  ds  —  dx  .  d^s). 

Der  letzte  dieser  Ausdrücke  ergibt  sich  bei  Benutzung  der  Gleichung 
§  2  (2)  und  ihres  DiflFerentials, 

Die  Tangente,  Binormale  und  Hauptnormale  bilden  in  jedem 
Punkte  Ä  ein  System  von  drei  aufeinander  senkrechten  Achsen,  das 
seine  Lage  ändert,  wenn  Ä  die  Kurve  durchläuft.  Stellt  man  die 
Achsen  paarweise  zusammen,  so  bestimmen  sie  drei  Ebenen:  die 
Schmiegungsebene,  der  die  Tangente  und  die  Hauptnormale  angehören, 
die  Normalebene,  in  welcher  Hauptnormale  und  Binormale  liegen,  und  die 
durch  Tangente  und  Binormale  definierte  Ebene,  die  aus  einem  später 
(§  88)  anzugebenden  Grunde  als  rektifizierende  Ebene  der  Kurve 
bezeichnet  wird. 

Die  positiven  Richtungen  t  der  Tangente,  h  der  Binormale  und 
h  der  Hauptnormale  sollen  so  gewählt  werden,  daß  wenn  man  sich 
die  Anfangspunkte  des  beweglichen  und  des  im  Räume  festen  Achsen- 
systems zusammenfallend  denkt,  die  beweglichen  Achsen,  in  der  Reihen- 
folge t,  &,  h  genommen,  auch  den  positiven  Richtungen  nach  mit  den 
festen  Achsen,  in  der  Folge  x,  y,  0,  zur  Deckung  gebracht  werden 
können.  Es  sollen  also  die  beiden  Dreikante  t,  h,  h  und  x,  y,  z 
gleichen  Sinnes  oder,  wie  man  sagt,  einander  äquivalent  sein, 

^,  6,  h  ~  X,  y,  z. 
Wenn   dann  a',  h' ,  c    die   bis   auf  ein  Vorzeichen  bereits  im  §  2  be- 
stimmten Richtungskosinus  der  Binormale  bezeichnen,  so  ist 


a 

h    c    \ 

a' 

V  c' 

a' 

h"  c" 

(13)  a    V  c     =  +  1, 

rr   -iir     tt 

a    0   c 

und  jedes  Element  der  Determinante   dritten  Grades    ist    gleich    der 
zugehörigen  Unterdeterminante,  z.  B. 

(14)  a'^cb"-hc". 

Für  die  Kosinus  der  positiven  Richtung  der  Binormale  ergeben  sich 

hiernach  die  Ausdrücke 

^,_  -P 

(15)  &'-  ~^ 


—  B 


yp^  -i-Q^+R' 
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Sie  sind,  wie  auch  leicbt  durch  Ausrechnung  geprüft  werden  kann,  vom 
Fortgangsprinzip  abhängig,  während  das  Vorzeichen  von  dt  auf  die 
Richtungskosinus  der  Hauptnormale  keinen  Einfluß  hat. 

§  4. 
Krümmungsachse,  Kontingenzwinkel. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  (2,  3)  des  vorigen  Para- 
graphen statt  I,  ri,  t,  laufende  Koordinaten  gesetzt,  so  bestimmt  dieses 
Gleichungspaar  eine  gerade  Linie,  deren  Richtungskosinus  den  Ver- 
bindungen 

dy  d^z  —  dz  d^y,     dz  d^x  —  dx  d^z,     dx  d^y  —  dy  d^x, 

d.  h.  den  Größen 

P,       Q,      R 

proportional  sind,  und  die  daher  der  Binormale  parallel  oder  auf  der 
Schmiegungsebene  senkrecht  ist.  Da  (3)  aus  (2)  durch  Differential- 
bildung hervorgeht,  die  Gleichung  (2)  aber,  immer  für  laufende  Ko- 
ordinaten I,  9^,  ^,  die  Normalebene  in  A  darstellt,  so  kann  die  be- 
trachtete Gerade  als  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  unendlich- 
nahen Normalebene  aufgefaßt  werden.  Die  Gerade  heißt  die- Krüm- 
mungsachse der  Kurve  für  den  Punkt  Ä.  Nach  der  urspning- 
lichen  Bedeutung  der  Relationen  (2,  3),  als  Bedingungsgleichungen  für 
die  Koordinaten  von  Jf,  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der 
Krümmungsachse.  Es  ist  der  Punkt,  in  dem  die  Krümmungsachse 
auf  der  Schmiegungsebene  senkrecht  steht. 

Nun  konnte  die  Gleichung  (2)  nach  Division  mit  ds  in  der  Form 

{x-^)a-\-iy-r})h-\-{z-t)c==0 

geschrieben  werden.  Nimmt  man  ihr  Differential  hinzu  und  sucht 
.wieder  die  Richtungskosinus  der  Krümmungsachse,  also  a,  h',  c,  durch 
die  Koeffizienten  beider  Gleichungen  auszudrücken,  sT)  findet  man  sie 
proportional  den  Verbindungen 

hdc  —  cdb,      cda  —  ade,      adh  —  hda, 

die  jetzt  an  die  Stelle  von  P,  Q,  11  treten.  Andererseits  waren  a,  h',  c, 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich 

1       ff  1  ff  ff  ff  1  'f  7        " 

bc  —  c6  ,      ca   —  ac  ,     ab  —  ha  .  - 

Zwischen  den  Richtungskosinus  «",  b" ,  c'  der  Hauptnormale  und  den 
Differentialen  der  Richtungskosinus  der  Tangente  müssen  hiernach 
einfache  Beziehungen  gelten.  Man  findet  sie  mit  Hilfe  der  Formel  (12) 


Kontingen  z  winkel .  1 1 

des  vorigen  Paragraphen  fast  unmittelbar,  wenn  man  direkt  da,  dh,  de 
ansetzt. 

Es  ist  nämlich 

,     T  dx  ds  d^x  —  dx  d^s Qdz  —  B  dy 

ds  ds^  ds'^ 

Entnimmt  man  nun  aus  §  3  (10) 

Qds  -  Rdy  =  a'dsY^P^ 

und  aus  (9) 

und  setzt 

^  =  k, 

wo  }i  die  Krümmung  bezeichnet,  so  erhält  man 

da  =  Ita'ds. 

Die  drei  zusammengehörigen  Formeln  heißen 

/^v  da        j    n        dh        -.-,,,        de        -,    „ 

(1)  Ts-  =  ^«^       ds-^^        ds=^''^ 

und  hierin  ist  also 

(2)  l>-^-^^S^- 
oder  

{YZdx^f 

Die  Krümmung  kann  noch  auf  andere  Weise  erklärt  werden  als 
mittels  des  Krümmungskreises,  nämlich  durch  einen  Ausdruck,  der 
geeignet  ist,  die  Abweichung  der  krummen  Linie  von  einer  geraden, 
der  Tangente,  zu  messen.  Man  versteht  unter  dem  Kontinge nz- 
winkel  der  Kurve  im  Punkte  A  den  unendlich  kleinen  Winkel  zwischen 
der  Tangente  in  A  und  der  Tangente  im  benachbarten  Punkte  B, 
oder  vielmehr,  wie  in  der  Analysis  immer,  den  Bogen  eines  Kreises 
vom  Radius  Eins,  der  zu  dem  Winkel  als  Zentriwinkel  gehört.  Der 
Kontingenzwinkel  da  kann  auch  als  der  unendlich  kleine  Winkel  be- 
nachbarter  Normalebenen  bezeichnet  werden.  Nennt  man  das  Ver- 
hältnis von  da  zn  dem  Bogenelement  ds  die  Krümmung  der  Kurve, 
so  hat  man  die  Übereinstimmung  dieser  Definition  mit  der  früheren 
nachzuweisen. 

Es  seien  Aq  und  Bq  die  Endpunkte  des  unendlichkleinen  Kreis- 
bogens da,  so  ist,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Koordi- 
natenanfangspunkt zusammenfällt. 
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Aq  =  (a,  h,  c),      Bq  =  {a  -j-  da,  b  +  ^&,  c  +  de), 
also 

(3)  dco^  =  da^  +  dh'^  +  dc\ 

Nachdem  nun  einmal  da,  dh,  de  einzeln  berechnet  worden  sind,  findet 

man  sofort 

dcD^  =  Jc\a"'-{-r'+c"')ds'', 

d.  h.  wegen  Ua"  ^  =  1 : 

do)^  =  h^ds^, 
mithin  in  der  Tat 

wenn  dco,  ebenso  wie  ds,  als  absolute  Größe  betrachtet  wird. 
Die  Gleichungen  (1)  können  hiernach  auch  in  die  Form 

/^N  da  ,t        db        j,,        de  „ 

(0)  T~  =  «  ,      3—  =  »  »      j~  =  C 
^  '  da  '      dco  '      d(o 

gesetzt  werden. 

§  5. 
Windung  und  ganze  Krümmung. 

Ist  eine  Raumkurve  nicht  eben,  so  kann  man  ihre  Abweichung 
von  einer  Ebene  in  ähnlicher  Weise  messen  wie  die  Abweichung  V/On 
einer  Geraden.  Es  sei  doj'  der  unendlichkleine  Winkel  der  Schmiegungs- 
ebene  im  Punkte  Ä  mit  der  benachbarten.  Dieser  Winkel,  der  mit 
da'  bezeichnet  werden  möge,  heißt  der  Windungswinkel  (Torsions- 
winkel), sein  Verhältnis  zum  Bogenelement  die  Windung  (Torsion) 
der  Kurve. 

Da  da  mit  dem  unendlichkleinen  Winkel  benachbarter  Binor- 
malen identisch  ist,  so  hat  man,  der  Formel  (2)  für  da  im  vorigen 
Paragraphen  entsprechend, 

(1)  d(o'^=da'+dh''^+dc\ 
Aus  §  3  (15)  folgt  nun 

da  =  —  d   ,:^~-  = y-, .3 

_  Q{PdQ~QdP)  —  BjEdP—PdR) 

{ZPy 

In  dh'  und  de'  erscheint  außer  den  Verbindungen  PdQ  —  QdP  und 
BdP  -  PdB  noch 

QdE-EdQ=  Q{dx  d^y  -  dy  d^x)  -  R{dz  d^x  -  dx dH) 

=  dx{Pd^x  +  Qd^y  +  Bd^d)  -  d^x{Pdx  +  Qdy-\-  Bdz), 


Windunff. 


13 


wo  der  Koeffizient  von  d^x  identiscli  verschwindet  (§  3(7)).     Wird 

dx     dy     dz 


(2) 


2Pd^x  = 


=  D 


d^x    d^y    d^0 
d^x    d^y    d^z 

gesetzt,    so   heißen    die   Formeln,    die  zur  Berechnung    von    dci'   ge- 
braucht werden, 

QdR  —  BdQ^Bdx 

BdP-PdB=Ddy 

FdQ-QdP  =  Ddz, 


(3) 


und  es  wird 

(4) 


da'=- 


D{Qdz  —  Bdy) 


(SP^)^ 


da  "  =  -r^ 


{2Py 


Während  der  Kontingenzwinkel  als  absolute  Größe  definiert  worden 
ist,  soll  der  Windungswinkel  und  demnach  auch  die  Windung  ein 
Vorzeichen  haben,  das  sich  nach  dem  von  D  richtet.     Es  soll  nämlich 

(5)  d(D  =  ^p,- 

gesetzt  werden.     Für  die  Windung 

(6)  4f-*' 


ergibt  sich  hiernach  die  Formel 


0) 


Jc'=^ 


Sidyd'z  —  dzd'y)* 


dx 
d^x 
d^x 


dy 
d^y 


dz 


In  (4)  sind  aufs  neue  die  Zähler  der  Ausdrücke  für  die  Richtungs- 
kosinus der  Hauptnormale  (§  3  (10))  aufgetreten.  Führt  man  diese 
Kosinus  selbst  ein  und  benutzt  die  Gleichung  (7),  nämlich 


7c' = 


so  erhält  man 

(8) 


ZP^ 


da          1»   II  db 


ds 


ds 


Ic'h", 


de 
ds 


=  h'c", 


drei  Formeln,  die  den  Relationen  §4(1)  an  die  Seite  zu  stellen  sind. 
Schreibt  man  sie,  unter  Wiederbenutzung  von  (5),  den  Gleichungen 
§  4(5)  entsprechend,  nämlich 


(9) 


da  ,, 

ttü)  ' 


dh' 


,  =  y\ 


de' 
da 
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SO  lassen  sie  sich  mit  jenen  zusammen  nacli  einer  einheitlichen   und 

veraUgemeinerungsfähigen  Methode  geometrisch  deuten. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes,  etwa  den  Anfangspunkt 

der  Koordinaten,  als  Mittelpunkt  werde   eine  Kugel  mit  dem  Radius 

Eins    beschrieben.     Wegen    der   unter    den    Richtungskosinus  a,  b,  c 

stattfindenden  Relation 

«2  -f  &2  +  c2  =  1 

kann  der  Punkt  Ä^  (S.  12)  als  dieser  Kugel  angehörig  betrachtet 
werden;  man  gelangt  zu  ihm,  indem  man  durch  den  Kugelmittel- 
punkt einen  Strahl  parallel  der  positiven  Tangente  der  Raumkurve 
zieht.  Durchläuft  der  Berührungspunkt  Ä  der  Tangente  die  gegebene 
Kurve,  so  durchläuft  auch  Aq  eine  Kurve,  die  man  als  ein  sphärisches 
Bild  der  gegebenen  bezeichnen  kann,     dco   ist   das  Bogenelement   der 

sphärischen  Kurve,     ,      der  erste  Richtungskosinus  ihrer  Tangente. 

Bildet  man  die  gegebene  Linie  in  gleicher  Weise  vermittelst  der 
Gesamtheit  ihrer  Binormalen  auf  die  Einheitskugel  ab,  d.  h.  nimmt 
man  den  Ort  der  Punkte 

Ä',  =  (ab'c') 

hinzu,  so  ist  da',  wenigstens  abgesehen  vom  Vorzeichen,  das  Bogen- 
element der  neuen  Kurve,  und  ,-,  ein  Richtungskosinus  ihrer  Tan- 
gente. Die  Gleichungen  (9)  und  §  4(5)  besagen  nun,  daß  die  Tan- 
genten der  beiden  sphärischen  Kurven  einander  und  der  Hauptnormale 
der  gegebenen  Kurve  parallel  sind. 

Eine  sphärische  Abbildung  der  Kurve  kann  man  sich  auch  mittels 
des  Systems  der  Hauptuormalen  vollzogen  denken.  Die  dabei  auf- 
tretende Größe  dco",  die  der  Gleichung 

d(o"^=da"^-^dh"^-]-dc"' 

genügt,  heißt  der  Winkel  der  ganzen  Krümmung,  und  sein  Verhältnis 
zum  Bogenelement, 

ds 

ist  die  ganze  Krümmung  selbst.  Die  Benutzung  dieses  Begriffes 
ist  jedoch  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  insofern  über- 
flüssig, als  sich  die  ganze  Krümmung  in  einfacher  Weise  algebraisch 
durch  die  Krümmung  und  die  Windung  darstellen  läßt. 

Zum  Beweise  beziehe  man  die  a;- Achse  des  festen  Koordinaten- 
systems auf  die  Achsen  t,  h,  h  des  beweglichen  Systems.  Die  drei 
Richtungskosinus  der  Achse,  a,  a,  a",  sind  durch  die  Identität 

a^  -f  a^  -\-  a"^=  1 


doa"         -,,, 
TT   ==  «^  > 
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verbunden,  aus  der  durch  Differentiation 

a"da"  =  —  ada  —  a'da 

folgt.  Nimmt  man  die  beiden  entsprechenden  Gleichungen  hinzu,  er- 
setzt die  Differentiale  da,  dt',  de -^  da,  dh,  de  durch  ihre  aus  (9)  und 
§  4  (5)  folgenden  Werte,  quadriert  dann  und   addiert,  so  erhält  man 

(10)  d(o"^=-dG)^-\-da'' 

und  nach  Division  mit  ds^ 

(11)  r2  =  F  +  /v'2 

Das  Quadrat  des  Winkels  der  ganzen  Krümmung  ist  also  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  des  Kontingenzwinkels  und  des  Windungswinkels, 
und  das  Quadrat  der  ganzen  Krümmung  gleich  der  Summe  der  Qua- 
drate der  Krümmung  und  der  Windung. 

Weil  es  hiernach  bei  nicht -ebenen  Kurven  wesentlich  auf  zwei 
Größen,  Krümmung  und  Windung,  ankommt,  so  pflegt  man  solche 
Linien  als  Kurven  doppelter  Krümmung  zu  benennen,  wobei  die 
Krümmung  als  erste,  die  Windung  als  zweite  Krümmung  gilt. 

Werden  die  Formeln  für  da",  dh",  de"  einzeln  durch  ds  dividiert 
und  die  eben  schon  benutzten  Gleichungen  in  der  Form  (8)  und  §  4(1) 
verwendet,  so  ergibt  sich  das  System  von  Differentialrelationen 

(12)  f<'  =  -(/.a-fitV),    ^^^-ikh  +  Jc'b'),    '^=^-(Jcc  +  Jce). 

§  6. 

Die  Frenetschen  Formeln.     Geometrische  Differentiation. 
Schmiegungskugel. 

Die  drei  Gleichungssysteme  §  4(1),  §  5(8)  und  §  5(12)  werden 
unter  dem  Namen  der  Frenetschen  Formeln  zusammengefaßt. 
Sämtliche  linken  Seiten  der  Gleichungen  haben  die  Form 

ds  ' 

und  zwar  sind  für  %  ^^^  Reihe  nach  die  neun  Richtungskosinus  ahc-, 
a'h'c'^  a"h"c"  zu  setzen.  Die  Formeln  liefern  also  für  die  durch  das 
Bogenelement  der  Kurve  dividierten  Differentiale  der  Richtungskosinus 
der  Tangente,  Binormale  und  Hauptnormale  Ausdrücke  durch  diese 
Kosinus  selbst,  die  Krümmung  und  die  Windung  der  Raumkurve.  Es 
ist  zweckmäßig,  die  Bildung  des  Differentials  einer  beliebigen  Funktion 
von  t  mit  nachfolgender  Division  durch  das  Bogenelement  als  eine 
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einzige  Operation  zu  betrachten  und  demnach  auch  durch  ein  Zeichen 
zu  charakterisieren.    Es  werde 

(1)  ^-0X 

gesetzt.  Die  ©-Operation  soll  als  geometrische  Differentiation  längs 
der  betrachteten  Kurve  oder,  wenn  kein  Mißverständnis  vorkommen 
kann,  als  geometrische  Differentiation  ohne  weiteren  Zusatz  be- 
zeichnet werden;  die  Größe  &%,  also  das  Ergebnis  der  Operation, 
heißt  die  geometrische  Ableitung  der  Funktion  x- 

Bei  Anwendung  des  Zeichens  &  nehmen  die  Frenetschen  Formeln 
die  Gestalt  an: 

(1)  &a  =  /ra",  &h  =  kb",  0c  =  Icc" 

(II)  &a=Jca",  m'^h'h",  &c=k'c" 

(III)  0a"=-{ka^'k'a),     &h"  =  -  (kb  +  k' b') ,     &c"= -{kc  +  k'c). 

Multipliziert  man  die  drei  Gleichungen  (1),  dann  (II)  der  Reihe  nach 
mit  a",  b",  c"  und  addiert,  so  erhält  man  für  die  Krümmung  und  die 
Windung  die  Ausdrücke 

(2)  k  =  a"®a  +  b"@b  +  c"@c 

(3)  k'  =  a"  0  a'  -f  b"  06'+  c"  0  c. 

Schon  die  Richtungskosinus  a,  b,  c  selbst  können  als  geometrische 
Ableitungen  dargestellt  werden.    Denn  nach  §  2  (1)  ist 

(4)  a  =  ®x,      b  =  @y,      c  =  ®3. 

Namentlich  aber  führt  die  Anwendung  des  Operationszeichens  0 
zu  übersichtlichen  Formeln,  wenn  in  der  Theorie  der  Raumkurven 
gleichzeitig  mit  einer  bestimmten  Gleichung  ihre  Differentiale  be- 
trachtet werden  müssen.  So  würde  z.B.  die  Gleichung  §  3(1),  nach- 
dem man  ihr  erstes  Differential  (2)  durch 

d.  h. 

(5)  Z{x-i)a  =  0 

ersetzt  hat,  in  derselben  Weise  weiter  behandelt 

2:(x  —  i)&a-\-2:a&x==0, 
also 

(6)  2{x-^)®a  =  -l 

ergeben.  Die  ersten  und  zweiten  Differentiale  der  Koordinaten  x,  y,  z 
werden  dann  durch  endliche  Größen  von  unmittelbar  anschaulicher 
Bedeutung  vertreten. 
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Auch  kann  die  ©-Operation  bei  der  Bestimmung  der  Schmie- 
gungskugel einer  Raumkurve  zweckmäßig  benutzt  werden.  Man 
versteht  darunter  eine  Kugel,  die  vier  unendlichnahe  Punkte  mit  der 
Kurve  gemein  hat.     Ist 

ihre  Gleichung,  so  sind  die  Mittelpunktskoordinaten  1^,  r^^,  ^q  und 
der  Radius  B  aus 

(7)  (^_y.+  (^_^j2+(^_y2^^2 

und  denjenigen  drei  Bedingungen  zu  bestimmen,  die  nacheinander  aus 
dieser  durch  dreimalige  Differentiation  oder  Anwendung  der  Theta- 
Operation  folgen.     Man  erhält  zunächst 

oder 

(8)  {x-i,)a  +  {y  -n,)^  +  {ß-Qc  =  0, 

eine  Gleichung,  die  ihrer  Form  nach  mit  (5)  übereinstimmt  und  dem- 
nach lehrt,  daß  der  Mittelpunkt  der  Schmiegungskugel  —  ebenso  wie 
der  Krümmungsmittelpunkt  —  in  der  Normalebene  liegt.  Aber  er 
gehört  im  besonderen  ebenfalls  der  Krümmungsachse  an,  denn  der 
nächste  Schritt  liefert,  der  Gleichung  (6)  entsprechend, 

{x  -  lo)  &a  +  0/  -  %)  @&  +  (^  -  ^o)  0c  =  -  1 
oder,   nach   Heranziehung    des    I.  Systems    Frenetscher   Formeln    und 
wegen  h  =  — : 

(9)  {x  -  lo)  a"  +{y-  rj,)  h"  +  (^  -  ^o)  c"  =  -  r. 
Die  noch  hinzutretende  Bedingung 

^(a;  -  y  @a"  4- 2;a"  0a;  =  —  0r 

kommt  in  der  Theorie  des  Krümmungsmittelpunktes   nicht  vor.     Sie 
kennzeichnet  mit  (8)  und  (9)  zusammen  den  Mittelpunkt  der  Schmie- 
gungskugel als  Schnittpunkt  zweier  unendlichnahen  Krümmungsachsen. 
Nun  ist 

Ua"&x  =  2Ja"a  =  0, 

Iud  das  III.  System  Frenetscher  Formeln  führt  die  letzte  Bedingung  in 
'  1c2J(x  -  ^o)  «  +  ^'  ^(^  —  lo)  «'  =  ® *• 

ber.     Wegen    des    gleichzeitigen    Bestehens    von    (8)    ist    die    erste 
iimme  zu  streichen,  und  wenn  man  noch 

0)  k'  =  X 

'  r 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  2 
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setzt,  SO  entsteht 

(11)  {x  -  y  a'+  (^  -  %)&'+  {?  -  Qc=f®r. 

Multipliziert  man  die  in  den  Unbekannten  |q,  t^q,  t^  linearen  Glei- 
chungen (8),  (9),  (11)  der  Reihe  nach  mit  a,  «",  a  und  addiert,  so 
fallen  wegen 

ah  +  «"?>"  +  a'6'  =  0 

ac  -\-  a"c"  +  a  c  =  0 

71q  und  ^0  heraus,  und  man  erhält,  wenn  man  den  Wert  von  |q  mit 
den  beiden  entsprechenden  zusammenstellt, 

lo  =  a;  +  a'r  —  ar'®r 

(12)  %  =  ^  +  ^"**  —  h'r'  &r 

^0  =  ^  +  c'V  —  c'r'&r. 

Schließlich  liefert  die  Relation  (7)  für  den  Radius  der  Schmie- 
gungskugel  die  Bestimmungsgleichung 

(13)  E'=r'^+r\&ry. 

§7. 
Die  Schraubenlinie  und  ihr  Windungssinn. 

Die  in  den  Paragraphen  4,  5  und  6  abgeleiteten  Formeln  für  die 
Krümmung,  die  Windung  und  den  Radius  der  Schmiegungskugel 
soUen  jetzt  auf  eine  spezielle  Kurve,  die  Schraubenlinie  (Helix) 
angewendet  werden.  Man  versteht  darunter  eine  Kurve  auf  einem 
geraden  Kreiszylinder,  deren  Tangenten  mit  den  Kanten  des  Zylinders 

einen  konstanten,  von  0  und  —  verschiedenen  (spitzen)  Winkel  bilden. 

Ist  der  Grundkreis  des  Zylinders  in  der  (xi/)-Fibene  so  gelegen,  daß 
sein  Mittelpunkt  mit  dem  Koordinatenanfangspunkt  zusammenfällt, 
und  bezeichnet  a  den  Kreisradius,  so  sind  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen der  Schraubenlinie 


X  =  a  cos  t 
y  =  asm  t. 


(1) 

Dazu  tritt  die  Bestimmung 

(2)  4^  - «, 

für  a  als  konstante  Größe.     Entnimmt  man  nun  aus  (1) 

dx^-\-  dy^=  a^df 
und  setzt 

ds^=aHf+dz'' 
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a 


in  (2)  ein,  so  findet  man  durch  einmalige  Integration  und  unter  der 
Annahme,  daß  ^  =  0  zu  ^  =  0  gehört,  als  dritte  Gleichung  der 
Schraubenlinie 

(3)  z  =  U, 

wo  &  in  einem  einfachen  Zusammenhange  mit  a  und  a  steht. 
Geht  man  umgekehrt  von  (1)  und  (3)  aus,  so  erhält  man 

ds^  =  {a^  +  h^)  df 

—  asmt,         acost,     b 
D  ==    —acost,     —asint,     0    =a^hdf 
a  sin  t,     —a  cos  t,     0 

2:P^=a\a^+¥)df, 
und  demnach  aus  §  4  (2) 

(4)  l 
und  aus  §  5  (5,  6) 

Da  r  =  a  -\ eine  konstante  Größe   ist,   so   wird  @r  =  0,   und  der 

Radius  der  Schmiegungskugel  (aus  §  6  (13))  mit  dem  Krümmungs- 
radius identisch.  Dann  müssen  auch  die  Mittelpunkte  der  Schmie- 
gungskugel und  des  Krümmungskreises  zusammenfallen.  Aus  den 
Gleichungen  für  ihre  Koordinaten,  §  6(12)  und  §  3(5),  wird  dies 
ersichtlich,  wenn  die  letzteren  in  der  Form 

^  =  a;  +  a"r,  .  .  . 
geschrieben  werden. 

Nach  (4)  und  (5)  ist  die  Schraubenlinie  eine  Kurve  von  kon- 
stanter Krümmung  und  Windung.  Man  kann  fragen,  ob  sie  die  ein- 
zige Kurve  dieser  Art  ist.  Es  sei  also  eine  krumme  Linie  durch  die 
Gleichungen 

definiert,  wo  h^  und  h'^  konstante,  von  Null  verschiedene  Größen  be- 
lehnen.    Wird 


I 


T^  =  m 


esetzt,    so   liefern   die  beiden   ersten   Systeme    Frenetscher    Formeln 
nach  Elimination  von  a" ds,  ...  : 

da  —  mda  =  0,  . . .  ; 
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d.  h.;  da  7n  konstant  ist, 

a  —  ma  =  Ä,  .  .  .  , 
wo   die  Integrationskonstanten  A,  B,  G  mit  m   durcli   die  Gleichung 

verbunden  sind.     Erklärt  man  nun  ein  System  von  Richtungskosinus 
durch  die  Gleichungen 

A  B  C 


y^Ä*  yYA^  ysA- 

wobei  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gleichgültig  ist,  so  kann  man, 
ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen,  die 
positive  ;2r- Achse  mit  der  Richtung  {pqr)  zusammenfallen  lassen,  also 

^  =  0,         g  =  0,         r=l, 
d.  h. 

.4  =  0,       i?  =  0,        G  =  y\  +  m- 

annehmen.     Die  Gleichungen 

a  =  mn 
h  =  ml)' 

c  —  l/l  -f-  m^  =  mc 

geben  dann  quadriert  und  addiert 

1 

c  =  —, • 

Das  heißt:  Die  Kurventangente  bildet  mit  einer  festen  Geraden  (der 
^;-Achse)  einen  konstanten  Winkel.  Denkt  man  sich  durch  die  krumme 
Linie  eine  Zylinderfläche  gelegt,  deren  Kanten  dieser  Geraden  parallel 
sind,  so  sieht  man,  daß  die  Kurve,  für  die  das  Verhältnis  von  Krüm- 
mung und  Windung  konstant  ist,  mit  der  Schraubenlinie  die  Grund- 
eigenschaft teilt,  die  Kanten  eines  Zylinders  unter  konstantem  Winkel 
zu  treffen;  nur  braucht  der  Zylinder  nicht  gerade  ein  Kreiszylinder 
zu  sein.  Eine  solche  Raumkurve  wird  als  allgemeine  Schrauben- 
linie bezeichnet. 

Aus  der  Gleichung  zwischen  c  und  c    ergibt  sich  noch 


also 

~  yr+m*' 

c2-fc'2=l. 

und  da  allgemein 

C2+C'2+C"=  1 

ist,  so  muß 

c"=0 
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sein.     Die  Hauptnormale    einer  allgemeinen    Schraubenlinie  ist  dem- 
nach senkrecht  zu  der  Achse  des  Zylinders,  auf  dem  die  Kurve  liegt. 
Sind  nun  Krümmung  und  Windung  einzeln  konstant,    so   folgt 
aus   der  ersten  Formel   des  III.  Frenetschen   Systems    in  Verbindung 

.,      ,       a         ^  dx 

mit  a  ==  —  und  a  =    ,    '• 
v%  äs 


da"  =-a{k^  +  ^^  ds 

--d^o+^ä. 

und 

durch  Integration 

Ebenso  findet 

sich 

Weg 
also 

;en  c"  =  0 

muß 

(X 

r  V   1    f..        „  \2  _            *o 

^o)  +{y      Vo)  -  (jci^k^y 

sein. 

Dies  ist 
Hiernach 

aber  die  Gleichung  eines  Kreiszylinders, 
können  nur  für  die  Schraubenlinie  —  nän 

ilich 

die 

ge- 

wohnliche,  auf  einem  Kreiszylinder  gelegene  —  gleichzeitig  Krümmung 
und  Windung  konstant  sein. 

Das  Vorzeichen  der  Windung  stimmt  nach  (5)  mit  dem  der 
Konstanten  &  überein.  Von  der  Bedeutung  dieser  Tatsache  kann  man 
sich  eine  anschauliche  Vorstellung  bilden.  Nach  der  Gleichung  (3) 
geht  die  Schraubenlinie  für  t  =  0  durch  einen  Punkt  der  (rr«/)-Ebene 
hindurch.  Mit  wachsendem  t  nimmt  z  zu  oder  ab,  je  nachdem  b 
positiv  oder  negativ  ist.  Nun  sind  im  §  1  die  positiven  Richtungen 
der  drei  Koordinatenachsen  in  einer  bestimmten  Weise  angeordnet 
worden,  wozu  hier  noch  Folgendes  bemerkt  sei.  Denkt  man  sich 
zuerst  die  positiven  Richtungen  der  a;-Achse  und  der  y-Achse  fixiert, 
so  soll  die  Drehung  um  den  Anfangspunkt,  durch  die  man  auf  dem 
kürzesten  Wege,  nämlich  durch  den  rechten  Winkel  hindurch,  die  erste 
dieser  Richtungen  in  die  zweite  überführen  kann,  als  positiv  be- 
zeichnet werden.  Ein  Punkt  (xy)  beschreibt  die  Peripherie  eines 
Kreises  mit  dem  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt  in  positivem  Sinne, 
wenn  in  den  Gleichungen  (1)  die  Winkelgröße  t  das  Intervall  (0...23t) 
durchläuft.     Man   kann,   wenn   man   zwei   Punkte  X  und  Y  auf  der 
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positiven  x-  und  «/- Achse  willkürlich,  etwa  im  Abstände  Eins  vom 
Anfangspunkte  0  annimmt,  die  Drehung  auch  durch  die  Punktfolge 
OXZ  definieren,  wobei  es  auf  die  Annahme  OY  1_  OX  nicht  an- 
kommt. Für  die  Raumgeometrie  gewinnt  aber  die  Festsetzung  des 
Drehungssinnes  erst  dann  eine  präzise  Bedeutung,  wenn  man  die 
Ebene  von  einer  bestimmten  Seite  her  betrachtet.  Es  sei  als  positive 
Seite  der  (xyyEiheiie  diejenige  bezeichnet,  nach  der  sich  die  positive 
Ä'-Achse  erstreckt.  Ist  dann  die  gegenseitige  Lage  der  Achsen  die  im 
§  1  festgesetzte,  so  geht  bei  der  Betrachtung  von  der  positiven  Seite 
her  die  positive  Drehung  in  der  (a;?/)- Ebene  von  rechts  über  oben 
(oder  hinten)  nach  links  vor  sich. 

Verfolgt  man  jetzt  den  Verlauf  einer  Schraubenlinie  auf  einem 
vertikalen  Kreiszylinder,  so  scheint  die  Kurve,  bei  einer  Betrachtung 
der  Zylinderfläche  von  außen,  entweder  von  links 
nach  rechts  oder  von  rechts  nach  links  zu  steigen. 
Im  ersten  Falle  heißt  die  Schraubenlinie  rechtsge- 
wunden (Fig.  1),  im  zweiten  linksgewunden  (Fig.  2). 
Bezieht  man  sie  auf  ein  Koordinatensystem,  dessen 
positive  Richtungen  so  wie  bisher  fixiert  sein  sollen 
und  dessen  positive  ^- Achse,  der  Zylinderachse 
^^'  ■  parallel  oder  mit  ihr  zusammenfallend,  senkrecht  '^' 
nach  oben  geht,  so  bildet  die  Fortgangsrichtung  längs  der  Kurve 
beim  Übertritt  von  der  negativen  Seite  der  (^«/)- Ebene  zur  posi- 
tiven einen  spitzen  Winkel  mit  der  positiven  Drehungsrichtung, 
wenn  die  Schraubenlinie  rechtsgewunden  ist;  im  entgegengesetzten 
Falle  einen  stumpfen.  Oder,  anders  ausgesprochen:  Die  Schrauben- 
linie tritt,  indem  sie  die  (a;i/)-Ebene  unter  spitzem  Winkel  gegen  die 
positive  Drehungsrichtung  durchsetzt,  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  über  oder  umgekehrt,  je  nachdem  sie  rechtsgewunden  oder  links- 
gewunden ist.  Bei  der  analytischen  Darstellung  durch  die  Gleichungen 
(1,  3)  gehört  die  erste  Annahme  zu  &  >  0,  die  zweite  zu  6  <  0.  Das 
heißt  schließlich:  Die  rechts-  und  linksgewundenen  Schraubenlinien 
können  voneinander  durch  das  Vorzeichen  der  Windung  unterschieden 
werden;  für  eine  rechtsgewundene  ist  die  Windung  positiv,  für  eine 
linksgewundene  negativ. 

Diese  Kennzeichnung  des  Sinnes  einer  Windung  durch  ein  Vor- 
zeichen soll  auch  dann  festgehalten  werden,  wenn  von  einem  analy- 
tischen Ausdruck  der  Windung  nicht  die  Rede  ist. 

Nachdem  dies  alles  einmal  festgestellt  ist,  kann  man  zweckmäßig 
von  dem  Begriff  der  Windung  ausgehen  und  erst  danach  die  positiven 
Richtungen  der  Koordinatenachsen  festlegen.    Ist  doch  die  Windung, 
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anders  als  die  Drehung,  von  dem  Standpunkt  des  Beschauers  einer 
Figur  im  dreidimensionalen  Räume  unabhängig.  Bedeutet  Z  einen 
Punkt  auf  der  positiven  ^-Aehse,  etwa  wie  X  und  Y  im  Abstände 
Eins  von  0  gelegen,  so  wird  durch  die  Punktfolge  OXYZ  eine 
Windung  bestimmt.  Die  positiven  Richtungen  im  (rechtwinkligen 
oder  schiefwinkligen)  Achsensystem  haben  die  hier  immer  voraus- 
gesetzte Lage,  wenn  diese  Windung  positiv  ist. 

Der  Zusammenhang  des  Vorzeichens  von  l^'  mit  dem  Windungs- 
sinn der  Schraubenlinie  ist  auch  für  die  allgemeine  Theorie  der  Raum- 
kurven wichtig.  Er  gestattet  nämlich,  für  eine  beliebige  Kurve  das 
Zeichen  von  Ic'  ebenfalls  geometrisch  zu  deuten.  Wie  in  der  Theorie 
der  ebenen  krummen  Linien  das  in  der  Nähe  eines  gegebenen  Punktes 
zu  untersuchende  Gebilde  mit  einem  Kreise,  als  der  einzigen  ebenen 
Linie  von  konstanter  Krümmung,  verglichen  wird,  so  kann  man  ver- 
suchen, einer  beliebigen  Raumkurve  eine  bestimmte  Schraubenlinie 
zuzuordnen,  weil  nur  längs  einer  solchen  die  Krümmung  und  die 
Windung  konstante  Werte  haben.  Ein  Stück  der  Schraubenlinie,  das 
den  betrachteten  Kurvenpunkt  enthalten  soll,  denken  wir  uns  als 
Durchschnitt  des  Kreiszylinders  mit  einer  anderen  Fläche,  die  als 
Schraubenfläche  bezeichnet  wird.  Unter  den  speziellen  Annahmen, 
auf  denen  die  hier  zugrunde  gelegte  Darstellung  der  Schraubenlinie 
beruht,  wird  ein  Stück  der  Schraubenfläche  durch  die  Gleichung 

2  =  b  arctg  — 

definiert,  die  durch  Elimination  des  Parameters  t  aus  dem  System  (1,  3), 
d.  h.  aus 

-|=tg^,       2  =  ht 

hervorgeht.  Auf  Grund  dieser  Gleichungen  kann  man  sich  die  Schrauben- 
fläche durch  Schraubenbewegung  einer  geraden  Linie,  die  eine  feste 
Gerade  senkrecht  schneidet,  entstanden  denken.  Die  feste  Gerad^  heißt 
die  Achse  der  Fläche.  Es  fragt  sich  nun,  von  wieviel  Stücken  eine 
bestimmte  Schraubenlinie  abhängt,  wenn  sie  auf  ein  beliebiges  Ko- 
ordinatensystem bezogen  wird,  wievielen  Bedingungen  sie  also  unter- 
worfen werden  darf.  Die  gemeinsame  Achse  des  Kreiszylinders  und 
der  Schraubenfläche  wird  durch  vier  Konstanten  bestimmt.  Dazu 
treten  für  den  Zylinder  der  Radius  a  des  Grundkreises  und  für  die 
Schraubenfläche  der  Parameter  h,  der  mit  der  sogenannten  Ganghöhe, 
dem  Abstände  zweier  in  Richtung  der  Achse  unmittelbar  übereinander 
liegenden  Punkte,  in  unmittelbarem  Zusammenhange  steht.  Zu  ge- 
gebener Achse  und  Ganghöhe  gehört  noch  eine  einfache  Mannigfaltig- 
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keit  von  Schraubenflächen,  nämlich  alle,  die  aus  einer  von  ihnen  durch 
Drehung  um  die  Achse  hervorgehen.  Um  eine  von  ihnen  herauszu- 
heben, ist  die  Angabe  eines  weiteren  Parameters  nötig,  etwa  der 
Neigung  einer  bestimmten  erzeugenden  Geraden  gegen  eine  mit  dem 
Achsensystem  fest  verbundene  Ebene. 

Von  diesen,  insgesamt  sieben  Parametern  einer  Schraubenlinie 
kann  man  im  allgemeinen  sechs  dadurch  bestimmen,  daß  man  jede 
der  beiden  Flächen  durch  drei  unendlichnahe  Punkte  der  gegebenen 
Kurve  gehen  läßt.  Diese  hat  dann  mit  der  Schraubenlinie  alle  geo- 
metrischen Größen  gemein,  zu  deren  Darstellung  die  Differentiale  erster 
und  zweiter  Ordnung  gebraucht  werden,  also  namentlich  die  Krümmung. 
Durch  einen  vierten  unendlichnahen  Punkt  der  Raumkurve  kann  die 
Schraubenlinie  für  gewöhnlich  nicht  gehen,  weil  dazu  zwei  weitere  Be- 
dingungen erfüllt  sein  müßten.  Dagegen  kann  verlangt  werden,  daß 
eine  bestimmte,  auch  von  den  dritten  Differentialen  abhängige  Größe, 
nämlich  der  Ausdruck  der  Windung,  für  die  allgemeine  und  die  spezielle 
Kurve  denselben  Wert  habe.  Die  durch  die  Gesamtheit  dieser  Be- 
dingungen definierte  Linie,  auf  deren  genauere  Bestimmung  hier  nicht 
eingegangen  werden  soll,  heißt  die  oskulierende  Schraubenlinie 
der  gegebenen  Kurve.  Das  Vorzeichen  der  Windung  h  wird  nun 
durch  den  Windungssinn  dieser  Linie  veranschaulicht.  Je  nachdem 
der  Ausdruck  h  das  positive  oder  negative  Zeichen  hat,  ist  die  osku- 
lierende Schraubenlinie  rechts-  oder  linkssjewunden. 


IL  Absclinitt. 

Grundbegriffe  nnd  Griindformeln  der  Fläclientlieorie. 

§  8. 
Die  verschiedenen  Darstellungen  einer  Fläche. 

Es  seien  jetzt  die  kartesischen  Koordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes 
eindeutige  Funktionen  zweier  unabhängigen  Variablen  tt  und  v, 

X  =  x{u,  v) 

(I)  y  =  y{u,  v) 

z  =  z{u,v). 

Diese  drei  Funktionen  sollen  inbezag  auf  ihre  Argumente  dieselben 
wesentlichen  Eigenschaften  haben  wie  die  Funktionen  einer  einzigen 
Variablen  in  der  Theorie  der  Raumkurven  (§  1).  Sie  sollen  also 
namentlich,  ebenso  wie  die  Argumente  selbst,  reell  sein,  so  lange  nicht 
ausdrücklich  etwas  Anderes  bemerkt  wird,  und  den  Anforderungen  der 
ein-  oder  mehrmaligen  Differentiierbarkeit  genügen,  soweit  diese  für 
eine  bestimmte  Untersuchung  notwendig  oder  nützlich  sind.  Ent- 
sprechende Voraussetzungen  gelten  für  die  Funktion  auf  der  linken 
Seite   der  Gleichung 

(II)  F{x,y,z)  =  0, 

die  durch  Elimination  der  beiden  Parameter  u,  v  aus  den  Gleichungen  (I) 
entstanden  sein  möge  und  umgekehrt  auf  unendlichviele  Weisen  durch 
drei  Gleichungen  der  Form  (I)  vertreten  werden  kann.  Freilich  hat 
man  auch  hier,  wie  in  der  Theorie  der  Raumkurven,  im  gegebenen 
Falle  genau  zuzusehen,  ob  die  beiden  Darstellungen  (I)  und  (II)  ein- 
ander vollständig  ersetzen  oder  nicht.  Dies  richtet  sich  unter  anderem 
nach  dem  für  die  Veränderlichkeit  des  Paares  (m,  v)  vorgeschriebenen 
Bereiche.     So  geben  die  Gleichuugen 

X  =-  a  cos  u  cos  V 
(1)  y  =  ^  cos  u  sin  V 

z  =  c  sin  w, 
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wenn  u  und  v  unabhängig  vun  einander  das  Wertintervall  (0  •  •  •  -^) 
durchlaufen,  nur  den  achten  Teil  der  durch  die  Gleichung 

(2)  f;  +  f;+^-i=o 

vollständig  dargestellten  Ellipsoidfläche  wieder.  In  solchen  Fällen 
hätte  man  also  von  einem  Flächenstück  zu  sprechen.  Doch  soll  dies 
nur  ausnahmsweise  geschehen,  wenn  es,  wie  für  das  vorliegende  Bei- 
spiel, des  Gegensatzes  wegen  nötig  ist.  Sonst  soll  auch  ein  Flächen- 
stück kurz  als  Fläche  bezeichnet  werden. 

Denkt  man  sich  die  Gleichung  (II)  nach  einer  der  Koordinaten, 
etwa  0,  aufgelöst,  oder  setzt  man  in  (I)  x(u,  v)  =  u,  y{u,  v)  =  v,  so 
erhält  man  übereinstimmend 

(III)  ,  =  0{x,  y) 

als  Gleichung  der  Fläche.  Trotz  des  Mangels  an  Symmetrie  ist  diese 
Darstellung  für  manche  Untersuchungen  von  Nutzen,  z.  B.  beim  Be- 
weise bestimmter  Sätze,  wenn  es  auf  deren  Stellung  im  organischen  Zu- 
sammenhange der  Theorie  nicht  ankommt,  sowie  bei  der  Beurteilung 
des  Charakters  partieller  Differentialgleichungen,  auf  die  man  durch 
flächentheoretische  Aufgaben  geführt  wird. 

Im  besonderen  ergibt  sich  aus   der  Gleichung  (2)   des  Ellipsoids 


(3)  0  =  ±  cY 


1  _  /^   ._  Hl 


Um  die  Funktion  rechts  zu  einer  eindeutigen  zu  machen,  muß  man 
das  Zeichen  der  Quadratwurzel  fixieren.  Die  beiden  möglichen  An- 
nahmen liefern  die  Punkte  je  einer  Hälfte  der  Fläche. 

§9. 

Koordinatenlinien.     Linienelement. 

Pundamentalgrößen  erster  Ordnung. 

Gibt  man  in  den  Gleichungen  (I)  des  vorigen  Paragraphen  dem 
einen  der  beiden  Parameter,  etwa  v,  einen  konstanten  Wert  v^,  sodaß 
X,  y,  z  Funktionen  nur  einer  Variablen  werden,  so  stellen  die  Glei- 
chungen eine  auf  der  Fläche  liegende  Kurve  dar.  Insofern  für  diese 
noch  u  veränderlich  ist,  soll  sie  als  eine  i(- Linie  bezeichnet  werden. 
Läßt  man  v^  das  für  v  vorgeschriebene  Intervall  stetig  durchlaufen, 
so  erhält  man  eine  ganze  Schar  solcher  Kurven.  Ebenso  liefert  die 
Annahme  m  =  w^,  wenn  man  u^  alle  möglichen  Werte  erteilt,  eine 
zweite  Schar  von  Kurven,    die  ü -Linien.     Ein  beliebiger  Punkt   der 
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Fläche,  der  einem  Wertepaar  (Uq,  v^)  entspricht,  kann  also  als  Durch- 
schnitt einer  ?;-Linie  mit  einer  w-Linie  aufgefaßt  werden.  Infolge- 
dessen werden  diese  Kurven  auch  als  Koordinatenlinien  der  Fläche, 
II  und  V  selbst  als  die  krummlinigen  Koordinaten  der  Flächen- 
punkte bezeichnet.  Wenn  im  Folgenden  von  Koordinaten  ohne  weiteren 
Zusatz  die  Rede  ist,  so  wird  immer  aus  dem  Zusammenhange  hervor- 
gehen, oh  u,  V  oder  x,  y,  z  gemeint  sind.  Kommen  beide  Größen- 
systeme gleichzeitig  vor,  so  werden  nötigenfalls  x,  y,  z  als  kartesische 
Koordinaten  von  den  krummlinigen  unterschieden  werden. 

Zunächst  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  verschiedenen  Werte- 
paaren (m,  'ü)  derselbe  Flächenpunkt  entspricht,  wie  z.  B.  die  Glei- 
chungen §  8  (1)  bei  einer  Vermehrung  von  ii  oder  v  um  2%  nichts 
Neues  geben.  Es  erscheint  angemessen,  den  Bereich  der  Veränderlich- 
keit der  Parameter  so  zu  beschränken,  daß  die  gegenseitige  Beziehung 
der  Flächenpunkte  und  der  Wertepaare  (m,  v)  eine  eindeutige  wird, 
und  ihn  für  das  obige  Beispiel  etwa  durch  die  Bedingungen 

0^v<2;r 
zu  definieren. 

Setzt  man  zwischen  m  und  v  eine  funktionale  Beziehung  fest, 
z.  B.  so,  daß  beide  Variablen  Funktionen  einer  Unabhängigen  t  werden, 
so  werden  vermöge  (1)  auch  a:,  y,  z  Funktionen  von  t  und  stellen 
wiederum  eine  auf  der  Fläche  liegende  Kurve  dar.  Daß  auch  die  neu 
eingeführten  Funktionen  analoge  Eigenschaften  haben  müssen  wie 
x{u,  v),  .  .  .,  versteht  sich  von  selbst. 

Wenn  kein  Mißverständnis  möglich  ist,  soll  für  Uq  und  Vq  ein- 
fach u  und  V  geschrieben  werden.  A  ^  (ii,  v)  ist  dann  ein  willkürlich 
gewählter,  aber  bestimmter  Punkt  des  betrachteten  Flächenstücks. 
Zieht  man  durch  ihn  eine  beliebige  Kurve  auf  der  Fläche,  so  soll 
deren  Bogenelement  ds,  also  der  unendlichkleine  Abstand  des  Punktes  Ä 
vom  Punkte  B ^^  (u -{- du,  v -{- dv),  das  Linienelement  der  Fläche 
heißen.  Es  wird  als  absolute  Größe  betrachtet.  Sind  x  -\-  dx,  y  -{-  dy, 
z  -\-  dz  die  kartesischen  Koordinaten  von  B,  also 

(1)  ds^  =  dx^  -h  dy^  -f  dz^, 

so  ist  hiernach 


(2)  ds^Ydx^  +  dy^i-dz^. 

Nun  sehen  die  Ausdrücke  der  kartesischen  Koordinaten  von  B  aus 
den  Formeln  (I)  durch  Einführung  von  u  +  du  und  v  -{-  dv  statt  « 
und  V  hervor.    Demnach  gelten  für  die  Inkremente  von  x,  y,  z,  wenn 
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für  keine  der  drei  darstellenden  Funktionen  die  beiden  ersten  partiellen 
Ableitungen  gleichzeitig  verschwinden,  die  Ausdrücke 

dx  =  ^^  du  -\-  TT-  dv 

^  du  dv 

(3)  dy  =  p-dui-p^dv 

^  ^  '^        du         ^    dv 

d0  =  TT-du  +  ^dv. 

du  dv 

Setzt  man  nun  bleibend 

^  ^  dudvdudv'dudv 

so  wird  nach  (1) 

(5)  f?s2  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv\ 

Das  Quadrat  des  Linienelements  erscheint  also  als  homogene  Funktion 
zweiter  Dimension  der  beiden  Differentiale  du  und  dv,  mit  Koeffi- 
zienten E,  F,  G,  die  Funktionen  von  ii  und  v  sind.  Ein  solcher 
Ausdruck  wird  als  eine  binäre  quadratische  Differentialform 
bezeichnet 

Die  durch  die  Gleichungen  (4)  erklärten  Größen  E,  F,  G  heißen 
die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche. 

§  10. 
Der  Koordinatenwinkel. 

Die  durch  Ä  gehende  Flächenkurve  sei  jetzt  eine  der  Koordinaten- 
linien, z.  B.  die,  längs  deren  v  konstant  ist,  v  =  v^,  während  n  ver- 
änderlich bleibt.  Wegen  dv  =  0  wird  die  Bestimmungsgleichung  für 
das  Bogenelement  einfach 

ds^  =  Edu^, 
(^s  =  ±  YEdu, 

wo  das  Vorzeichen  sich  nach  dem  von  du  richtet.  Das  Prinzip  des 
Fortganges  (S.  4)  möge  nun  für  die  «t-Linie  durch  die  Annahme  du  >  0 
definiert  sein,  d.  h.  die  positive  Richtung  der  Linie  soll  dem  Wachsen 
des  Parameters  u  entsprechen.  Und  ebenso  soll  die  positive  Richtung 
der  -y-Linie,  für  die  u  ==  ii^,  du  =  0  ist,  vom  Punkte  (u,  v)  nach  dem- 
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jenigen  Punkte  (w,  v  +  dv)  gehen,  für  welchen  dv  positiv  ist.     Setzt 
man  nun  in  die  Kosinus  der  von  A  nach  B  gehenden  Richtung, 

dx       dy       dz 
ds '      ds'      ds  ^ 

die   aus  (3)  und  (5)   des    vorigen   Paragraphen    hervorgehenden  Aus- 
drücke ein,  macht  zuerst  dv  =  0,  dann  du  =  0  und  nimmt  im  ersten 

Falle 

ds  =  YEdu 

und  entsprechend  im  zweiten 

ds  =  yO^dv, 


so  erhält  man  für  die  Richtungskosinus  der  positiven  u-  und  v-Linie 

die  Werte 

.^s                                       1     dx         1     cy  l    d  z 

^  ^                        y;^^'*'    y^'^^'  yw^'^ 

und 

(2)                                       1     ga;          1     dy  1     dz  _ 

Der  Kosinus  des  Winkels  0'  der  positiven  Koordinatenlinien  hat  hier- 
nach den  Ausdruck 


cos 


2j \Y^'du) \[^dv)  -  yEya^jdu  dv ' 


oder,  unter  Benutzung  der  zweiten  Formel  (4)  auf  vorhergehender  Seite: 

(3)  -*  =  yfr 

Der  Koordinatenwinkel  ^  kann  und  soU  als  Winkel  zweier  Rich- 
tungen im  Räume  stets  ^  Jt  vorausgesetzt  werden.    Dann  folgt  aus  (3) 


(4)  sm  d-  =  ^——— — 
^  ^  yEG 

oder,  wenn  bleibend 

(5)  YEG^^^'  =  T 
gesetzt  wird, 

(6)  sin -9-  ^' 

und  weiter 

a;  tg^=|; 


yEG' 


Sind  die  Parameter  so  gewählt,  daß  die  Gleichung 
(8)  F=0 
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identisch  besteht,  so  ist  dies  nach  (3)  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  daß  die  Koordinatenlinien  sich  überall  senkrecht 
schneiden.     Dies  trifft  z.  B.  bei  der  Darstellung  des  EUipsoides 


^   I   11  j_  '  .  =  1 
^8  -r  ^2  -r  ^2 


durch  die  Formeln 


2       a^{a^  —  u){a^  —  v) 

jß    — 


(9)  y 


(a^- 

-&«)(a^- 

-c') 

&*(fe^ 

—  u)  (&« 

-V) 

(&^- 

■  c")  (&«  - 

-a^ 

c'-{c'' 

-u){c^- 

-V) 

(c^- —  a^)  {c^  —  b^) 


zu,  wie  durch  Ausführung  der  Differentiationen  leicht  geprüft  werden 
kann.  Wie  man  auf  diese  Formeln  geführt  wird,  kann  freilich  erst 
später,  in  der  Theorie  der  Krümmungslinien  (§  65),  gezeigt  werden. 
Wir  fügen  über  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  noch 
folgende  Voraussetzungen  hinzu.  Die  Größen  E  und  G,  die'  im  all- 
gemeinen >  0  .sind,  sollen  niemals  =  0  werden.  Nach  den  im  An- 
fange des  §  8  eingeführten  Voraussetzungen  kann  E  als  Summe  dreier 

Quadrate    nur    dann    verschwinden,    wenn    „-  ==  0,    ^     =0,    w-  =  0 

^  '  du  '    du         '    du 

ist;  das  gleichzeitige  Bestehen  dieser  Gleichungen,  sowie  der  ent- 
sprechenden für  V,  wird  also  ausgeschlossen.  Die  Größe  T,  deren 
Quadrat  sich  in  der  Form 

(10)     •       T'-yi^^i~-l^'P-)\ 

^     ^  ^j  \du  ov       du  ov)  ' 

also  ebenfalls  als  Summe  von  drei  Quadraten  darstellen  läßt,  soll 
ebensowenig  Null  werden  können  wie  E  und  G. 

Bestünde  die  Gleichung  T  =  0  für  alle  Wertepaare  {u,  v)  eines 
gewissen  Bereiches,  so  würde  man  es  nicht  mehr  mit  einer  Fläche, 
sondern    mit    einer    Kurve    zu    tun    haben.      Denn     die    Gleichung 

■^  -rs r,-  ^  =  0  und  die  beiden  entsprechenden  besagen,  daß  zwi- 

du  dv        du  dv  ^  °     ' 

sehen  x,  y,  z  zwei  Relationen  stattfinden,  die  u  und  v  nicht  explizite 
enthalten. 

Wegen  T  >  0  ist  nun  sin  %^  von  Null  verschieden,  ^  selbst  nie- 
mals =  0  oder  =  jr,  d.  h.  die  Kurven  u  =  const.  und  v  =  const.  be- 
rühren sich  nirgends.  Es  sei  noch  (7  =  (m,  v  -f  dv)  ein  dem  Punkte 
A  =  (w,  v)  benachbarter  Punkt  auf  der  durch  ihn  gehenden  v- Linie. 
Wir  betrachten  die  beiden  durch  A  und  G  gehenden  ^(-Linien.  Auf 
der  ersten  von  ihnen  werde  der  Schnittpunkt  mit  einer  zu  ihr  senk- 
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rechten,  durch  C  gehenden  Ebene  mit  B  bezeichnet.  In  dem  unendlich- 
kleinen, als  geradlinig  zu  betrachtenden,  bei  5  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABC  (Fig.  3)  ist 

GAB  =  &     oder     =%  —  ^, 

BC=ACsm^  =  ±  yasind-dv. 

Der  Abstand  BC  der  beiden  tt-Linien  ist,  da  G  und  sin-d-  nicht  Null 
sind,  von  derselben  Ordnung  wie  dv^  d.  h  die  aufeinanderfolgenden 
Kurven  der  Schar  v  =  const.  laufen  einander  unendlichnahe,  ohne  sich 
jemals  zu  schneiden  oder  zu  berühren.    Dasselbe  gilt  von  den  v-Linien. 

Von  zwei  Kurvenscharen,  die  diese  Eigenschaften  haben,  sagt 
man,  daß  sie  zusammen  ein  Kurvennetz  auf  der 
Fläche  bilden.  Wie  wir  sehen,  können  die  Flächen- 
punkte mittels  eines  Netzes  von  Koordinatenlinien  in 
ähnlicher  Weise  bestimmt  werden  wie  die  Punkte  einer 
Ebene  durch  zwei  Scharen  gerader  Linien,  die  zwei,  im 
allgemeinen  schiefwinkligen  Achsen  parallel  laufen.  '^' 

Die  bisher  eingeführten  Voraussetzungen  beziehen  sich  teils  auf 
bestimmte  Eigenschaften  der  darstellenden  Funktionen  x(u,v),...y 
F{x,y,z),  teils  bedingen  sie  eine  Beschränkung  der  Veränderlich- 
keit der  Parameter.  Hierzu  sei  noch  bemerkt,  daß  Punkte  oder 
Kurven,  für  welche  die  Ergebnisse  einer  speziellen  Untersuchung^ 
ihrer  Natur  nach  ungültig  werden  würden,  als  von  dem  Flächenstück 
ausgeschlossen  betrachtet  werden  sollen,  auch  ohne  daß  dies  jedesmal 
besonders  hervorgehoben  wird. 

§  11. 

Die  Tangentialebene  für  die  erste  Flächendarstellung. 

Winkel  z"weier  Tangenten. 

Der  Punkt  B=:(ii  -\-  du,  v -\- dv),   der  im   §  10    eine    spezielle 

Lage  hatte,  sei  nunmehr  wieder  ein  beliebiger,  dem  A  benachbarter; 

d.  h.  er  werde  dadurch   erhalten,    daß  von  A  aus   auf  der  Fläche  in 

beliebiger  Richtung  um  ein  unendlichkleines  Stück   ds  fortgegangen 

wird.    Diese  Richtung  wird  durch  drei  Kosinus  gekennzeichnet,  deren 

erster  ist 

dx  j      ,   dx  j 

/^N  dx  du        '    dv 


ds        YEdu^-\-2Fdudv-^Gdv^ 


Ein  solcher  Ausdruck  hat,  wie  im  §  2  für  eine  beliebige  Kurve  und 
im  vorigen  Paragraphen  speziell  für  die  Koordinatenlinien    erörtert,. 
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zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werte,  die  hier  von  den  Vorzeichen  von 
du  und  dv  abhängen.  Von  vornherein  ist  zu  beachten,  daß  diese 
Differentiale  nur  in  ihrem  Verhältnis 

dv  . 

du 

vorkommen.    Die  Gleichungen  der  unbegrenzten  Geraden  AB,  die  als 

eine  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  aufgefaßt  werden  kann,  heißen 

l  —  x 


(2) 


dx 
ds 


ds 


5  —  ^, 

dz 

ds 


Für  sie  ist  das  Vorzeichen  der  Richtungskosinus  naturgemäß  ohne 
Bedeutung.  Zu  jedem  Werte  von  X  gehört  eine  bestimmte  Tangente 
der  Fläche  im  Punkte  A,  und  den  geometrischen  Ort  aller  Tangenten 
findet  man  durch  Elimination  von  X  aus  (2).  Bezeichnet  man  der 
Symmetrie  wegen  den  gemeinsamen  Wert  der  drei  in  diesen  Glei- 
chungen einander  gleich  gesetzten  Quotienten  mit  ^,  so  kann  man 
die  Gleichungen  selbst  in  der  Form 


X  du    1^  dx  dv\ 
du  ds        dv  dsj 
^       dy  dv\ 
du  ds       dv  ds/ 
/dz  du       dz  dv^ 


,        (dy  du 


schreiben  und  dann  die  beiden  Größen  ^  ;,-  und  fi  ,    linear  eliminieren. 


So  ergibt  sich 


(3) 


ds 


ds 


TC-x 


dx 

dx 

du 

dv 

dy_ 

djl 

du 

dv 

dz 

dz 

du 

dv 

=  0, 


eine  in  j;,  t),  §  lineare  Gleichung,  die  demnach  eine  Ebene  darstellt. 
Sie  heißt  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  dem  betrachteten 
Punkte. 

Wird  die  linke  Seite  von  (3)  nach  den  laufenden  Koordinaten 
geordnet,  so  erscheinen  als  deren  Koeffizienten  die  Funktionaldeter- 
minanten je  zweier  der  kartesi sehen  Koordinaten  der  Fläche  inbezug 
auf  die  beiden  krummlinigen  Koordinaten.  Für  irgend  zwei  Funk- 
tionen g)(u,  v)  und  ip(u,  v)  werde  die  Funktionaldeterminante  mit 

a  (qp,  tp) 

d{u,v) 


Winkel  zweier  Flächentanorenten. 
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bezeichnet,  so  daß 


(4) 


dq) 

dcp 

du 

dv 

dcp 

d^ 

Clp 

d(p 

dtp 

dil> 

~  du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

d  (m,  v) 


ist.     Dann  lautet  die  Gleichung  der  Tangentialebene 


(5) 


c>(.y,z) 


(£ 


-)  +  IM(9-.)  +  f£'5!(S 


z)  =  0. 


d{u,v)  ^^         '       d(u,v)  ^^       ^^       d(u,v) 

"Wir  kommen   auf  diese  Ebene  im  §  14  zurück.     Zunächst  aber  soll 
der  Winkel  zweier  Flächentangenten  berechnet  werden. 
Es  sei 

0  =  (m  +  du,  V  +  dv)  =  (x  -{-  öx,  y  +  öy,  z  +  dz) 

ebenso  wie  3  ein  beliebiger,  dem  A  benachbarter  Punkt,  jedoch  so 
gewählt,  daß  die  Fortgangsrichtung  AG  nicht  mit  A^  zusammenfällt. 
Das  Linienelement  AC  werde  mit  8s  bezeichnet.  Für  den  Kosinus 
des  Winkels  «",  den  Al^  und  AC  mit  einander  bildeu,  gilt  die  Formel 

,^.  „^„  ^,. dx8x-\- dy  8y -{- dz  8z 

woraus 

d.  h. 

(7) 


cos  w  = 


ds8s  ' 

ds^ds^  sin^  IV  =  {ßäx^)  {Zdx^)  -  {ßdxdx)^, 


^^^'^  =  ä?d7^^ 


dy  dz 
8y  8z 


folgt.      Führt    man   in    (6)    die  Ausdrücke   für  dx,  dy,  dz   (§  9  (3)) 

ein,  so  erhält  man 

/o\  Edu8u-\-  F{du8v  -[-  dvSu)  4-  Gdv8v 

(8)     cos  w  =  —: : , 1   — 

^  ^  yEdu''-\-2Fdudv-\-adv''   yE8u''-\-'iFdudv  +  Gdv^ 

Ausdrücke  wie  der  hier  auftretende 

{Edii  +  Fdv)  du  +  {Fdu  +  Gdv)  dv, 

die  in  zwei  Paaren  von  Differentialen  linear  sind,  heißen  bilineare 
Differentialformen. 
Man  hat  ferner 


dy    dz 
dy    dz 


■7^^  du  -\-  -^  dv,  ^~  du  -\-  ^    dv 

du  ov       '  du  dv 

bL8u-\-lydv,  l'  du-\-'^dv 

du  cv       '  du  cv 


dy^  dy 

du  dv 

dz  dz^ 

du  dv 

Knoblauch,  Differentialgeometrie. 


du  dv 
du  dv 
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dy  dz  |2 
dy  8z  !  " 


-{duöv-dvdiiy  zil^  l^ 
==  {dudv  -  dvöu)\EG  -  F% 
T^duSv  —  dvSuy 


CZ    0 

du  d 


v) 


also 

(9)        sm  W  =  (ßciu^^2Fdudv-\-Gdv^{Edu'-}-2FSudv+Gdv^ 
Um  diese  Gleichung  direkt  aus  (8)  herzuleiten,  hätte  man  für 


du  = 


dv  =  7^2 


du  =  ?jjL, 
folgende  Reduktion  anzustellen:  ' 

J5;|,i?,  +  i^(|,7?2  +  |2^i)  +  G^i2^2,     ^^1'  +  ^Frj.rj,  +  ö^/  ! 

(^7?,+i^7^2)|,  +  (F7?,+  (^7j2)^2,    (J^^l  +  i^%)%  +  (i^1?l+Ö^%)r?2! 


(10) 


E^,  +  F^„  F^,^G% 

^.  k 

1  ^Tj,  +  Fri„  Frj,  +  Gr^,  ] 

Vi   % 

FF    II,  ^2  ;^ 

F  G        rj,   7],     ' 

Es    handelt    sich    noch    um    die    Bestimmung    des   Vorzeichens 
«  ^  dz  1  in  der  aus  (9)  folgenden  Formel 

ET{du8v  —  dvSu) 


smw 


ds  ds 


Das  Zeichen   richtet   sich   nach    der  Definition   von  w.     Nun  ist   aus 
der  analytischen  Geometrie  "bekannt,  daß  es  nicht  immer  zweckmäßig 

ist,  den  Winkel  zweier  Richtungen  als  zwi- 
schen 0  und  'jt  gelegen  anzunehmen,  also 
so,  wie  es  für  den  Koordinatenwinkel  %•  ge- 
schehen ist  (§  10).   Vielmehr  werden  bei  Be- 
trachtung mehrerer  Richtungen  in  einer  und 
derselben  Ebene  die  Formeln  und  Sätze  meist 
dadurch  übersichtlicher,  daß  man  die  Winkel- 
größen  durch   Drehung   entstanden    denkt, 
also  für  sie  das  Intervall  (0  .  .  .  2;t)  zuläßt. 
Es  seien  B'  und  C  zwei  dem  Punkte  A  benachbarte  auf  der  posi- 
tiven M-  und  ■u-Linie  (Fig.  4).    Dann  soll  die  Drehung,  durch  welche  AB' 
auf  dem   kürzesten  Wege  in  AC   übergeführt  wird,   also   die    durch 
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den  Koordinaten winkel  d'  (<  tc)  hindurch,  als  Drehung  in  posi- 
tivem Sinne  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  ferner  um  Ä  eine 
beliebig  kleine  geschlossene  Kurve  beschrieben,  die  durch  die  w-Linie 
in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  so  wollen  wir  sagen,  daß  der  Teil  des 
von  der  Kurve  begrenzten  Flächenstücks,  durch  den  die  positive 
ü-Linie  geht,  auf  der  positiven  Seite  der  w-Linie  liegt.  Ist  dann  a 
der  Winkel  von  AC  mit  AB',  entstanden  durch  Drehung  von  AB' 
in  positivem  Sinne  bis  zum  Zusammenfallen  mit  AC,  so  hat  man 
weil  für  den  Punkt  B'   dv  =  0,  ^w  >  0,  also  AB'  =  YEdu  ist, 

E8u  +  FSV 

cos  u  = 


}/EyEdu^-\-  2FduSv  +  G8v^ 


VEG  —  F^Sv 
sin  cc  = 


yE  Yl^Su''  +  2  F  8u  8v  +  G  8v^ 

Hier  gilt  auch  in  dem  Ausdruck  des  Sinus  überall  das  positive  Zeichen 
der  Quadratwurzeln.  Denn  liegt  C  auf  der  positiven  Seite  der  M-Linie, 
ist  also  d«;  >  0,  so  ist  «  <  7t,  und  die  Formel  liefert  einen  positiven 
Wert  des  Sinus,  wie  es  sein  muß;  dagegen  wird  der  Ausdruck  negativ 
für  dv  <  0,  der  Tatsache  entsprechend,  daß  dann  a  den  Wert  %  ttber- 

A 

steigt.      In  gleicher  Weise    erhält  man   für   den   Winkel   BAB'  =  a, 

der  ebenfalls  durch  positive  Drehung  von  AB'  aus  erzeugt  sein  möge, 

die  Gleichungen 

Edu  4-  Fdv 
cos  a  =  '- 

yj5VFdw»+  iFdwdv  +  Gdv^ 

(11)  , _- 

VEG  —  F^dv 
sin  a  =  -  ' 


ysyEdu^-^  2Fdudv  +  Gdv^ 

Es  sei  nun  a  <C  a,  so  ist  der  durch  positive  Drehung  von  ds  bis 
zum  Zusammenfallen  mit  ds  entstandene  Winkel  iv  gleich  a  —  a. 
Ist  dagegen  a  >  a,  so  ergibt  sich  der  in  derselben  Weise  gezählte 
Winkel  gleich  27t  —  (a  —  a).     Mithin  ist  in  beiden  FäUen 

cos  w  =  cos  (a  —  a),         sin  w  =  sin  (cc  —  a), 

und  es  folgt  für  cos«<;  der  Ausdruck  (8),  ferner 


/-,o\      •  VEG—F^  (du  8v  —  dv  8u) 

(12)  sm w  =  ^  -^    .  , 

yEdu^-\- 2Fdudv  +  Gdv*YE8Ü^-{-2FSu8v  +  GSv* 

endlich  durch  Division 

(13)  tcr  14]  =  yEG  —  F*  {du  Sv  —  dv  8u) . 

Edu8u-\- F{du8v-\- dv8u) -{- Gdv8v' 

3* 
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Faßt  man  die  unendlichkleinen  Strecken  ÄC=ds  und  ÄB=ds 
als  Bogenelemeute  zweier  durch  Ä  gehenden  Kurven 

(14)  (p{u,v)  =  C,        t{u,v)  =  C' 
auf,  so  gelten  die  Gleichungen 

(15)  ^dui-^dv  =  0,     p^dui-p^dv=^0, 
^     ^  du  '    dv  '       du  '     dv  ' 

S  V  dl) 

aus  denen  die  Verhältnisse  -j—  und  -y-  zu  entnehmen  und  in  (8, 12, 13) 

einzusetzen  sind.  Um  auch  hierbei  wieder  zu  eindeutigen  Ausdrücken 
zu  kommen,  muß  man  auf  jeder  der  beiden  Karven  eine  bestimmte, 
im  allgemeinen  willkürlich  anzunehmende  Richtung  bevorzugen  und 
die  dann  auftretenden  Vorzeichen  der  Differentiale  du,  .  .  .  beachten. 
Im  Hinblick  auf  die  Theorie  der  Kurvennetze  ist  es  außerdem  zweck- 
mäßig, die  beiden  Kurven  nicht  für  sich  allein,  sondern  als  Glieder 
zweier  Scharen  zu  denken,  also  unter  den  Größen  C  und  C  in  (14) 
Parameter  zu  verstehen,  deren  jeder  fähig  ist,  eine  Reihe  verschiedener 
Werte  anzunehmen.  Geschieht  dies,  so  ist  es  natürlich,  die  positiven 
Richtungen  der  beiden  Linien  (14)  den  positiven  Richtungen  der 
Koordinatenlinien  entsprechend  zu  wählen.  Der  Übergang  von  A 
nach  B  auf  der  Kurve  i>{u,  v)  =  C  entspreche  demnach  einem  Wachsen 
der  Funktion  (p(u,v)]  und  ebenso  der  von  Ä  nach  C  längs  der 
anderen  Kurve  einer  Zunahme  von  il)(u,v).  Das  heißt:  Die  beiden 
Gleichungen  (15)  soUen  mit  den  Ungleichheitsbedingungen 


(16) 

dt^l"^  du  +  pdv>0 

^        du               dv 

dq>  =:  f  ^~  du  +  1*^-  dv>0 

^        du           '     dv 

zusammen   gelten. 

Ersetzt   man   (15)   durch    die    b 

paare 

(17) 

t                   dw           t              d(p 
du  =  —  u  -^-~ ,        0 V  =  u  .s- 

^  dv  '                   ^  cu 

du  =  V  ^—  ,            dv  =  —  V  ^^ 

dv  '                                 du 

beiden    Gleichungs- 


■wo    II  und  V   Proportionalitätsfaktoren    sind,    so    liefern    die    Unglei- 
chungen (16): 

/gqp     d^  _    d^p_    aq^\  Q 

^  \du    dv         du    dv / 

\du    dv         du    dv  )  ' 

d.  h.   /i  und  V   haben    dasselbe  Vorzeichen    wie    die    Funktionaldeter- 
minante g(y,^) 

^(m,  V) 


Winkel  zweier  Flächenkurven. 
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Wird  dieses  Vorzeichen  mit  s  bezeichnet,  so  ist  demnach 


,s^yEäu^+2Fäuäv+Gä?=evyG  (^-  2Ff||^  +  £(^y 


Ferner  hat  man 

Edudu  -\-  Fidudv  -\-  dvdu)  +  Gdvdv  = 

-  iiv  \G  I?  1^ -  Fll''  p-  +  p^ p)  -^Ep"^  p] 
^     L     cudu  \ou  dv       dudvj  ov  dvj 

du  dv  —  dv  du  =  av  -r}r^~-~-  • 

Beim  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  fällt  in  (8)  und  (12)  außer  ^v  auch 
£  weg,  weil  nur  £^  =  +  1  auftritt,  und  es  wird 


(18)  cos  w  = 


(19)  sinM;  = 


(20)    tg«(;  = 


dud 


du  dv       d  u  01 


dv 


Vg  &y-  2  Fp'  p+E  M  ]/g  (ßf-  2  f|*  I*  +  s  im' 

V        \cn)  cuov  \cv)     }         \cuj  dudv  \ov) 

\dti  dv 


(dcp  dip       dtp  dcp 
du  dv 


I/g  (pf-  2f|?P%  E  (|?y  Ve  (I*)  -  2Fp'f*  +  E  (W 

r        \dnj  cudv    '        \dvj     Y        \du)  dudv  \cv} 

rp  (d(f  d^  dtp  dcp\ 

\du  dv        du  dv) 


du  du  \du  dv        du  dv)  dv  dv 


§12. 
Transformation    der  krummlinigen   Koordinaten.     Differentialpara- 
meter erster  Ordnung,  Zwischenparameter. 

Da  man  sich  jede  Fläche  auf  unendlichviele  Weisen  mit  einem 
Netz  von  Koordinatenlinien  überzogen  denken  kann,  so  ist  es  wichtig 
zu  wissen,  durch  was  für  Formeln  der  Übergang  von  einem  solchen 
Netz  zu  einem  anderen  vermittelt  wird.  Es  handelt  sich  bei  dieser 
Frage  um  eine  Verallgemeinerung  der  gewöhnlichen  Koordinatentrans- 
formation in  der  Ebene. 

Die  kartesischen  Koordinaten  seien  einmal  durch  die  Parameter 
II,  V,  dann  durch  ein  zweites  Paar  krummliniger  Koordinaten  m',  v' 
dargestellt: 
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(1)  X  =  X  {u,  v),       y  ^  y  (u,  v),       Z  =  z  {u,  v) 
und 

(2)  X  =  X {ii, v),      y  =  y  (u, v'),       z  =•  z  (u, v') . 

Zwiscilen  den  beiden  Systemen  von  Variablen  müssen  Beziebungen 
der  Art  besteben,  daß  für  jeden  Punkt  der  Fläcbe  die  recbten  Seiten 
der  Gleicbungen  (1)  und  (2)  paarweise  übereinstimmen.  Die  drei 
entstehenden  Relationen  sind  zwei  unabhängigen 

^(u,  V,  u,  v')  =  0 
(3) 

^{u,  V,  u,  v')  =  0 

äquivalent,  weil  x(u,  v),  y{u,  v),  z{u,  v)  einerseits  und  x{u',  v), 
y{u',v'),  z{u',v')  andererseits  durch  eine  und  dieselbe  Gleichung 
F{x,  y,  z)  =  0  oder  z  =  f(x,  y)  verbunden  sind. 

Solche  Gleichungen  (3)  bestehen  z.  B.  für  ein  dreiachsiges  EUip- 
soid  zwischen  den  beiden  Größen  u,  v,  die  in  der  Darstellung 

2  _  a^(a«  —  u)  (a*  —  v) 


(§  10(9))  vorkommen,  und  den  Größen  ii,  v'  in  den  Formeln 

X  =  a  cos  u  cos  v', .  .  . 
(vgl.  §8(1)). 

Ist  bloß  das  Gleichungssystem  (1)  gegeben,  so  kann  man  zu 
irgend  einer  zweiten  Darstellung  der  Fläche  dadurch  übergehen,  daß 
man  die  funktionalen  Beziehungen  (3)  willkürlich  annimmt.  Nur 
müssen  sie  vor  allem  so  beschaffen  sein,  daß  sich  u'  und  v'  aus  ihnen 
als  eindeutige  und  eindeutig-umkehrbare  Funktionen  von  u  und  v  er- 
geben.    Das  heißt:  Wenn  man 

v'  =  ilf  (ti,v) 

setzt,  wo  die  Funktionen  (p  und  f  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches 
der  Größen  u,  v  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit,  Endlichkeit  und 
Stetigkeit  genügen,  so  soll  sich  diesem  Bereich  ein  anderer  für  die 
Größen  u',  v  so  zuordnen  lassen,  daß  auch  umgekehrt  die  aus  (4) 
oder  (3)  folgenden  Ausdrücke 

(5)  ,  ; 

V  =  '4>i  {u,  v') 

innerhalb  des  zweiten  Bereiches  dieselben  Bedingungen  erfüllen.  Die 
partiellen  Ableitungen    erster   Ordnung    der  Funktionen   (p,  tp,   (p^,  ip^ 
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seien    ebenfalls    eindeutig,    endlich    und    stetig,    und   es    sollen    end- 
licli  für  keine  Stelle  die  beiden  partiellen  Ableitungen  einer  und  der- 
selben Funktion   gleichzeitig   verschwinden  oder  auch  nur  die  Funk- 
tionaldeterminante von  u   und  v    nach  u  und  v  gleich  Null  sein. 
Da  vermöge  (4)  die  Gleichungen 

X (u,  v)  =  X (u,  v'),     y  (u,  v)  =  y  {u,  v),     z (u,  v)  =  z  (u,  v') 

in  Identitäten  übergehen,  so  hat  man 


(6) 

und  entsprechend 

0) 


dx  ex  du  dx  dv 

du        du    du  dv  du  ' 

dx  dx   du  dx  dv' 

dv        du    dvm  dv  dv  ' 


dx  __  dx  du  dx    dv 

du        du  du'    '  dv   du' ' 

dx  dx    du  dx    dv 

dv'       du  dv    ■  dv  dv'  ' 


Aus  (6)  folgt,  wenn   die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  für  die 
Parameter  u,  v    mit  £",  J7",  G'  bezeichnet  werden,  nach  §  9  (4) : 

E^K  (1^)'  +  2F 1^'  ^4-^-G'  (1^)' 
\cu  I  du   du  \du  I 

^  ^  du   dv  \du  dv       du  dv  /  du  dv 

G=^E'  f/)'  +  2  JP'  ^'  1^  +  G'(^)\ 
\ov  /     '  dv   dv  \cv  /  ' 

und  aus   (7)   ergibt  sich   eine   zweite   Form    der  Transformationsglei- 
chungen: 

E'  =  i;(py  +  2Fp-,  p-,+  G  (p-)" 
\du }  du  du  \du / 

rQ\  z?'        TP  du  du        -r^(du  dv         dv   du\        ^  dv    dv 

^  ^  du  dv    ^        \du  ov        du  dv I  du   ov 

\dv  I  dv   dv     '        \dv  J 

Diese  Formeln  gehen  aus  (8)  durch  Vertauschung  von  u,  v,  E,  F,  G 
mit  u,  v,  E',  F',  G'  hervor. 

Aus  der  ersten  von  ihnen  kann  man,  unabhängig  von  der 
Definition  der  Größe  E'  mittels  der  Ableitungen  der  kartesischen 
Koordinaten,  leicht  erkennen,  daß  E'  positiv  ist.   Denn  die  quadratische 
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Form  der  Größen 


du      dv 


„,,„,,    durch    welche    diese    Fundamentalgröße 
dargestellt  wird,  läßt  sich  in  der  Gestalt 

schreiben  und  ist  definit,  weil  E  und  EG  —  E^  positiv  sind.    Ebenso 
ist  G'  >  0.     Ferner  wird 


(10) 


E'G'-F'^ 


E    F 
F    G 


du 

dv 

du 

du 

du 
dv 

dv 
dv 

Dies    folgt  ohne  neue  Rechnung  sj>fort  aus    der  Identität  §  11  (10), 
wenn  darin 

du       y        dv  du  dv 

2  =  3^'» 


ll  = 


du' 


Vi 


dv  '■ 


dv 


gesetzt  wird.  Da  hiernach  auch  E'G'  —  E"^  positiv  ist,  so  erfüllen 
jE",  F',  G'  auf  Grund  der  Transformationsgleichungen  (9)  dieselben 
Bedingungen,  die  im  §  10  für  E,  E,  G  festgesetzt  worden  sind. 

Zwischen  den  vier  partiellen  Ableitungen,  die  in  (9)  vorkommen, 

und  ihren  inversen    ;,  -,   ^     ,  -ö— ,  -^5—  bestehen  vier  Relationen,   die 

du^   dv  '    du'    dv  ' 

aus  der  Differentialrechnung  bekannt  sind,  übrigens  im  Rahmen  der 
vorliegenden  Untersuchung  leicht  aus  dem  simultanen  System  (6, 7) 
abgelesen   werden   könnten.      Diese    sogenannten  Umkehrungsformeln 

lauten,  wenn 

d{u\  v) 


(11) 

gesetzt  wird: 

(12) 


du 

du 

dv 
du' 


d{Uy  v) 

1    dv^ 
A'  dv  ' 

1  a^' 

~"  A'  Jü ' 


du 

dv 

dv 
dv 


1   du_ 
A'W 


1    du' 

A'Ju' 


Mit  ihrer  Hilfe  kann  man  den  Transformationsgleichungen  noch  eine 
andere  Gestalt  geben.     Man  erhält  nämlich  zunächst 

und  da 

(13) 

also  nach  (10) 


d  (u ,  v) 
d  (u',  v') 


1 

A' 


(14) 


E'G' 


r^  =  -^,,{EG 


E') 


Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten.  41 

wird: 


E' 

E'G'  — 

F'^ 

—  F 

' 

E'G'  — 

F'^ 

G' 

\dv)  dv  du  \du) 


EG  —  F* 


dv  du  /dv  du        du'  dv'\  dv'  du' 

dv  dv  \dv  du        dv  du)  du  ^u 


K^^J      E'G'  —  F'^  EG  —  F^ 

\cv  /      dv  du  \du  / 

E'G'  —  F'^  ~  EG  —  F^ 

Ohne  Benutzung  der  Umkehrungsformeln  würden  diese  Ausdrücke  aus 
(8)  durch  Auflösung  gefolgt  sein. 

Die  Grleichungen  (15)  liefern  nun  die  neuen  Fundamentalgrößen, 
allerdings  mit  dem  Nenner  E'G'  —  F'^,  dargestellt  durch  die  alten, 
sowie  durch  die  Ableitungen  der  neuen  Parameter  nach  den  alten. 
Diese  Form  der  Transformationsgleichungen  ist  deshalb  am  brauch- 
barsten, weil  in  den  Anwendungen  gewöhnlich  die  neuen  krummlinigen 
Koordinaten  als  Funktionen   der    alten   erscheinen,    nicht  umgekehrt. 

Die  Gleichungen  (8)  oder  (9)  hätten  noch  auf  einem  anderen 
Wege  abgeleitet  werden  können  als  durch  Berechnung  der  Fundamental- 
größen mittels  der  Einzelausdrücke,  die  zu  ihrer  Definition  dienen. 
Denn  E,  F,  G  erscheinen,  wie  schon  am  Schlüsse  des  §  9  erwähnt, 
als  Koeffizienten  einer  binären  quadratischen  Difi'erentialform,  und 
diese  hat,  als  Quadrat  des  Linienelements  zwischen  zwei  bestimmten 
Flächen  punkten,  eine  von  der  Wahl  der  krummlinigen  Koordinaten 
unabhängige  Bedeutung.  Drückt  man  demnach  ds^  a.uch  in  den  neuen 
Parametern  aus,  so  erhält  man  die  Beziehung 

(16)     Edii^  +  2Fdudv  ^  Gdv^  =  E'dii''  +  2F'dudv  +  G'dv'\ 

in  die  man  nur 

7    /      du  j      ,    du  j 
du  =  „    «M  -f  o    dv 

du  dv 

(17) 

dv  =  -5— rfw  -f-  ■<    dv 
du  dv 

einzuführen  hat,  um  dann  durch  Koeffizientenvergleichung  die  Rela- 
tionen zwischen  E,  F,  G\  E',  F\  G'  wieder  zu  erhalten. 

Verbindungen  zwischen  Fundamentalgrößen  der  Fläche  und  par- 
tiellen Ableitungen  von  Funktionen  der  Parameter,  wie  sie  auf  den 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  (15)  stehen,  kommen  in  der  Flächen- 
theorie so  häufig  vor,  daß  es  zweckmäßig  ist,  die  Gesamtheit  der 
Operationen,    die    zur    Bildung    der    einzelnen    Ausdrücke    gebraucht 
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werden,  jedesmal  durch  ein  einziges  Zeichen  zu  charakterisieren.    Für 
irgend  zwei  Funktionen  (f{u,v)  und  xl;(u,v)  werde 


(18)       fpnrzTwi — =  AW^) 


dcp  dtp        ^ [ d q)  dtp^   .   dtp  d(p\    ,    ^d(p  dtp 
i  dv        dl 
EG  —  F^ 

und,  für  tp  =  (p  hieraus  hervorgehend, 

/in\                            \öuj               du  dv            \dv J  ., 

(19) Wg^^F^ ^  ^  9> 

gesetzt.  A(9),  ^)  heißt  der  Zwischenparameter  der  beiden  Funk- 
tionen, A^tp  der  Differentialparameter  der  Funktion  qp,  und  zwar, 
weil  nur  erste  Ableitungen  vorkommen,  Differentialparameter 
erster  Ordnung.  Unter  Anwendung  dieser  Bezeichnungen  erhalten 
die  Gleichungen  (15)  die  Form: 

E' 


E'G'  —  F"' 


=  A^v' 


(20)  ^,^,^',,  =  A(ic,v') 


E'G'  —  F' 

G' 

E'G'  —  F'^ 


AUi. 


§  13. 
Weitere  Formeln  für  die  Winkel  in  der  Tangentialebene. 

Wenn  man  von  der  im  §  11  ausgeführten  Bestimmung  des 
Winkels  zweier  Kurven  auf  der  Fläche  absieht,  so  kann  man  diese 
Bestimmung  auch  an  die  Theorie  der  Koordinatentransformation 
knüpfen.  Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  beiden  Linien  (p(u,  v)  =  G, 
if{u,  v)  =  C  als  einem  Netz  von  Kurven  angehörig  und  wähle  diese 
zu  Koordinatenlinien.     Und  zwar  werde 

angenommen.     Für   die   trigonometrischen  Funktionen  des  neuen  Ko- 
ordinatenwinkels d-'  gelten  nach  §  10  (3,  6)  die  Formeln 

F' 

cosO-  = 

sin'9''  = 


^E'G' 
T 

ywG'' 


in    denen   T'   die    positive   Quadratwurzel   aus   E'G'  —  F'^   bedeutet. 
Nun  ist  (S.  40  (14)) 
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(1) 


/TT *       rn 

~-A' 


Zusammen   mit    den    obigen  Transforraationsgleicliungen   (20)    liefern 
diese  Formeln  die  Ausdrücke 

—  A(u',  v) 


(2) 
(3) 


cos  #'  = 
sin  O''  = 


e'A' 


T}/AiV"-  "j/A^t;' 


u=c<mst. 


v'=const. 


u'=const 


v=const 


Der  erste  wird  mit  §  11  (18)  identisch,  wenn  man  %•'  gleich  iv  oder 
2^  —  w  setzt,  der  zweite  aber  kann  sich  von  dem  entsprechenden 
(§  11(19))  durch  ein  Vorzeichen  unterscheiden.  Dies  rührt  daher, 
daß  %•'  als  zwischen  0  und  n  gelegen  definiert  worden  ist,  während 
für  tv  das  Intervall  (0  .  .  .  2jr)  zugelassen 
war.  Ist  nun  iv  <  tc,  also  A'  >  0,  £  =  -\- 1, 
so  bedeutet  das,  die  positiven  Richtungen 
der  beiden  Linien  u  =  const.  und  u  =  const. 
liegen  auf  derselben  Seite  der  ^^- Linie, 
wenn  man  sich  die  w'- Linie  (v'=  const.) 
auch  der  positiven  Richtung  nach  mit  dieser 
zusammenfallend  denkt  (Fig.  5)  5  dagegen 
verlaufen  jene  Richtungen  unter  derselben 
Annahme  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
M-Linie,  wenn  m;  >  ;r,  A'  <  0,  «'  =  —  1  ist 
(Fig.  6).  Oder:  Die  Tangenten  der  alten 
und  der  neuen  Koordinatenlinien,  deren 
positive  Richtungen  durch  die  Festsetzungen 
in  den  Paragraphen  10  und  11  bestimmt 
sind,  bilden  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  zwei  äquivalente  oder 
nicht-äquivalente  Achsenpaare,  je  nachdem  die  Funktionaldeterminante 
du'  dv        dv'  du 


Jlr:COnSt 


v'=consi. 


v^const. 


u'=const. 


IJ'ig.  6. 


A  r  V  lA     V  V  V  V 


Man  kann,  von  be- 


00  r.  -  ..      positiv   oder  negativ  ist. 

du   ov        du  ov    ^  ° 

sonderen  Fällen  abgesehen,  über  das  Vorzeichen  dieser  Determinante 
verfügen,  indem  man  nötigenfalls  das  Vorzeichen  eines  Parameters 
umkehrt,  wodurch  die  zu  diesem  Parameter  gehörige  Kurvenschar  als 
solche  nicht  geändert  wird.  Für  allgemeine  flächentheoretische  Unter- 
suchungen ist  die  Festlegung  des  Zeichens  zweckmäßig,  und  zwar  soll 

(4)  A'  >  0 

angenommen  werden.     Die  Gleichung  (1)  heißt  dann 


(5) 


r  = 


A' 
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13. 

Setzt 

man 

noch 

A' 

=     Billy      V 

'), 

d.  h. 

(ö) 

1 
T 

\du 

dip 
dv 

dip  d(p\ 
du  dv) 

-D{(p,t), 

so    nehmen    die    Gleichungen    (2, 3)    oder    die    etwas    allgemeineren 
§  11(18,19)  die  Form  an 

—  A  (qp,  ip) 


(7)  cos w  = 


yA^cp  [/A^ip 


(8)  sin  w  —  ^ 


]/A^(f  YA^^ 


Die  durch  (6)  erklärte  Funktion  von  u  und  v  ist  mit  den  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  eingeführten  durch  die  Identität 

(9)  A^ 9)  .  A^ i^  -  A(g),  ^l^f  =  B{cp,  ^f 

verbunden. 

Aus  (7)  folgt  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  Kurven  (p  =  C,  il>  =  C  aufeinander  senkrecht  stehen: 

(10)  A(^,  t)  =  0, 

d.  h.,  jetzt  wieder  unter  Weglassung  des  Nenners  T^, 

(11)      Gi'^'y  -F(i^-i^ + 1^1^) + E^^i^- = 0. 

^     -^  du  cu  \du  dv        du  dv  /  dv  dv 

Die  beiden  Bestimmungsgrößen 

zweier  Flächeiitangenten  brauchen  nicht  immer  einzeln  als  explizite 
Funktionen  von  ii  und  v  gegeben  zu  sein.  Es  kommt  vielmehr  häufig 
vor,  daß  sie  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung 

(13)  l,,+  2l,,l^l,,X'=0 

definiert  sind;  oder,  wenn  gleich  wieder  auf  die  Theorie  der  Kurven- 
netze ausgegangen  wird:  daß  die  Bestimmungsgleichungen  q)  (u,  v)  =  C, 
tp{u,v)  =  C'  der  beiden  Scharen  des  Netzes  als  Integrale  einer  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  und  zweiten  Grades 

(14)  l^^du^ -\- 2l^2dudv -\- l22dv^=  0 

erscheinen,  l^^,  l^^,  l^^  sind  gegebene  reeUe  Funktionen  von  u  und  v. 
Spezielle  solche  Netze,  deren  Bedeutung  aber  weit  über  die  von  bloßen 
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Beispielen  hinausreicht,  werden  später,  im  VII.  Abschnitt,  behandelt 
werden. 

Die  linke   Seite  der  Gleichung  (14)  ist  eine  binäre  quadratische 
Differentialform, 

(15)  ljj^du^-{- 2l^^dudv -\-l22dv^  ^ /\. 
Ihre  Determinante 

(16)  lnk,-l'n^l 

darf  nicht  Null  sein,  weil  sonst  die  beiden  durch  (13)  bestimmten 
Tangenten  zusammenfallen  würden.  Die  Voraussetzungen  über  Realität 
erfordern  aber  ferner,  der  Determinante  ein  bestimmtes  Vorzeichen, 
das  negative,  beizulegen. 

Setzt    man  nun    die  beiden  Ausdrücke   (12)    in  §  11  (8)  ein,   so 
ergibt  sich 

cos  ^(;  =  H — ,- L  — ^--'--^^— ! ^-^ 

-  y{E  +  2FAi  +  GXl)  {E  +  2FX,  +  GXi)      . 

und  nach  Durchführung  der  Rechnung,  wobei  die  Relationen 


1-1  -r  >^2  —  7       ;        ^i^2—    1 

's  9  •«« 


zu  benutzen  sind: 


/t  n\  Gh\  —  2JPZ,,  -f-  E 

(17)     onfiw  =  f  ''  -y- 


ViGk,  -  2 Fl,,  +  Eh_,y  -  ^iEG  -  F*)  {l,,  l,,  -  Z^) 


(18)      siTi.r==p-^^-  ^^_VjzAiJmJzJi'»)  •  _. 

ViGk,-2Fk,-^El,,y-iiEG-F'){l,,l,,-l^) 

Über  die  Vorzeichen  s,  s'  läßt  sich  hier  nur  sagen,  daß  ihre  Wahl 
im  gegebenen  Falle  von  Zweckmäßigkeitsgründen  abhängt.  Man 
könnte  z.  B.  den  Winkel  w  dadurch  genauer  definieren,  daß  man  die 
Zeichen  einfach  wegläßt. 

Wie  leicht  zu  sehen,  bleiben  die  gefundenen  Ausdrücke  gültig, 
wenn  l^^  oder  l^^  verschwindet.  Sind  diese  Größen  beide  NuU,  also 
Zj2  von  Null  verschieden,  so  sind  v  =  C,  u  =  C  die  beiden  Integrale 
der  Differentialgleichung  2l^^dudv  =  0,  die  betrachteten  Flächentan- 
genten also  die  der  Koordinatenlinien.  Die  Formeln  gehen,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  in  die  speziellen  des  §  10  über. 

Um  die  Ausdrücke  (17,18)  den  Formeln  (7,8)  möglichst  anzu- 
passen, dividieren  wir  noch  im  Zähler  und  Nenner  durch  T^.  Die 
sechs  Größen  E,  F,  G;  \^,  l^^,  I.22  kommen  dann  nur  in  zwei  Ver- 
bindungen vor.  Es  sei,  der  Gleichförmigkeit  mit  dem  Ansätze  (15)  wegen, 
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(19)  Edu^+2Fdudv+Gdv'-^.^, 
und  es  werde  außerdem 

(20)  ^^"  ~E^G-F^  ^^"    =  ^(A'  ^) 

(21)  •  M^i  =  ^^(A,  A) 
gesetzt.  Die  Gleichungen  (17,  18)  heißen 

(22)  cosw  =  s  ^^^^^^ 


-\/H{\,  A)*  —  4jr(A,  A) 


x^oN  •  ,  2|/—  X(A,A) 


yjB'fA,  A)**—  4^(A,  A) 

Für  die  Orthogonalität  der  beiden  durch  A  =  0  definierten  Tan- 
genten ergibt  sich  aus^  (22)  die  Bedingung 

(24)  ^  ^(A,A)  =  0, 
das  heißt 

(25)  G\,-2Fl,,  +  E\,=  0. 

§  14. 

Die  Tangentialebene  für  die  II.  und  III.  Flächendarstellung. 

Singulare  Punkte. 

Im  §  11  ist  die  Tangentialebene  einer  Fläche  definiert  und  ihre 
Gleichung  für  die  Flächendarstellung  (I)  (§  8)  gegeben  worden.  Geht 
man  zu  der  Darstellung 

(III)     z  =  z{x,y) 

über,  indem  man  u  =  x,  v  =  y  annimmt,  also 

1^  =  1        ^^  —  0         ^y  —0         ^2/  _  -1 
du         ^'        dv        ^'        du   ~     '        dv~ 

setzt,  so  erhält  man  unter  Annahme  der  Bezeichnungen 

/-IN  dz  dz 

für  die  Koeffizienten  der  Gleichung  §  1 1  (5)  die  Werte 

d{y>s)  _  _  „  d{z,x)  _  _  d{x,  y)  ^  . 

d{u,v)  ^'        d{u,v)  ^'        d{u,v)        ^• 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  selbst  wird 

(2)  l-^=p{l-x)-\-q{\)-y). 
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Man  kann  aber  die  Darstellung  (III)  auch  zu 

(II)     F{x,y,z)^0 

in  Beziehung  bringen,   indem   man  (III)   als  Auflösung  von   (II)  be- 

dF 


trachtet.     Dann  ist,  für  -^s —  ^  0, 

'  dz    ^-     ' 


(3)  i>  = 

und  (2)  wird  durch 


dF  dF 

dx  dy 


dz  dz 


(4)  ||:(j_^)  +  |^(t,_,)+»:(ä_,)_o 

ersetzt. 

Vermöge  der  Darstellung  §  2  (6)  erscheint  hiernach  die  Tangente 
einer  Raumkurve,  die  als  Schnitt  zweier  Flächen  gegeben  ist,  als 
Durchschnittslinie  der  beiden  Tangentialebenen  dieser  Flächen. 

Für  das  dreiachsige  Ellipsoid  (§  8  (2))    wird    die   Gleichung   (4) 

^  4_  ^  _L    ^3    _  1 

a^  "^   &^  "*"   c*         ^• 

Die  Form  (4)  ergibt  sich  auf  direktem  Wege  durch  Elimination 
der  Differentialverhältnisse  dx  :  dy  :  dz  aus  den  beiden  Gleichungen 
einer  Flächentangente  (§11  (2)) 

^   ^  dx  dy  dz 

und  der  für  die  Diff'erentiale  geltenden  Bedingung 

(o)  -^—  dx  -\-  .—  dy  +  -,.—  dz  =  0. 

^  ^  ex  ^    oy     -^        dz 

Man  kann  dann  umgekehrt,  wenn  man  nicht  auf  den  inneren  Zu- 
sammenhang von  (II)  und  (HI),  sondern  nur  auf  einen  formalen 
Übergang  von  der  einen  Darstellung  zu  der  anderen  Gewicht  legt, 
(2)  aus  (4)  durch  die  Annahme 

F{x,  y,  z)  =  z-z{x,y) 
herleiten. 

Die  Gleichung  (4)  bleibt  auch  dann  bestehen,  wenn  für  den  be- 
trachteten Punkt  eine  oder  zwei  der  drei  ersten  partiellen  Ableitungen 
von  F{x,  y,  £)  verschwinden.     Nur  wenn  die  drei  Gleichungen 

dx  ^       dy  '        dz 
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gleichzeitig  stattfinden,  hört  sie  auf  zu  gelten.  Da  aber  dann,  die 
Gleichung  (II)  eingerechnet,  vier  Relationen  zwischen  den  drei  karte- 
sischen  Koordinaten  vorliegen,  so  können  solche  Punkte  nur  unter 
besonderen  Voraussetzungen  über  die  Funktion  F{x,  y,  z)  existieren. 
Sie  werden  als  singulare  Punkte  bezeichnet  und  sind  hier  von  der 
Betrachtung  ausgeschlossen.  Nur  sei  bemerkt,  daß  man,  um  jetzt 
den  Ort  der  Tangenten  zu  ermitteln,  die  Differentiale  aus  (5)  und  der 
an  die  Stelle  von  (6)  tretenden  Bedingung 

+  2  ^  ^  -  dzdx  -\-2  w-~-w~  dxdy  =  0 

zu  eliminieren  hätte.  Man  überblickt  sofort,  daß  sich  dabei  wieder 
eine  in  j  —  x,  1)  —  y,  l  —  z  homogene  Gleichung  ergibt,  die  aber  nun 
von  der  zweiten  Dimension  ist  und  demnach  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  {xyz)  =  A  darstellt.  Treten  bestimmte  neue  Bedingungen 
unter  den  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  Fix,  y,  z)  hinzu,  so 
kann  der  Kegel  in  zwei  getrennte  oder  zusammenfallende  Ebenen 
ausarten. 

§15. 
Normale  der  Fläche. 

Eine  gerade  Linie,  die  auf  der  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte A  senkrecht  steht,  heißt  Normale  der  Fläche  für  diesen 
Punkt,  Ihre  Gleichungen  für  die  Flächendarstellungen  (I),  (II)  und 
(ni)  sind  nach  §  11(5),  §  14(4)  und  (2): 

d{y,  z)  .  d{z,x)  ^  c{x,y) 


(1)  ^-x:t)-y:i-z 

(2) 


(3) 


a(w,  v)  '  d(u^v)  '  a(M,  v) 

1~JL  ^  t)  — y  ^   S  — g 

dF  dF_  dF^ 

ex  dy  dz 

l-x-\-p{l  —  z)  =  0 


Für   die  Richtungskosinus  X,  Y,  Z  der  Normale  folgen    hieraus   die 
Proportionen 

^  ^  '       '  d{u,v)  '  d(u,v)  '  d{u,v) 

(5)  X:Y:Z^    ^    :    -f-    :    -f 

^  ^  dx  dy  dz 

(6)  X:Y:Z=    -p     :    -q    :      1, 
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zu  denen  die  Identität 

(7)  X2+  72+^2=1 

und  eine  Vorzeichenbestimmung  hinzuzunehmen  ist.     Wird  (4)  durch 

ersetzt,  so  liefert  (7)  für  den  Proportionalitätsfaktor  ^  die  Gleichung 

•^  \dii  ov        du  dv J 

(§  10  (10)),  also  yi  =  ±T.  Die  positive  Richtung  der  Normale  möge 
nun  durch  die  Annahme 

itt  =  +  T 

erklärt  werden,  so  daß  für  die  Richtungskosinus  die  Definitions- 
gleichungen 

T  \cu  dv        dii  dv  j 

(8)  r=i(|i|-_^-|i) 

^  ^  T  \du   cv         du  dv J 

^_   1  Idx  cy  _  dy  dx\ 

T  \du   dv         du  dv) 
oder  (§  13(6)) 

(9)  X^D{y,z),        Y==B{z,x),        Z=B{x,y) 

gelten.  Aus  ihnen  oder  schon  aus  den  Proportionen  (4)  folgen  die 
häufig  gebrauchten  Identitäten 

du    '         du    '         cu 

dv  dv  dv  ' 

die  nach  Multiplikation  mit  du,  dv  und  Addition   auf  die  Gleichung 

(11)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz=^0 

führen  und  umgekehrt  durch  sie  ersetzt  werden  können.  Diese  Glei- 
chung, die  übrigens  von  der  Art  der  Flächendarstellung  unabhängig 
ist,  besagt  nichts  weiter,  als  daß  die  Normale  auf  jeder  Flächen- 
tangente senkrecht  steht.  Insbesondere  kennzeichnen  die  Relationen 
(10),  in  der  Form 

^^(t^I«-)=«'  ^^^^-' 

geschrieben,  nach  §  10(1,  2)  die  Orthogonalität  der  Normale  zu  den 
Tangenten  der  Koordinatenlinien. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  4 
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Bildet    man    nocli    die    Determinante    der    Richtungskosinus    der 
Koordinatenlinien  und  der  Normale,  so  erhält  man 

1     dx  1     dy 


u 


1     dz 

yw  du 

1     dz 

YGdv 

z 

YE  du  '      Ye  d 

i_a^    j_a^     J_li   = -i^2:(X.TX)  =  -£=  =  sin-ö". 


y-Q  dv'     ya  dv'      Yg  dv  V^G  yEG 

X,  Y, 

Da  dieser  Ausdruck  positiv  ist,  so  kann  die  durch  die  Gleichungen  (9) 
zunächst  nur  analytisch  definierte  positive  Richtung  der  Flächen- 
normale dadurch  gekennzeichnet  werden,  daß  das  durch  die  Tangenten 
der  Kurven  v  =  const.  und  u  =  const.  zusammen  mit  der  Normale 
gebildete  Achsensystem  dem  System  x,  y,  z  äquivalent  ist.  Denkt 
man  sich  also  die  positive  a;- Achse  mit  der  positiven  Tangente  der 
ersten  Koordinatenlinie  zusammenfallend  und  die  beiden  positiven 
Richtungen  der  ^-Achse  und  der  Tangente  der  zweiten  Koordinaten- 
linie auf  derselben  Seite  der  a;-Achse  gelegen,  so  fallen  die  positiven 
Richtungen  der  ^f- Achse  und  der  Flächennormale  zusammen.  Oder, 
wenn  B  und  C  auf  der  positiven  ersten  und  zweiten  Koordinatenlinie 
dem  Punkte  A  benachbart  sind  (vgl.  Fig.  3,  S.  31),  J)  einen  Punkt  auf 
der  positiven  Flächennormale  bezeichnet,  so  ist  die  durch  die  Punkt- 
folge ABCD  bestimmte  Windung  positiv. 

Für  die  Flächendarstellung  (II)  soU  das  Vorzeichen  des  nach  (5) 
auftretenden  Proportionalitätsfaktors  so  gewählt  werden,  daß 

dP 

dx 


(12) 


.dF 

dy 


dF\2' 


vmH^r^m 


dF 


vmr+m'HW 


\  dy/ 

wird.  Auch  die  Bedeutung  dieser  Annahme  läßt  sich  in  einfacher 
Weise  geometrisch  kennzeichnen.  Durch  die  Fläche  jF(j,  t),  j)  =  0 
werden  in  der  Nähe  von  A  die  Punkte  des  Raumes,  deren  Koordi- 
naten der  Ungleichung 

(13)  F(x,  y,  /)  >  0 
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genügen,  von  denen  geschieden,  für  welche 

(14)  F(,x',  y,  b)<0 

ist.  Sagt  man  von  den  Punkten,  die  die  erste  oder  zweite  dieser 
Ungleichungen  befriedigen,  daß  sie  außerhalb  oder  innerhalb  der  Fläche 
F=0  liegen,  so  hat  es  einen  Sinn,  von  einer  nach  außen  gerich- 
teten Normale  im  Punkte  Ä  zu  sprechen.  Liegt  nun  Ä'  ^(x'y'/) 
außerhalb   der  Fläche   (Fig.  7),   und  wird 

x=^x^dx,    y'=y  +  8y,    z^ds  -f 


gesetzt,  so  ist 

F{x  ^8x,y  +  dy,  ^  +  d^)  >  0,  Fig.  7. 

und  bei  hinreichender  Kleinheit  der  Inkremente  entscheidet  über  das 
Vorzeichen  der  linken  Seite  dieser  Ungleichung  im  allgemeinen  das  von 


8x+^dy-\-~d0 


dx 


dz 


ÖF. 


F  selbst  verschwindet  für  den  Punkt  Ä,  aber  nicht  gleichzeitig  die 
drei  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  F  (S.  47 — 48).  Wird 
insbesondere  Ä'  auf  der  Normale  von  Ä  angenommen  und  der  un- 
endlichkleine Abstand  der  beiden  Punkte  mit  dr  bezeichnet,  so   sind 


dx 
dr 


öy 


dz 
dr 


die  Richtungskosinus  der  nach  außen  gehenden  Normale.  Sie  müssen, 
von  einem  Vorzeichen  s  abgesehen,  der  Reihe  nach  mit  den  drei  Aus- 
fcdrücken  (12)  übereinstimmen.     Setzt  man  nun,  für 


Vi^hm+m=^: 


[15) 
Hdie  Werte 

dx  w 

\m  die  Bedingung  di^>  0  ein,  so  findet  man 


dF  dr 


^2(ifr-'^*^>''- 


;  Wegen   TF'>0,  dr  >  0  ist  diese  Ungleichung  mit 

£  =  +  1 

gleichbedeutend,  d.  h.   die  Formeln   (12)   geben,    ohne  weiteres  Vor- 
zeichen, die  Kosinus  der  nach  außen  gerichteten  Normale. 
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Daß  übrigens  die  hier  benutzten  Bezeicbnungen  innen  und  außen 
sich  nicht  immer  mit  der  geometrischen  Anschauung  zu  decken 
brauchen,  kann  nicht  überraschen,  wenn  man  bedenkt,  daß  bei  einer 
Umkehrung  des  Vorzeichens  der  Funktion  F  Inneres  und  Äußeres 
sich  vertauschen,  während  die  Flächengleichung  selbst  ungeändert  bleibt. 

Für  die  dritte  Darstellung  der  Fläche  erhält  man  als  Richtungs- 
kosinus der  Normale: 


(16)     X  = —^ Y= —    Z  = 

Da  bei  dieser  Darstellung  die  ^-Koordinate  bevorzugt  ist,  so  könnte 
man  etwa  festsetzen,  daß  die  positive  Flächeunormale  mit  der  posi- 
tiven ^-Achse  einen  spitzen  Winkel  bilden  solle,  was  auf  die  Annahme 
£  =  -f  1  hinauskommt.     Dann  würde  aber  z.  B.  für  die  Kugel 


^  =  +  Ya^  —  x^  —  y^ 

die  Normale  auf  der  positiven  Seite  der  (^i/)-Ebene  nach  außen,  auf 
der  negativen  nach  innen  (im  geometrischen  Sinne)  gerichtet  sein, 
während  es  sich  bei  einer  so  einfachen  Fläche  offenbar  empfiehlt,  die 
positive  Normale  in  allen  Punkten  entweder  nach  außen  oder  nach 
innen  gehen  zu  lassen.  Es  ist  also  für  die  Darstellung  z  =  z{x,  y) 
zweckmäßiger,  das  Zeichen  £  in  den  Formeln  mitzuführen,  als  es  ein 
für  allemal  festzulegen. 

§  16. 

Tangentialnormale  einer  Flächenkurve. 
Die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln. 

Die  krummen  Linien  auf  gegebener  Fläche  sind  bis  jetzt  nur 
unter  zwei  speziellen  Gesichtspunkten  in  Betracht  gezogen  worden: 
einmal  insofern  sie  Koordinatenlinien  sein  können,  und  zweitens  hin- 
sichtlich der  Lage  ihrer  Tangenten  in  der  Berührungsebene  der  Fläche. 
Will  man  nun  eine  Flächenkurve  c  in  der  Nähe  eines  Punktes  A 
genauer  untersuchen,  so  hat  man  die  analytischen  und  geometrischen 
Eigenschaften  von  c  zu  denen  der  Fläche,  die  c  enthalten  soll,  in 
Beziehung  zu  setzen.  Und  zwar  ist  diese  Verknüpfung  so  einzurichten, 
daß  man  sicher  sein  darf,  nicht  nur  neue  Formeln  aufzuhäufen,  son- 
dern auch  übersichtliche  geometrische  Resultate  zu  erzielen. 

Nun  tritt  für  eine  Flächenkurve  zu  den  drei  geraden  Linien,  die 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  das  Hauptdreikant  der 
Kurve  bilden,  noch  eine  vierte  ausgezeichnete  Gerade  hinzu,  die 
Flächennormale.     Diese  Linie  wird   also   irgendwie,   und  so  früh  wie 
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möglich,  in  die  Theorie  der  Kurven  auf  den  Flächen  eingeführt  werden 
müssen.  Tangente  und  Flächennormale  können  durch  Hinzunahme 
einer  weiteren  Kurvennormale,  nämlich  des  Schnittes  der  Normalebene 
der  Kurve  mit  der  Tangentialebene  der  Fläche,  zu  einem  rechtwink- 
ligen Dreikant  ergänzt  werden.  Als  Berührungslinie  der  Fläche  soll 
die  neue  Normale  die  Tangentialnormale  der  Kurve  heißen.  Nach 
Festlegung  positiver  Richtungen  auch  für  die  Achsen  des  zweiten 
Dreikants  kann  dessen  Lage  gegen  das  erste  durch  eine  Winkelgröße 
bestimmt  werden,  weil  die  beiden  Achsensysteme  die  Tangente  gemein 
haben.  Nun  war  die  positive  Richtung  t  dieser  Geraden  willkürlich; 
sie  hing  von  dem  Prinzip  des  Fortganges  auf  der  Kurve  ab.  Für 
die  Flächennormale  ist  die  positive  Richtung  n  im  vorigen  Para- 
graphen erklärt  worden.  Die  positive  Richtung  t'  der  Tangential- 
normale soH  jetzt  durch  die  Bestimmung 

t,  t',  n  r^  x,y,z 

oder,  weil 

t,  h,  h  <^  x,y,  z 
war,  durch 

t',  n  ^  h,h 

fixiert  werden.  Da  h  vom  Fortgangsprinzip  abhängt,  so  gilt  dasselbe 
auch  von  t'. 

Bei  der  Untersuchung,  welche  geometrischen  Größen  man  ferner 
zu  benutzen  hat,  um  die  Theorie  der  Flächenkurven  weiterzuführen, 
können  die  Frei;etschen  Formeln  als  Leitfaden  dienen.  Man  kann 
nämlich  fragen,  ob  sich  für  das  Dreikant  t,  f,  n  ein  Gleichungssystem 
aufstellen  läßt,  das  dem  Frenetschen  für  das  Dreikant  t,  h,  Ji  entspricht. 
Um  aber  mit  dieser  Frage  einen  genauen  Sinn  zu  verbinden,  muß 
man  sich  klar  machen,  aus  welchen  Ansätzen  die  Frenetschen  Formeln 
eigentlich  entspringen.  Dabei  kommt  es  nur  auf  das  erste  und  zweite 
System  an,  denn  das  dritte  war  aus  diesen  in  sehr  einfacher  Weise  abzu- 
leiten (S.  15).  Die  Systeme  (I)  und  (II)  nun  sind  in  den  Paragraphen  4 
und  5  durch  Differentiation  von  a  und  a  und  Zusammenstellung  der 
gefundenen  Ausdrücke  mit  denen  von  a",  Ic  und  h'  gebildet  worden. 
Für  die  Krümmung  und  die  Windung  folgten  noch   aus   den  Frenet- 

t, sehen  Formeln  die  Darstellungen  (§  6  (2,  3)) 
(1)  k  =  2Ja"&a 

(2)  k'==2Ja"&a. 

Man  kann  nun  umgekehrt  diese  in  &a,  &b,  0c;  ®a,  &h',  &c 
linearen  Ausdrücke  an  die  Spitze  stellen,  durch  geometrische  Differen- 
tiation der  Relationen 


k 
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(3)  i:a^=l,       Ua'^=l,       Uaa=0 

weitere  lineare  Gleichungen  zwischen  jenen  sechs  Größen  bilden,  nämlich 

(4)  2a0a==O 

(5)  2a©a=0 

(6)  2Ja@a  +  2Ja'&a  =  0, 

und  dann  die  für  die  Binormale  charakteristische  Eigenschaft 

(7)  2Ja®a  =  0, 
mittels  deren  (6)  in 

(8)  Za®a'==0 

übergeführt  wird,  hinzunehmen.  Dann  erhält  man  zwei  Gruppen  von 
Gleichungen  (4,  7,  1)  und  (8,  5,  2),  aus  denen  durch  Auflösung  nach 
@a, .  .  .,  und  zwar  am  einfachsten  durch  das  im  §  6  (S.  18)  angegebene 
Verfahren,  die  Frenetschen  Formeln  (I)  und  (II)  wieder  hervorgehen. 
Soll  diese  Anschauungsweise  für  das  Dreikant  t,  t',  n  nutzbar 
gemacht  werden,  so  bedarf  es  der  Einführung  einer  Reihe  von  Be- 
zeichnungen. Für  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale  n  sollen 
die  Zeichen  X,  Y,  Z  dauernd  beibehalten,  die  Richtungskosinus  von  t 
aber  jetzt  der  Gleichförmigkeit  wegen  mit  A,  B,  G  bezeichnet  werden. 
D.  h.  es  treten  A,  .  .  .  immer  dann  an  die  Stelle  von  a,  .  .  . ,  wenn 
die  Kurve    c   ausdrücklich    als   Flächenkurve    gekennzeichnet   werden 

soll.     Ferner  sei 

t'  ~  {A'B'C), 
also 

A'=^GY-BZ 

(9)  B'  =  AZ-CX 

C'  =  BX-AY. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  durch 

2JA'=1,       ZA'^=1,       2JAA'==0, 
und  demnach  (4,  5,  6)  durch 

(10)  2JA&A==0 

(11)  i:a'®a'=o 

(12)  2JA  &A'  +  UA'&A  =  0 

ersetzt.     Den  Formeln  (1)  und  (2)  entsprechen  die  folgenden: 

(13)  2JX&A==n 

(14)  ZX&A'=t. 
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Die  durch  sie  definierten  Größen  n  und  t  können  mit  den  ebenso  be- 
zeichneten Richtungen  nicht  verwechselt  werden.  Auf  Grund  der 
Frenetschen  Formeln  steht  zu  erwarten,  daß  diese  Größen  für  die 
Theorie  der  Flächenkurven  eine  mehr  als  bloß  formale  Bedeutung 
haben  werden. 

Die  der  Summe  Ua@a  entsprechende  UA'@Ä  muß  hier  im 
allgemeinen  als  von  Null  verschieden  angenommen  werden,  weil  sonst 
f  mit  b  zusammenfallen  würde.     Es  sei 

(15)  UA'&Ä  =  g 
oder  auch,  nach  (12), 

(16)  UÄ@Ä'  =  -g. 

Dann  kann  man  &Ä,  ®B,  0C\  &Ä,  &B',  &C'  aus  den  beiden 
Gleichungssystemen  (10,  15,  13) 

Ä&Ä-{-B®B  +  (700  =  0 

Ä'@Ä  +  B'&B  +C'0C  =  g 

X0Ä-\-Y&B  -\-  Z&C  =  n 
und  (16,  11,  14) 

Ä®Ä'  4-  B@B'  -f  C&C  ==-g 
ÄQA:  ^B'&B'  +  G'®C'  =  0 
X&A'  -^Y&B'  +  Z&C  =  t 

dadurch  berechnen,   daß  man  die  drei  Gleichungen  jedes  Systems  der 

Reihe  nach  mit  Ä,  Ä',  X;  B,  B',  F;  0,  C,  Z  multipliziert  und  addiert. 

Es  ergibt  sich 

&A  =  gA:  +  nX 

(a)  ®B=^gB'-\-nY 

®C  =  gC'-hnZ 

®A'^-gA-\-tX 

(b)  &B'=-gB-j-tY 

&C'=-gC  +  tZ. 

Hierzu  treten  noch  die  unter  Benutzung  von  (a)  und  (b)  aus 

A'^A''  +  X^=1,  ... 
durch  geometrische  Differentiation  hervorgehenden  Formeln 

@X=-nA-tA' 

(c)  ®Y=-nB-tB' 

0Z nC-tC. 


0 

(j    n\ 

/A    A' 

X 

9 

0     t 

JB    B' 

Y 

n 

-t    0/ 

\G    C 

z, 
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Sämtliche  3  .  3  Gleichungen  (a),  (6),  (c)  lassen  sich  symbolisch 
in  die  eine  zusammenziehen: 

l®A,     ®B,     00  \ 
(17)      1  @A\    ®B',     ®C'  I  = 
\®X,     &Y,     @Z ) 

Sie  sollen  als  die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  der  Theorie 
der  Flächenkurven  bezeichnet  werden. 

Die  Systeme  (a),  (b),  (c)  geben  zu  einer  Fülle  von  Aufgaben 
Veranlassung.  Sie  liefern,  wie  ersichtlich  ist,  die  geometrische  Ab- 
leitung jedes  Kosinus  einer  der  drei  Richtungen  t,  t\  n  als  homogene 
lineare  Funktion  der  entsprechenden  Kosinus  der  beiden  anderen 
Richtungen;  aber  die  Koeffizienten  der  Funktionen  sind  nur  durch 
die  Gleichungen  (13),  (14),  (15)  erklärt,  in  denen  die  geometrischen 
Ableitungen  der  Richtungskosinus  selbst  vorkommen.  Man  wird  also 
die  Definitionsgleichungen  für  w,  t  und  g  in  eine  andere  Gestalt  setzen, 
namentlich  aber  auch  nach  der  geometrischen  Bedeutung  dieser  drei 
Größen  fragen  müssen.  Würden  doch  schon  die  speziellen  Frenet- 
schen Formeln  ihr  Hauptinteresse  einbüßen,  wenn  man  nicht  wüßte, 
daß  die  durch  (1)  und  (2)  erklärten  Größen  mit  der  Krümmung  und 
der  Windung  der  Kurve  identisch  sind. 

Es  wird  ferner  die  Aufgabe  sein,  sowohl  für  n,  t  und  g  wie  auch 
für  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (a,  b,  c)  stehenden 
geometrischen  Ableitungen  explizite  Ausdrücke  aufzustellen,  die  mit 
der,  längs  der  Kurve  c  geltenden  funktionalen  Beziehung  zwischen  it 
und  V  in  einem  einfachen  und  übersichtlichen  Zusammenhange  stehen. 

§  17. 
Nonnalkrümmung,  Tangentialkrümmung  und  geodätiselae  Windung. 

Zur  Erreichung  des  ersten  Zieles  betrachtet  man  zweckmäßig  die 
beiden  Dreikante  t,  h,  h  und  t,  t\  n  gleichzeitig,  weil  die  geometrische 
Bedeutung  der  in  den  Frenetschen  Formeln  vorkommenden  Größen  Je 
und  Je  bereits  bekannt  ist.  Dabei  ist  es  nötig,  den  Winkel  genau  zu 
definieren,  von  dem,  wie  erwähnt,  die  gegenseitige  Lage  der  Dreikante 
abhängt. 

Um  überhaupt  die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen 
Winkelgrößen,  die  in  die  Theorie  der  Flächenkurven  eingeführt  wer- 
den können,  von  einem  einheitlichen  Gesichtspunkt  aus  zu  überblicken, 
tut  man  gut,  sich  bestimmte  Formeln  der  elementaren  analytischen 
Geometrie  gegenwärtig  zu  halten.     Es  seien  ^^,  t^,  t^  drei  Richtungen, 


Beziehungen  zwischen  drei  Strahlen  in  einer  Ebene. 
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die  zu  einer  und  derselben  Geraden  t  senkreclit  sind  und  in  Folge 
dessen  durch  Strahlen  veranschaulicht  werden  können,  die  von  einem 
Punkte  ausgehen  und  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Zwischen 
den  Systemen  ihrer  Richtungskosinus  (a^  b^  c^),  (a^  \  c^),  (%  h^  Cg) 
gilt  die  Relation 


1  2 

Co 


=  0. 


Sie    kann    als  Bedingung   für   die   Existenz   zweier   Größen  p,  q  auf- 
gefaßt werden,  die  den  drei  Gleichungen 

i?«l+  ^«2=  <^3 

(1)  Ph+Qh  =  h 

gleichzeitig   genügen.     Multipliziert   man    diese  zuerst  mit  a^,  h^,  q, 
dann  mit  a^,  h^,  c^  und  addiert  jedesmal,  setzt  ferner 

^a^  «2  =  cos  {t^ ,  t^  =  cos  w 


so  erhält  man 

also 

(2) 


^a^a^  =  cos(t^,  fg)  =  cos  tv^ 
^a<^a^  ==  cos (^2?  ^3)  =  cos  u\, 

p  -{-  q  cos  IV  =  cos  M?j 
p  cos  IV  -\-  q==  cos  w^, 


sm '  tv 

1 

sin^  IV 


(cos  iv.^  —  cos  tv  cos  W^ 
(cos  w^  —  COS  w  cos  W-^ . 


Sind  die  Richtungen  t^  und  #2  aufeinander  senkrecht,  ist  also  cos  w  =  0, 
mn^  IV  =  1,  so  heißen  die  Relationen  (1): 

«3  =  a^  cos  iv^  +  «2  cos  iv^ 


(3) 


&3  =  &j  cos  w^  4-  \  cos  ^2 
Cg  =  Cj  cos  it^i  +  C2  cos  Wg . 


Diese  speziellen  Formeln  ergeben  sich  selbstverständlich  auch  aus  dem 
elementaren  Ausdruck  für  den  Kosinus  des  Winkels  zweier  Richtungen, 
wenn  man  t^  und  außerdem  der  Reihe  nach  x,  y,  z  auf  das  Achsen- 
system t,  t^,  t^  bezieht. 
Es  sei  nun 
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eine  vierte  Riclitung,  die  derselben  Ebene  angehört  oder  wenigstens 
parallel  ist  wie  die  drei  bisher  eingeführten,  außerdem  auf  ^3  senk- 
recht steht  und  der  Äquivalenz 

genügt.  Setzt  man  in  der  Ebene  die  Drehung  von  t^  nach  t^  durch 
den  rechten  Winkel  hindurch  als  positiv  fest,  läßt  die  Winkel  (j^^,  ^3) 
und  (t^,  tg)  durch  positive  Drehung  von  ^^  und  t^  nach  t^  entstehen 
und  definiert  (t^,  Q  und  (i^,  t^)  genau  entsprechend,  so  hat  man  immer 

und  ferner,  je  nach  der  Lage  von  t^  und  f^  zu  den  beiden  anderen 
Geraden, 

(Fig.  8a) 

(Fig.  8  b  und  8  c) 
(Fig.  8  a  und  8  b) 

(Fig.  8  c) 


3» 


(4,  y  =  ~2     +(^l'^3) 


Sn 


(tu  h)  =  (ti:  t,)  -  '^' , 


Fig.  8  a. 


Fig.  8  b. 


(4) 


also  in  allen  Fällen 

008(^2;^=       sin  (^1,^3)=       sin(i^2,^J 
cos  (^1,  Q  =  —  sin  (^1,  ^3)  =  —  sin  (^3,  t^). 

Die  erste  Gleichung  (3),  die  ursprünglich 

«3  =  a^  cos  (^^ ,  fg)  +  «2  cos  (^2 }  4) 

lautet,  wird,  wenn  man  jetzt  den  Winkel  (t^,  t^  bevorzugt: 

(5)  «3  =  a^  cos  (^2;  Q  +  «2  sin  (^2;  Q, 

und  ihr  entspricht  für  die  vierte  Richtung: 


(6) 


—  «1  sin  («,,  y  +  o,  cos  (*2,  t^. 
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Diese  Formeln  können  auf  die  Nörmalebene  einer  Flächenkurve 
angewendet  werden.  Rechnet  man  in  ihr  die  Drehung  von  der 
Binormale  zur  Hauptnormale,  oder  was  dasselbe  ist  (S.  53),  von  der 
Tangentialnormale  zur  Flächennormale  als  positiv,   so   kann  man  für 


k 

k 

h 

k 

der  Reihe  nach 

t' 

n 

h 

h 

annehmen,  und  es  möge  noch 

(7)  (^2,O^K^0  =  ^ 

gesetzt  werden.-  Dann  bedeutet  also  (p  den  durch  positive  Drehung 
der  Flächennormale  bis  zum  Zusammenfallen  mit  der  Hauptnormale 
der  Kurve  entstandenen  Winkel.  Die  Relationen  (5)  und  (6),  denen 
jedesmal  zwei  entsprechende  für  die  beiden  anderen  kartesischen 
Koordinatenachsen  an  die  Seite  treten,  nehmen  die  Form  an 

(8)  a  =      Ä  cos  q)  ■\-  Xwü.(p 

(9)  a"  =  —  J.'  sin  gj  +  X  cos  qp . 

Entnimmt  man  nun,  um  die  Definitionsgleichung  für  die  Größe  n 
(§  16  (13))  uhizugestalten,  aus  dem  I,  System  Frenetscher  Formeln 
die  Werte  von  &a,  &h,  @c,  d.  h.  von  0Ä,  ®B,  &C,  so  erhält  man 

n  ==  kUXa'  =  k  cos  (w,  h), 

(10)  n  =  k  cos  (f. 

Denkt  man  sich  also  auf  der  positiven  Hauptnormale  vom  Kurven- 
punkte aus  eine  Strecke  abgetragen,  die  die  Maßzahl  der  Krümmung 
darstellt,  so  ist  n,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  Projektion  der 
Krümmung  auf  die  Normale   der  Fläche.     Die   durch   die  Gleichung 

(10)  bestimmte  Größe  heißt  die  Normalkrümmung  der  Kurve  c. 
Von   den  beiden  anderen,  im  vorigen  Paragraphen   eingeführten 

Größen  möge  zuerst  die  durch  die  Gleichung  (15)  definierte  betrachtet 
werden,  weil  in  ihrem  Ausdruck  ebenfalls  die  geometrischen  Ab- 
leitungen der  Richtungskosinus  von  t  vorkommen,  das  I.  System 
Frenetscher  Formeln  also  wieder  angewendet  werden  kann.  Es  er- 
gibt sich 

(11)  g  =  kUÄ'a"  =  k  cos  (f,  h). 

Diese  Größe  wird  als  Tangentialkrümmung  von  c  bezeichnet.  Nach 
der  obigen  Hilfskonstruktion  erscheint  sie,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
als  Projektion  der  Krümmung  auf  die  Tangentialnormale  der  Kurve, 
d.  h.  auf  die  Tangentialebene  der  Fläche.     Wie  erst  im  Anschluß  an 


ßQ  II.  Abschnitt.     §  17. 

die  Theorie   der   geodätisclien  Linien   (§  92)   bewiesen    werden  kann, 
ist  die  Tangentialkrümmuug  auch   mit   der  sogenannten  geodätischen 
Krümmung  identisch.     Das  Zeichen  g  ist  hiervon  hergenommen. 
Aus  (10)  und  (11)  folgt 

(12)  r^=n'  +  g'', 

das  Quadrat  der  Krümmung  einer  Flächenkurve  ist  gleich  der  Summe 
der  Quadrate  der  Normalkrümmung  und  der  Tangentialkrümmuug. 

Bei  dem  Ausdruck  (11)  von  g  kann  man  stehen  bleiben,  wenn 
man  den  Winkel  (f,  h)  beibehält.  Solange  nur  der  Kosinus  vorkommt, 
bedarf  es  sogar  keiner  genaueren  Definition  dieses  Winkels  zweier 
Richtungen.  Will  man  aber  alles  durch  (p  darstellen,  so  hat  man 
nach  einer  der  in  (4)  enthaltenen  Formeln 

cos  {t',  Ji)  =  —  sin  (w,  h), 
also 

(13)  .9  ==  —  ^>^  sin  (f 
zu  setzen. 

Andererseits  ergibt  sich  aus  (11)  durch  Einführung  der  Werte 
von  Ä',...  (§16(9)): 

g^-k2J{CY-BZ)a" 


X     Y    Z 

a      h      c 
a      0      c 


=  ]ci:X(hc"-ch"), 

(14)  y  =  -l2:Xa, 

(15)  g  =-  —  Ti  cos  {n,  b). 

Diese  Formel  erhält  man,  wie  sich  von  selbst  versteht,  auch  da- 
durch, daß  man  direkt  die  Beziehung  zwischen  den  Winkeln  (t\  1i) 
und  (w,  &)  oder  allgemeiner  (1^1,^4)  und  (t^yt^)  in  Betracht  zieht, 
nämlich 

(^1;  h)  =  (h,  Q  -  ^  (Fig.  8a  und  8c) 

{t„  t,)  =  {t„  t,) -{- %  (Fig.  8b). 

Um  die  noch  fehlende  Größe  t  (§  16  (14))  darzustellen,  die  aus 
einem  später  (§  97)  anzugebenden  Grunde  die  geodätische  Windung 
(geodätische  Torsion)  der  Kurve  c  genannt  wird,  braucht  man  die  Rela- 
tionen (8,  9),  aus  denen 
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(16)  Ä' ==^  a  COS g)  —  a" sincp , 
also 

&Ä'  =  cos  (p  @a  —  sinq)  0a"  —  {a  sin  cp  +  a" cos  cp)  &(p 

hervorgeht.  Benutzt  man  das  IL  und  III.  System  Frenetscher  Formeln, 
sowie  die  ebenfalls  aus  (8,  9)  folgende  Gleichung 

(17)  X  =  a  siatp -^  a"  cosg), 

so  wird 

0Ä'  =  ]cÄ sin (f  -\-(]c'—  0(p)  X, 
und  demnach 

UX@Ä'='kBm(p2JXÄ-\-(k'-&(p)2JX^, 
d.  h. 

(18)  t  =  ]c'-&cp. 

Hiernach  ist  umgekehrt  die  Windung  der  Kurve  gleich  der  Summe 
aus  der  geodätischen  Windung  und  der  geometrischen  Ableitung  des 
Winkels  zwischen  Hauptnormale  und  Flächennormale. 


III.  Abschnitt. 

Die  Normalkrümmung  und  das  Krümmungsmaß. 

§  18. 

Ausdruck  der  Nonnalkrümmung. 

Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung. 

Von  den  drei  Größen,  die  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln 
als  Koeffizienten  aufgetreten  waren  und  deren  geometrische  Bedeutung 
nunmehr  festgestellt  ist,  soll  zuerst  die  Normalkrümmung  in  der  am 
Schlüsse  des  §  16  verlangten  Form  ausgedrückt  werden.  Dabei  ist 
von  der  Gleichung  §  17  (10) 

n  =  k  cos  cp 

auszugehen.  Auf  das  Produkt  der  Krümmung  mit  dem  Kosinus  des 
Winkels  zwischen  Hauptnormale  und  Flächennormale  kommt  man 
auch  unabhängig  von  den  Frenetschen  Formeln,  wenn  man  den  all- 
gemeinen Ausdruck 


o 


Je  =  V-P^+  Q'-\-B' 


(§  4  (2))  auf  eine  Flächenkurve  anwendet  und  die  Irrationalität  ]/27P^ 
zu  entfernen  sucht.     Aus 

„ Qdz  —  Bdy 

~  ds i/p*+^«"H^' 
(§  3  (10))  folgt  nämlich 

eis 

Setzt  man  dann  nach  §  3(12) 

Qdz  —  Bdy  =  d^x  Zdx^  —  dx  üdx d^x, 

so  reduziert  sich  wegen 

ZXdx  =  0 

der  Zähler  des  vorhergehenden  Ausdruckes  auf  {Zldx^)  (IJXd^x),  und 
es  wird 

Diese  von  der  Art  der  Flächendarstellung  unabhängige  Formel 
läßt  sich  in  mannigfacher  Weise  umgestalten.  Wird  die  Darstellung  (I) 
bevorzugt,  so  sind  für  die  ersten  und  zweiten  Differentiale  der  karte- 
sischen  Koordinaten  ihre  entwickelten  Ausdrücke 
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d'x 


dx  =  -?r—  du  +  -^—  dv 
du  dv 

-^-j  du^  -\-  2  ^ — TT-  du  dv  +  -;,— s-  dv^  -\-  ^s—  i 
cu^  duov  '  cv^  du 


^u  +  i^d^v 

dv 


einzusetzen.     Die  beiden  in  ZlXdx  =  0  enthaltenen  Identitäten 

du         '  dv 

(§  15  (10))  bewirken  dann  den  Wegfall  der  Differentiale  d^u  und  d^v. 
Während  also  die  allgemeine  Theorie  der  Krümmung  ein  Aufsteigen 
zu  den  zweiten  Differentialen  nötig  macht,  kommen  in  der  Normal- 
krümmung nur  die  Differentiale  erster  Ordnung  vor. 

Für  die  auftretenden  Koeffizienten  von   du^,  2  du  dv,  dv^  sollen 
folgende  bleibenden  Bezeichnungen  eingeführt  werden: 


X 


d^x 
du^ 


du^  cu^ 


=  L 


(ß) 


dudv  dudv  dudv 


T    —    -J-  V  -^y    4-   7  ^ 

'dv^     '         dv^  ^  ^    dv^ 


=  N. 


L,  M,  N  heißen  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  der 
Fläche.  Bei  Benutzung  der  Werte  §  15(8)  für  X,  Y,  Z  kann  mau 
schreiben 


^  =  T 


(3) 


M 


N  = 


d'x 

d^y 

c*z   1 

du" 

du' 

du* 

dx 
du 

dy 

du 

dz_ 

du 

dx 

dy^ 

dj_ 

dv 

dv 

dv 

d^x 

d'y 

d*z 

dudv 

dudv 

dudv 

dx 

dy^ 

dz_ 

du 

du 

du 

dx 

dv 

dy^ 

dv 

dz_ 
dv 

d^x 

d'y 

d*z 

dv* 

dv* 

dv* 

dx 

dy 

dj. 

du 

du 

du 

dx 

dy^ 

dz_ 

dv 

dv 

dv 

Nun  wird 

(4)  ZXd'x 


Ldu^  +  2Mdudv  -|-  Ndv\ 
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und  demnach 

^^^  ^  ~  'Edu^+  2Fd~udv  -\-  Gdv'  ' 

Die  Normalkrümmung  erscheint  durch  einen  Quotienten  zweier  binären 
quadratischen  Differentialformen  dargestellt.  Die  im  Nenner  stehende, 
Edu^+2Fdudv-j- Gdv^=  ds\  ist  (§13(19))  mit  A  bezeichnet 
worden;  es  sei  noch 

(6)  Ldu^  +  2Mdu  dv  +  Ndv^  =  B . 
Dann  hat  man  schließlich 

(7)  «  =  f 

Der  Ausdruck  (5)  ist  ohne  weiteres  anwendbar,  wenn  längs  der 
Flächenkurve,  die  man  betrachtet,  u  und  v  als  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Variablen  gegeben  sind.     Ist  ferner 

(8)  (p  (u,  v)  =  C 

die  analytische  Darstellung  der  Kurve,  also  das  Differentialverhältnis 
T—  durch  die  Bedingung 

(9)  ^du  +  p-dv  =  0 
^  ^  du  '    dv 

bestimmt,  so  wird 

/•iQN  \duj  du  dv  \dv) 


\duj  du  dv  \dv) 

Denkt  man  sich  endlich  die  Kurve  als  einer  Schar  angehörig, 
versteht  also  unter  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (8)  eine  willkür- 
liche Konstante  und  betrachtet  die  Gleichung  selbst  als  Integral  der 
D  ifferentialgleichun  g 

(11)  WQ^^m^du -{- m^dv  =  0, 

wo  das  Verhältnis  m^ :  m^  als  Funktion  von  u  und  v  gegeben  ist,  so 
kann  man  die  Formel  (10)  durch  die  allgemeinere 

^     ^  **  —  l^mf—YFm^'m^-flEJmi 

ersetzen. 

§  19. 

Ebene  Schnitte  einer  Fläche.     Deren  Krümmung  für  die 

II.  Darstellung  der  Fläche. 

Bei  der  Beurteilung  der  Krümmung  einer  Raumkurve  c  in  einem 
gegebenen  Punkte  Ä  =  (xyg)  kam  es  nur  auf  die  ersten  und  zweiten 
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Differentiale  von  x^  y,  z  an;  oder,  Avie  man  sagen  darf,  es  werden 
nur  die  beiden  dem  A  unendlichnalien  Punkte  B  ^(x  -\-  dx,  .  .  .)  und 
C  ^^{x  -\-  2dx  -{-  d^x,  .  .  .)  gebraucht.  Darüber  hinaus  ist  der  Ver- 
lauf der  Kurve  völlig  gleichgültig.  Nun  bestimmen  A,  B  und  C  die 
Schmiegungsebene  von  c  in.  A;  liegt  also  die  krumme  Linie  auf  einer 
gegebenen  Fläche,  so  kann  man  ihre  Krümmung  h  als  die  einer  ebenen 
Kurve  auffassen,  in  der  die  Fläche  von  der  Schmiegungsebene  ge- 
schnitten wird.  Solange  c  willkürlich  angenommen  wird,  ist  diese 
Ebene  als  eine  beliebige,  durch  A  hindurchgehende  Ebene  anzusehen. 
Ihre  Gleichung  •• 

(1)  «j  +  ^9  +  75  +  d  =  0 
definiert  mit 

(2)  F{i,  9,  ä)  =  0 

zusammen  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche.  Man  kann  die  Forde- 
rung stellen,  die  Krümmung  eines  solchen  unabhängig  von  den  bis- 
herigen Ergebnissen  zu  berechnen,  nämlich  durch  die  Konstanten  in 
der  Gleichuug  (1)  und  die  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  F{x,  y,z) 
auszudrücken;  eine  Aufgabe,  die  deshalb  berechtigt  ist,  weil  die  Eigen- 
schaft der  Raumkurve,  eben  zu  sein,  in  der  analytischen  Darstellung 
nicht  einfacher  wiedergegeben  werden  kann  als  durch  eine  lineare 
Gleichung  (1)  zwischen  den  kartesischen  Koordinaten.  Die  Einführung 
eines  Parameters  würde  höchstens  dann  in  Erwägung  zu  ziehen  sein, 
wenn  der  ebene  Schnitt  in  einer  der  Koordinatenebenen  läge.  Sonst 
aber  wird  man,  wie  schon  im  §  1  bemerkt,  die  Gleichungen  (1,  2) 
beibehalten,  also  von  der  Darstellung  (II)  (S.  2)  für  den  Flächen- 
schnitt ausgehen. 

Die  Bedinofunffsofleichunofen,  aus  denen  man   alles  für  die  Krüm- 
mungstheorie  Erforderliche  zu  entnehmen  hat,  sind 

(3)  ax-\-  ßy  +  yz  ^  d  ==0 

(4)  adx  -|-  ßdy  -f  ydz  =  0 

(5)  ccd^x  +  ßd^y  +  yd^'z  =  0 

(6)  F{x,  y,z)  =  0 

(7)  ^^dx  +  fydy-\-f-^dz^O 


(8) 


^-  d^x  -f-  5-  d^y  -\-  -^  d^3  +  ^-j  dx^  +  ö-^  dy^  +  — .  de^ 

dx  oy      ^    '    dz-  ox^  cy*    ^         cz^ 

+  2  ^  dydz  +  2^  dzdx  -h  2  ^,  dxdy  =  0. 
'       dydz    ^  dzdx  dxcy         ^ 

Knoblauch,  DifTerentialgeoinetrie.  5 
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Von  der  ersten  von  ilinenj  (3),  hätte  man  absehen  können,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Schnittebene  von  vornherein  in  der  Form 

(9)  a{l  -x)-\-  ß{t)  -y)-^y{i-,)  =  0 

geschrieben  hätte. 

Wir  gehen  auf  die  Formeln  für  die  Koordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes (§  3(5)) 

{Qdz  —  Bdy)ds^ 


(10)  |-a:  = 


P^+Q^^B' 


zui*tick,  aus  denen  der  Ausdruck  des  Krümmungsradius  und  damit 
auch  der  der  Krümmung  unmittelbar  abgeleitet  werden  konnte.  Nach 
der  Natur  der  Aufgabe  kann,  es  keinem  Zweifel  unterliegen,  daß  sich 
die  sechs  Differentiale  dx,  dy,  dz,  d^x,  d^y,  d'^z  mittels  der  vier 
Bedingungen  (4),  (5),  (7),  (8)  aus  (10)  eliminieren  lassen  müssen. 
Um  dem  genauer  nachzugehen,  so  erscheint  es  nach  der  Form  der 
Gleichung  (8),  die  nämlich  in  d'^x,  d^y,  d'^z  linear,  in  dx,  dy,  dz 
quadratisch  ist,  als  zweckmäßig,  mit  der  Wegschaffung  der  zweiten 
Differentiale  zu  beginnen.  Ist  diese  Elimination  vollzogen,  so  müssen 
Zähler  und  Nenner  der  Ausdrücke  von  i,  —  x,  .  .  .  homogene  Funktionen 
gleicher  Dimension  von  dx,  dy,  dz  geworden  sein.  Die  Verhältnisse 
dieser  Größen  können  aber  aus  (4)  und  (7)  entnommen  werden. 

Daß  die  Gleichungen  (5)  und  (8)  zur  Elimination  der  zweiten 
Differentiale  ausreichen,  hat  seinen  eigentlichen  Grund  darin,  daß 
diese  in  den  Formeln  der  Krümmungstheorie  nur  in  den  Verbindungen 
P,  Q,  R  auftreten,  die  durch  die  Identität 

(11)  I!Pdx  =  0 

verknüpft  sind.  Es  kommt  also  in  erster  Linie  darauf  an,  die  Be- 
dingungen (5)  und  (8)  in  solche  zwischen  zweien  dieser  Verbindungen 
etwa  Q  und  R,  umzusetzen.  Sind  diese  dann  durch  bekannte  Größen 
und  außerdem  durch  die  ersten  Differentiale  dargestellt,  so  ergibt  sich 
P  mittels  der  Identität  von  selbst. 

Drückt  man  nun  z.  B.  d^y  und  d^z  aus  den  beiden  Formeln 

dzd^x  —  dxd^z  =  Q,     dxd^y  —  dyd^x  =  R 

aus  und  setzt  zur  Abkürzung 

(12)  2J  f^  dx'^22J  fy^^  dydz  =  0, 
so  erhält  man  aus  (8)  und  (7) 

i^Q--/R=^dx. 

dz  ^        dy 
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Ferner  ist  nach  (4)  und  (5) 

yQ-ßB  =  0, 


mithin 

und  weiter  nach  (11) 

Die  aus  diesen  Formeln  oder  unmittelbar  aus  (4)  und  (5)  ersichtliche 

Proportion 

P:Q:R  =  a:ß:y 

besagt  nichts  weiter,   als  daß  die  Ebene  des  Schnittes  zugleich   seine 
Schmiegungsebene  ist. 

Zur  Traasformation    der  Ausdrücke  (10)   werden   nun    die    Glei- 
chungen 

{ßl^-y  l^j)  {Qdi:  -  lidy)  =  (ßds  -  fiy)  <bäx 


{ß'^-yfJ^P'-^'"-'^"' 


dy 

gebraucht,  deren  erste  wegen  der,  auch  direkt  aus  (4)  und  (7)  folgen- 
den Proportion 

nQ\  7      ^      ^         a^F         cF        dF         dF        dF       ^cF 

■     ''  ^  '^  CS       '  dy      '  ox  CS        dy  ox 

in  der  Gestalt 

dF       dF 


geschrieben    werden    kann.      Die    Formeln    für    die    Koordinaten    des 
Krümmungsmittelpunktes  werden 

(14)  I  -  ^  -  ^ »^^^-  -/— ,  .... 

Sie  sind  nur  durch  den  ersten  Faktor  im  Zähler  von  einander  unter- 
schieden. 

Eliminiert  man  nun  aus  den  homogenen  Funktionen  zweiter 
Dimension  ds'  und  ^  auch  die  ersten  Differentiale,  indem  man  die 
Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  HS)  für  sie  einsetzt,  so  erhält  man 


^8  III.  Abschnitt.     §  19. 

Damit  sind  die  Koordinaten   des  Krümmungsmittelpunktes   eines   be- 
liebigen ebenen  Schnitts  durch  die  in  der  Gleichung  der  Schnittebene 
vorkommenden  Konstanten  und  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ab- 
leitungen der  linken  Seite  der  Flächengleichung  dargestellt. 
Für  den  Krümmungsradius  r  ergeben  sich  mittels 

Ausdrücke,  die  noch  die  Bestimmung  von 


^/     „    gF       dF  ^   ,\2 

erfordern. 

Es  werde  zur  Abkürzung 

(16) 

dx           ' 

gesetzt,  so  ist 

\  dx     j  dx    '  \dx  J 

Nun  war  (S.  51) 

(17)  v^m-^ 

bezeichnet  worden.     Der  gesuchte  Ausdruck  heißt  demnach 

ÜW-2UV.U+  F^  w'-^  r(vw-  m) 

und  es  folgt  aus  (14): 

(18)  r L-Ali.^     4—--^ 

oder  nach  (13): 
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^^^)  r      /     dF  dF\^li' 


iH^'i-^m 


.^  ^.X^rd'F/^dF         dFW   ^  d^F  /    dF         dF\  (    dF      r,dF\-] 

Das  Yorzeiclieii  f ^  =  ±  1  ist  so  zu  wählen,  daß  die  Ausdrücke  positiv 
werden.     Es  ist  also  nach  (18)  das  Vorzeichen  der  Größe  ^. 

Die  Formeln  (14),  (15),  (18),  (19)  enthalten  die  Koeffizienten  a, 
ß,  y,  die  schon  in  der  Gleichung  (9)  bloß  in  ihren  Quotienten  vor- 
kommen, naturgemäß  auch  nur  den  Verhältnissen  nach.  In  Folge 
dessen  darf  man,  der  Allgemeinheit  unbeschadet,  diese  den  Richtungs- 
kosinus der  Schnittebene  proportionalen  Größen  gleich  den  Kosinus 
selbst  setzen,  also  die  Relation 

hinzunehmen,  wodurch  die  Ausdrücke  eine  äußerliche  Vereinfachung 
erfahren. 

§  20. 
Normalschnitte  und  schiefe  Schnitte.     Der  Meusniersche  Satz. 

Werden  die  Verhältnisse  a-.ß-.y  als  veränderlich  angenommen, 
so  repräsentiert  die  Gleichung 

(1)  a{i-x)^-ß{t)-y)-^y{l-z)  =  0 

einen  Ebenenbündel  mit  dem  Mittelpunkt  A.  Aus  diesem  Bündel 
werde  der  Büschel  aller  Ebenen  ausgeschieden,  die  durch  eine  beliebige, 
aber  dann  bestimmte  Flächentangente  t  hindurchgehen.  Da  t  von  den 
Differentialen  erster  Ordnung  abhängt,  so  sind  diese  jetzt  beizubehalten, 
und  die  Gleichung  §  19  (4)  erscheint  nicht  mehr  als  Bedingung  unter 
dx,  dy,  dz,  sondern  als  Relation  zwischen  a,  ß,  y.  Die  Verhältnisse 
a:ß'.y  werden  von  einem  Parameter  abhängig,  dessen  Werte  die 
einzelnen  Ebenen  des  Büschels  kennzeichnen.  Man  kann  dafür  eine 
Funktion  des  Winkels  nehmen,  den  die  Schnittebene  mit  der  durch  t 
und  die  Flächennormale  gehenden  Ebene  bildet.  Eine  solche  Ebene 
trifft  die  Fläche  in  einem  Normalschnitt. 

Nun  genügen  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1),  wenn  die  durch 
sie  dargestellte  Ebene  die  Flächennormale  enthalten  soU,  der  Be- 
dingung 

^^  %x  +  ^  ^2/  +  ^  Tz  =  ^- 

Führt  man  sie  in  §  19  (14)  ein,  so  erhält  man  für  die  Koordinaten 
^üj'^a)  to  dßs  Krümmungsmittelpunktes  und  weiter  für  den  Krümmungs- 
halbmesser Vq  des  Normalschnitts  die  Formeln 
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Wds^ 

Den  Winkel,  den  ein  von  der  Flächentangente  t  berührter  schiefer 
Schnitt  mit  dem  zugehörigen  Normalschnitt  bildet,  definieren  wir 
als  den  Richtungsunterschied  der  beiden  positiven  Hauptnormalen  dieser 
Schnitte.  Er  werde  mit  cp^  bezeichnet  und  als  zwischen  0  und  %  ge- 
legen angenommen.     Die  Größe 

ergibt  sich  unmittelbar  aus  (3),  (4)  und  den  Formeln  (14)  und  (18) 
des  vorigen  Paragraphen,  von  denen  die  ersten  unter  Benutzung  von 
(16)  sich  schreiben  lassen: 


Es  folgt 


(5)  cos  9><,  =  ~-j    --      r—rfki  ' 

d.  h. 

(6)  cos  (jDo  >  ö; 

(pQ  ist  ein  spitzer  Winkel.    Führt  man  cos  9?^  in  den  Ausdruck  von  r 

ein,  so  erhält  man 

'  Wds^ 

**=    ,^^    cos^o, 

und  durch  Zusammenstellung  mit  (4) 

(7)  r  =  ro  cos  (p^ 

oder  auch,  wenn  man,  der  Grleichung    ,  =  h  entsprechend 

(8)  -^  =  ^0 
setzt, 

(9)  Ji  cos  9^0  =  Z^'o . 


Der  Meusniersche  Satz.  71 

Diese  Relation  gibt  das  Gesetz  wieder,  nach  dem  sich  die  Krümmung 
eines  ebenen  Schnittes  der  Fläche  bei  einer  Drehung  der  Schnitt- 
ebene um  eine  bestimmte  Flächentangente  ändert.  In  der  Form  (7) 
enthält  sie  den  Meusnierschen  Satz:  Werden  ein  Normalschnitt 
und  ein  schiefer  Schnitt  von  derselben  Flächen tangente  berührt,  so 
ist  die  Projektion  des  Krümmungshalbmessers  des  Normalschnitts  auf 
die  Ebene  des  schiefen  Schnitts  gleich  dem  Krümmungsradius  dieses 
Schnittes.    (Vgl.  Fig.  13,  §  42.) 

Unter  allen  ebenen  Schnitten  mit  derselben  Tangente  hat  also 
der  Normalschnitt  den  größten  Krümmungsradius  oder  die  kleinste 
Krümmung. 

§  21. 

Die  Krümmung  eines  schiefen  Schnittes 
für  die  III.  Fläehendarstellung. 

Von  der  Flächendarstellung  (II)  konnte  zu 
(III)  ^-^{x,y) 

vermittelst  des  Ansatzes  ' 

F{x,  y,z)  =  z-  z{x,  y) 

ein  formaler  Übergang  gemacht  werden.  Dabei  sind  (S.  46)  für  die 
ersten  partiellen  Ableitungen  von  z(x,y)  nach  x  und  y  die  Zeichen^; 
und  q  eingeführt  worden.     Wird  noch 

(1)  ^^'-  =  r        -^  ==s        —  =  t 

gesehrieben,  so  sind  in  den  Formeln  der  Paragi*aphen   19  und  20 


durch 
und 

durch 


dF        dF        dF 
dx '      dy '      dz 

-P,     -<l,       1 

c^      d*F      d^       d^F        a^F        d^F_ 
dx^^    dy^ '     dz^'     dycz'    dzdx^    dxdy 

-r,     -t,      0,  0,  0,         —s 


zu  ersetzen.    Der  in  den  drei  Gleichungen  §  19(15)  übereinstimmend 
vorkommende  Ausdruck 


n-r'^'' 


dy  I 


fy^^i^r^d'F/^dF  dF\i      ^^d'F  /    dF  dF\(    dF      a^F\l 
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wird  gleich 


(a*  +  |3^  +  y')  [r  iß  +  yqr  -  2s  (ß^yg){a  +  yp)  +  *  («  +  7JP)*] 

Aus  ihm  gehen  der  Reihe  nach  die  Werte  von  i>  —  x,  r]  —  y,  t  —  3 
durch  Multiplikation  mit 

«(-  «i)  -  j(3g  +  y)  +  p{a^  +  /32  4-  y^), 
ß{-  ap  -  ßq  +  y)  -^  q{a'+  ß'+  f), 
y{-  ap-  ßq-^y)-  («2+  ß' +  y') 

hervor.  Um  das  gleichzeitige  Auftreten  von  r  in  zwei  verschiedenen 
Bedeutungen  zu  vermeiden,  rechnen  wir  jetzt  mit  den  Krümmungen, 
nicht  mit  den  Krümmungsradien.  Die  Krümmung  eines  beliebigen 
ebenen  Schnittes  wird 

(2)    k^-s  ("'  +  ^'  +  y')^ ^^'(^  +  yg)" - 2s (^  +  79) (^  +  yjp)  +  t{a  +  ypy] 

K<^-\-Ypr+(ß-\-Yüy-\-{c^a-ßpy7 

Für  einen  Normalschnitt  ergibt  sich  aus  §  20(3)  in  Verbindung  mit 

§  19(12) 

(1  -\-p^)dx^  +  2pqdxdy  +  (1  +  q^)dy' 


to-^-= 


rdx^  -{-  2sdxdy  -\-tdy^ 


^Q  —  X  und  rJQ  —  y  folgen  hieraus  durch  Multiplikation  mit  —  p  und 
—  q.     Die  Krümmung  des  Normalschnitts  ist  nach  §  20  (4)  durch 

q\  T.    — ^0  rdx'^  -{-  2sdxdy  -\-tdy^ 

°  ~  Vi>*  +  YM-  i  (1  +  i>') äx^  -Y2pqdxdy  +  {l-\-  2*) dy^ 
bestimmt. 

§  22. 

Zusammenliang  der  Normalkrümmting  einer  Plächenkurve 

mit  der  Krümmung  eines  Normalsclmitts. 

Betrachtet  man  jetzt  die  Ebene  des  schiefen  Schnittes  wieder  als 
die  Schmiegungsebene  einer  beliebigen  Flächenkurve  c,  so  ist  h  mit 
der  Krümmung  dieser  Kurve  identisch  (S.  65),  hat  mithin  in  der 
Gleichung  §  17(10) 

h  cos  g)  =  n 

und  der  des  Meusnierschen  Satzes  (§  20(9)) 

(1)  h  cos  cpQ  =  ]Cq 

dieselbe  Bedeutung.  Was  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Winkel- 
größen angeht,  so  bezeichnete  (p  den  Winkel  der  positiven  Haupt- 
normale der  Kurve  mit  der  positiven  Flächennormale,  die  unabhängig 
von  der  Kurve  c  definiert  ist.    Um  dagegen  cp^  zu  erklären,  hat  man 
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n 


Fig.  9  a. 


sich  durch  die  Tangente  der  krummen  Linie  einen  Normalschnitt 
gelegt  zu  denken  und  die  von  der  Fläche  aus  nach  dessen  Krümmungs- 
mittelpunkt gehende  Richtung  der  Flächennormale  ins  Auge  zu  fassen. 
Fällt  diese  mit  der  positiven  Richtung  zusammen  (Fig.  9a)  so  ist 

cos  q}Q  =  cos  (p, 
sonst 

cos  q}o  =  —  cos  (p 

(Fig.  9  b),  also  jedenfalls 

Das  heißt:  Die  Normalkrümmung  einer  Kurve 
ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich  der 
Krümmung  des  durch  die  Kurventangente 
gehenden  Normalschnitts;  und  zwar  gilt  das 
positive  oder  das  negative  Zeichen,  je  nachdem 
der  Krümmungsmittelpunkt  dieses  Schnittes 
auf  der  positiven  oder  auf  der  negativen 
Flächennormale  liegt. 

Dieses  Ergebnis  verleiht  nicht  nur  der  Normalkrümmung  einer 
beliebigen  Flächenkurve  eine  sehr  anschauliche  Bedeutung,  sondern 
führt  auch  darauf,  den  Krümmungshalbmessern  der  Normalschnitte 
Vorzeichen  beizufügen,  welche  die  Lage  der  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkte auf  einer  bestimmten  oder  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Fläche  kennzeichnen.     Es  werde  also 

(2)  n  =  - 

gesetzt,  der  Gleichung 

'o 

(§  20  (8))  entsprechend.  Bedeuten  a^",  &„",  Cq"  die  Kosinus  der  positiven 
Hauptnormale  des  betrachteten  Normalschnittes,  so  ist 


Fig.  9b. 


(3) 


—  X 


0  ; 


Fällt  nun  die  Richtung  vom  Flächenpunkte  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkt Mq  =  (lo%^o)  ™^^  ^^^'  positiven  Flächennormale  zusammen, 
sind  also  Oq",  h^',  Cq"  den  Größen  X,  Y,  Z  entsprechend  gleich,  so 
ist  Qq  =  f-Q,  und  die  Gleichungen  (3)  geben 

^q  —  x  =  qX 
(4)  rj,-y=^QY 

1^  —  z^qZ. 
Sind   dagegen    die   positive   Hauptnormale  und   die  positive  Flächen- 
normale   einander    entgegengerichtet,    also    a^'  =  —  X,    h^'  =  —  Y, 
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Cq'  =-  —  Z,   so   wird  ^  ==  —  >07  l^—  ^  ==  (—  O)  {—  ^  ■  •  ■  ■     Die  Glei- 
chungeu  (4)  bleiben  bestehen. 

Im  folgenden  soU  nun  immer,  wenn  nichts  Anderes  bemerkt 
wird,  mit  der  Normalkrümmung  n,  nicht  mit  ihrem  absoluten  Werte  Ti^ , 
gerechnet  werden. 

§  23. 
Zweite  Darstellung   der  Norraalkrümmung   und   der  Fundamental- 
größen zweiter  Ordnung. 

Der  Parameter,  von  welchem  die  Lage  einer  durch  die  Flächen- 
normale gehenden  Ebene  abhängt,  ist  je  nach  der  Darstellung  der 
Fläche  selbst  und  demnach  auch  des  Normalschnittes  in  verschiedener 
Weise    zu  wählen.     Bedient  man   sich  krummliniger  Koordinaten,  so 

kann  man  das  Differential  Verhältnis   j-  =  X    dafür   nehmen   und    hat 

du 

insbesondere  nach  §  18  (5) 

Man  kann  nun  fragen,  ob  sich  diese  Formel  in  ähnlicher  Weise 
geometrisch  deuten  läßt  wie  die  für  die  Krümmung  eines  schiefen 
Schnitts  mittels  des  Meusnierschen  Satzes;  und  namentlich,  ob  auch 
die  Normalkrümmung  bei  einer  Änderung  des  Parameters  k  größter 
oder  kleinster  Werte  fähig  ist.  Bevor  aber  dieser  Frage  näher  ge- 
treten wird,  soll  der  Ausdruck  von  n  noch  etwas  umgestaltet  werden. 

Die  Formel  (1)  war  aus 

_  Xd^x-[-  Yd^y  +  Zd^s 
^~        dx^-\-dy^-\-dz^     " 

(§18  (1))  entstanden.     In  Folge  der  Identität 

kann  man  nun 

ZXd'x  +  ZdXdx  =  0 

setzen  und  demnach  die  Normalkrümmung  auch  durch  die  Grieichung 

^fj-,  dxdX-\-  dydY  -\-  dzdZ 

^^-^  ^^^  dx'-j-dy^-i-dz~* 

definieren.     Für  den  Zähler  allein  ergibt  sich  in  Folge  von  §  18  (4) 
die  Darstellung 

(3)      —  (dxdX  +  dydYi-  dsdZ)  =  Ldu^  -}-  2Mdndv  +  Ndv\ 
aus  der  nach  Einführung  von 

dx  =  o     «M  +  ö-  dv,  ■  •  ■ 
du         '    dv       ' 

dX  =  ^^--  du  +  „"  dv,  •  •  • 

du  dv       ' 
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veränderte  Ausdrücke  für  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung 
L,  M,  N  entnommen  werden  können.  Die  Vergleiehung  der  Koeffizienten 
von  du^,  ...  in  (3)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Differentiation  der 
Identitäten 

X|-^^  +  Yp  +  Z  f'  =  0,    Xl""  +  Yp  +Zi'  =  0 
du  du  du  '  dv  dv  ov 

nach  u  und  v  und  Benutzung  der  Definitionsgleichungen  für  L,  M,  N 
(§  18(2)).     Die  neuen  Formeln  lauten: 

d^dX       dy^dY       cz  dZ_^_  j^ 
du  du        du  du  "'"  du  du 


(4) 


du  dv        du  dv        du  dv 

dx  dX       dy  dY^   \    ^^  ^^  —  _  ivf 
dv  du        dv  du        dv  du 

dv  dv        dv  dv        dv  dv 

§  24. 
Haupttangenten,  Hauptschnitte  undHauptkrümmungen.  Ereispunkte. 

Um  nun  die  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  aufgeworfene 
Frage  nach  den  größten  und  kleinsten  Werten  von  n  wieder  aufzu- 
nehmen, so  hat  man  zu  ihrer  Beantwortung  in  der  Formel 

X  als  veränderlich,  die  Koordinaten  des  betrachteten  Punktes  aber, 
und  demnach  auch  die  Fundamentalgrößen  E,  F,  G,  L,  M,  N,  als 
konstant  anzusehen  und 

_^.^  =  0 

dl 

zu  setzen.     Das  Verschwinden  der  rationalen  Funktion  von  k,  welcher 

-Kr  gleich  ist,  könnte  einerseits  durch  das  Unendlich  werden  des  Nenners 

{E-Y'iFl  +  Gk^y  herbeigeführt  werden.  Da  E,  F,  G  infolge  der 
Voraussetzungen  über  die  darstellenden  Funktionen  der  Fläche  end- 
liche Werte  haben,  so  kann  dies  nur  für  X  =  oo,  d.  h.  du  =  0  ein- 
treten, also  für  die  Kurve  u  =  Uq  .  Aber  offenbar  kann  die  Normal- 
krümmung  einer  Koordinatenlinie  nicht  bei  einer  beliebigen  Wahl 
des  Koordinatennetzes   ein  Maximum   oder  Minimum  sein.     Demnach 

muß  der  Zähler  von  ^ ,    gleich  Null  gesetzt  werden,  was 

{E  +  2Fk  +  Gk%M  +  iV;L)  -  (L  +  2itf A  +  Nk^){F  -f  (^A)  =  0 
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oder 
(2) 

F+GX                      M-\-NX 

(3) 

E+Fl        L-j-MX 
F+GX       M  +  NX' 

d.  k 

(4)  {EM -  FL)  +  {EN -  GL)X -{-  (FN  -  GM)X^  =  0 

oder  in  Determinantenform,  nach  Multiplikation  mit  du'^, 

I  Edu  +  Fdv,     Fäll  +  Gdv  i 

(5)  '  =  0 

^^  \Ldu  +  Mdv,    3Idu  +  Ndv 

liefert.  Die  beiden  durch  die  Wurzeln  A  =  /l^  und  /l  =  /lg  dieser 
quadratischen  Grleiehung  bestimmten  Tangenten  in  dem  gegebenen 
Punkte  heißen  die  Haupttangenten,  die  durch  sie  hindurchgehenden 
Normalebenen  die  Hauptebenen,  die  zugehörigen  Schnitte  die  Haupt- 
schnitte der  Fläche. 

Die  Entstehung  der  linken  Seite  von  (5)  aus  den  beiden  Funda- 
mentalformen A  und  B  ist  leicht  zu  beschreiben.    Setzt  man,  wie  S.  34, 

(6)  du  =  li,      dv  =  I2, 
also,  nach  §  13  (19)  und  §  18  (6), 

CO  A  =  E^l  +  2F^,^,  +  Gll 

(8)  B  =  Lll  +  2M^,^,  +  Nll, 

so  ist 

(9) 


E^,  +  F^„      F^,  +  G I2  ^  jL_  g(A,B) 


Die  Bestimmungsgleichung  der  Haupttangenten  ergibt  sich  also  durch 

Nullsetzung   der   Funktionaldeterminante  von  A  und  B    inbezug    auf 
die  Differentiale  du  und  dv. 

Aus  (1)  und  (2)   folgt    für   die  Krümmung   eines  Hauptschnitts: 

(10)                  ».=f-:r^%  ('-=1.2) 

und  bei  Hinzunahme  von  (3): 

(11)                                      «<  -  l-if^  (i  -  1,  2). 


Eliminiert  man  X^,   indem  man  die  beiden  Werte  aus  (11)  und  (10), 

En^  —  L  _  Fn^  —  31 

Fn,—  M '         '  ~        G w,  —  N 


(12)  A.  =  -^-4,      2.  =  -^'^^-^ 
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einander  gleich  setzt,   so  erhält  man  für  n^  und  %   die    quadratisch^ 
Gleichung 

(13)  {En-L){Gn-N)-(Fn-Mf  =  0 
oder 

(14)  {EG  -  F^)n^  -  (GL  -  2FM+EN)n  +  LN-  M'' ==  0 

oder  auch,  die  linke  Seite  wieder  als  Determinante  geschrieben, 

En-  L,    Fn-M 

Fn  —  M,     Gn  -  N 


(15) 


=  0. 


Die  Grrößen  n^  und  n^  heißen  die  Hauptkrümmungen  der  Fläche, 
ihre  reziproken  Werte 

(16)  n7  =  «'i'      4=^^' 
die  demnach  Wurzeln  der  Gleichung 

(17)  {LN  -  Jf  2)  ^^-{QL-  2FM  +  EN)  q-\-EG-F'  =  Ö\ 

sind,  die  Hauptkrümmungsradien;  wobei  man  sich  jedoch  zu  er- 
innern hat,  daß  diese  Radien,  der  im  §  22  getroffenen  Festsetzung 
gemäß,  auch  negative  Werte  haben  können. 

Zu  jedem  Hauptkrümmungshalbmesser  gehört  ein  Hauptkrüra- 
mungsmittelpunkt  der  Fläche,  nämlich  der  Krümmungsmittelpunkt 
des  entsprechenden  Hauptschnitts.  Die  Koordinaten  dieser  Punkte 
folgen  aus  §  22  (4)  für  Q  =  Qi  und  q  =  q^. 

Die  beiden  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen sollen  mit  H  und  K  bezeichnet  werden, 

(18)  n,  +  n,  =  H 

Durch  die  Fundamentalgrößen  dargestellt,  haben  sie  die  Werte 

(19)  fi_«^^^_^ 

(20)  ^-M-=f^ 

Die  Haupttangenten  und  Hauptkrümmungen  würden  reeU.  oder 
imaginär  sein,  je  nachdem  die  gemeinsame  Determinante  D  der  in 
(4)  und  (14)  auftretenden  ganzen  Funktionen  zweiten  Grades  negativ 
oder  positiv  wäre.     Für  die  Untersuchung  des  Vorzeichens  werde 

EM  —  FL  =  a 
(21)  EN-GL  =  2h 

FN-GM=-c 
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gesetzt.     Führt  man 
in  c  ein,  sodaß 


2Fb  —  Ga 
E 


wird/ und  substituiert  diesen  Ausdruck  in 

{22)  I)  =  ac-h\ 

so  findet  man 

D  =  1  \a{2Fh  -  Ga)  -  Eb^ 

(23)  ^  =  -  i-  [(^^  -  ^«)'  +(EG-  F')a'l 
Da  E  und  EG  —  F^  positiv  sind,  so  ist 

X><0, 

X^,  Ag  und  n^,  n^  reell.     Also: 

Unter  den  für  die  Variablen  u,  v  und  deren  Funktionen 
X,  y,  z  gemachten  Annahmen  sind  die  Haupttangenten  und 
die  Hauptkrümmungen  stets  reell. 

Der  Grenzfall 

i)=0, 
für  den 

Wi  =  ^2 

wird,  kann,  wie  aus  dem  Ausdruck  (23)  ersichtlich,  nur  dann  eintreten, 
wenn  tt  =  0,  &  =  0  und  demnach  auch  c  =  0  ist.  Diese  Bedingungen 
sind  mit 

(24)  ^  =  ^  =  ^ 
^  ^  EEG 

gleichbedeutend.  Bestehen  sie,  so  ist  die  Bestimmung  der  Haupt- 
tangenten mittels  der  Gleichung  (4)  unmöglich,  weil  diese  identisch 
erfüllt  wird.  Das  kann  nur  für  besondere  Punkte  eintreten,  deren 
Koordinaten,  die  Realität  vorausgesetzt,  durch  Zusammenstellung  der 
Gleichungen  (24)  mit  der  Flächendarstellung  (I)  erhalten  werden.  Sie 
heißen  Kreispunkte  der  Fläche;  eine  Benennung,  deren  Grund  im 
§  33  ersichtlich  werden  wird.     Aus  (24)  und  (1)  folgt 

L 

d.  h.  in  einem  Kreispunkte  sind  die  Krümmungen  aller  Normalschnitte 
einander  gleich. 
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Sind  die  beiden  Gleichungen  (24)  noch  voneinander  abhängig,  so 
gibt  es  im  allgemeinen  auf  der  Fläche  eine  Kurve  von  Kreispunkten, 
die  als  Linie  sphärischer  Krümmung  bezeichnet  wird. 

Von  solchen  Punkten  abgesehen,  gilt  für  die  Lage  der  Haupt- 
tangenten ein  einfacher  und  wichtiger  Satz.  Setzt  man  nämlich,  um 
den  Winkel  dieser  beiden  Tangenten  zu  berechnen,  in  die  Formeln 
des  §  13 

'll  "^^  ^^}       ^12  ^^  ^J       ^22  "^  ^ 

ein,  so  findet  man 

(25)  Ga  -  2Fb  -j-Ee==0, 

d.h.  (§  13(25)): 

Die  Haupttangenten,  und  demnach  auch  die  Hauptebenen, 
schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln, 

§  25. 

Die  Hauptkrümmungen  für  die  III.  Plächendarstellung. 

Beispiel  der  Fläcben  zweiten  Grades. 

Für  die  spezielle  Flächendarstellung 

(III)  '  ^-K^,y) 

hätte  man,  um  die  Theorie  der  Hauptkrümmungen  zu  begründen,  mit 
dem  Ausdruck  §  21  (3)  ebenso  zu  operieren  wie  oben  mit  dem  all- 
gemeinen   Ausdruck    §  24  (1)    von  n .     Soweit    es    sich  nur    um    die 

Nullsetzung  der  partiellen  Ableitung  nach  X,  das  jetzt  gleich    ,  -  ist,. 

handelt,  darf  dabei  von   dem  Faktor  ~  "^^^  abgesehen    werden. 

Vf  +  a'  +  i 
Man  kann  aber  auch  von  vornherein   die  Resultate   selbst  aus   denen 

des  §  24,  wie  immer,  dadurch  ablesen,  daß  man 

(1)  u  =  X,    V  ==  y 

(2)  dz  ==  pdx  +  qdy 
und  demnach 

(3)  ds'=  (1  i-p')dx'^2pqdxdy  +  (1  +  q')dy', 
d.  h. 

(4)  E=^l+p\     F==pq,     a==l  +  q', 

T'^EG-F'=p^  +  q'  +  l, 
und  ferner  (§  15(16)) 

(5)  X=    :^-'P       ,      Y- ~'^        ,     Z==    L-    ^ 
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setzt.     Da  für  die  Annahme  (1)   sämtliche  Ableitungen  zweiter  Ord- 
nung von  X  und  y  verschwinden  und  nach  den  Bezeichnungen  §  21  (1) 

W  du^~'^'      dx8y~^'      drf^^ 

wird,    so    reduzieren   sich    die    dreigliedrigen  Formeln    für  L,  M,  N 
(§  18(2))  auf  folgende  eingliedrigen  Ausdrücke: 

(7)       L=-~J^=,     M=   ,  ,1' ,     N=  '* 


T^'  +  s'+i'  l/p'  +  ä'  +  i'  Vp^-\-q'  +  i 

Die  Bestimmungsgleichung  für  die  Haupttangenten  und  Hauptebenen 
wird  nach  §  24  (4) 

(8)  ((1  +p')s~pqr)  +  ((1  -^p')t  -  (1  4-2^)r)|| 


oder 

{l-\-  p^)dx  -\-pqdy,    pqdx  i-  (1 -j-  q^)dy 

rdx-\-s  dy,         sdx  -\-  tdy 


(9) 


=  0. 


Die  Hauptkrümmungen  sind  Wurzeln  der  Gleichung  §  24  (14) 
(10)       n^  -  ,(^±t)r^^^±^±^  ^  +  ^rt-s^       _ 

und  die  Beziehung  dieser  GrröJSen  zu  den  Wurzeln  von  (8)  wird  ver- 
mittelt durch  §  24  (11,  10): 

s                   r-^sh 
^i  =  ^ —^ 

Vp'  +  s'  +  i  i+p^+Pik 

(11)  yp-ti-i-     -i-Pi-M.  (i  =  h2) 

£  S  -j-  lA^ 

Für  die  Summe  und  das  Produkt  der  Hauptkrümmungen  folgen  aus 
(10)  die  Werte 

(12)  H  =  S  ii  +  g.'^r-2pqs-\-{l+p')t 

Endlich  werden  die  Kreispunkte,  wenn  sie  existieren,  durch  §  24  (24) 


r  s 


^     ■^  l+jp'       pq.        1  +  2' 

zusammen  mit  der  Flächen gleichung  bestimmt. 

Beispiel  der  Flächen  zweiten  Grades,  zunächst  nur  zur  Erläuterung 
der  eingeführten  Bezeichnungen,  und  unter  Weglassung  der  Zylinder- 
flächen: 
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1)   Die  Mittelpunktsflächefc  werden  durcli  die  Gleichung 

dargestellt,    in   der  £  =  1    oder  £  =  0  ist.     Zur  Bestimmung  der  par- 
tiellen Ableitungen  von  z  nach  x  und  y  dienen  die  Formeln 


j:+  c  -^'    B^  c  -^^ 

1         zr        p^        n         ^s        PCi        r.           1          zt         q'' 

A'^  C  ^'C  ~    '       C  '^  C^~    '      B  ^  c  ^  a 

=  0, 

woran 
(15) 

LS 

C  X                       G  y 
P~        z  A'      ^~        z  B' 

.,^.  C*   /  y^\  C*  xy  .  C*   /  x'-\ 

(16)      >-  =  -x,.(^-|)'     '--^AB'     ^  =  -^(^-x)- 

Von  den  beiden  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen, aus  denen,  als  Koeffizienten,  die  quadratische  Gleichung  (10) 
zusammengesetzt  werden  kann,  ist  K  insofern  die  wichtigere,  als  ihr 
Vorzeichen  über  die  gegenseitige  Lage  der  Hauptkrümmungsmittel- 
punkte entscheidet.  Dieses  Zeichen  ist  nach  (13)  mit  dem  der  Deter- 
minante rt  —  s^  identisch.     Nun  wird 


(1^)    ^'-^-'^.LK-z)!-^')-^'!'] 


C*     r/         x''\  l         y^\       rK*v^1        C*      s 

z^  ABC' 


Bei  passender  Wahl  des  Achsensystems  ist  zu  setzen:  • 
für  das  Ellipsoid 

f=l,      A>0,      B>0,      C>0,      rt-s^>0; 
für  das  einschalige  Hyperboloid 

£  =  1,      A>0,      B>0,      C'<0,      rt-s^<0', 
für  das  zweischalige  Hyperboloid 

£=1,      Ä>0,      B<0,      0<0,      rt-s^>0; 
für  den  Kegel: 

£  =  0,      Ä>0,      B>0,      C<0,      rt-s^  =  0. 
2)   Die  Flächen  ohne  Mittelpunkt  sind  in  der  Gleichung 


2--1+B 


enthalten,  aus  welcher  folgt: 

Knoblauch,  Differentialgeometrie. 
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Nimmt  man  ^1  >  0  an,  so  ist 
für  das  eiliptisclie  Paraboloid 

B>0,      rt~s'>0; 
für  das  hyperbolische  Paraboloid 

B<0,       rt-s^<0. 

Hiernach  liegen  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  für  das 
Ellipsoid,  das  zweischalige  Hyperboloid  und  das  elliptische  Paraboloid 
auf  derselben,  für  das  einschalige  Hyperboloid  und  das  hyperbolische 
Paraboloid  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche,  Für  den  Kegel 
ist  überall  einer  der  Hauptkrümmungsradien  unendlich  groß. 

Das  Beispiel  der  Mittelpunktsflächen  lehrt  zugleich,  wie  man  zu 
verfahren  hätte,  um  bei  der  Aufsuchung  der  Haupttangenten  und  der 
Hauptkrümmungen  zu  der  Flächendarstellung  (II) 

überzugehen.     Denn   die   Gleichungen   zwischen  p,  q,  r,  s,  t  sind  be- 
sondere Fälle  der  folgenden: 

dF  ,    dF         ^        dF  .    dF         f. 
dx        dz-^         '       cy        dz  ^         ' 

^        d^F^  (d'F        d^J"   \       dF    ^^ 

dx^  +  dxdz^  "^  ^  \dVdx  "^  dz^^)  "^  Yz^         ' 


aus  denen  für  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  2  Bestimmungen 
der  Form 

(dFy    _       d'F /dFY  ,    o  d^F  dFdF       d'F,dJ\^ 

\dzl^  ~  dxdz  dy  dz  '^  dydz  dx   dz        dxdyXdz  )        "dz"^  'dx   dy 

hervorgehen.  Durch  ihre  Einführung  kommt  man  jedoch  zu  ziemlich 
verwickelten  Ausdrücken,  aus  denen  nicht  ohne  weiteres  ersichtlich 
ist,  wie  in  den  gesuchten  Formeln  die  durch  die  Darstellung  (II) 
gegebene,  bei  der  Bevorzugung  der  ^-Koordinate  aber  verloren  ge- 
gangene Symmetrie  zwischen  x^  y  und  z  wiederhergestellt  werden 
kann.  Infolge  dessen  ist  es  zweckmäßiger,  das  Problem  der  Haupt- 
krümmungen für  diese  Darstellung  besonders  zu  behandeln  und  schon 
von  einem  veränderten  Ausdruck   der  Normalkrümmung   auszugehen. 
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§  26. 
Der  EtQerscIie  Satz. 

Zunächst  aber  bedürfen  die  Ergebnisse  der  Paragraphen  24  und 
25  noch  in  wesentlichen  Punkten  der  Ergänzung,  da  sie  nur  an  die 
notwendige  Bedingung  für  die  Existenz  extremer  Werte  der  Normal- 
krümmung  angeschlossen  worden  sind.  Eine  Entscheidung  darüber, 
ob  den  Hauptkrümmungen  die  Eigenschaft  des  Maximums  oder  Mini- 
mums wirklich  zukommt,  steht  noch  aus,  und  ferner  ist  auch  die 
Frage  unerledigt  geblieben,  ob  und  wie  man  den  Ausdruck  für  die 
Krümmung  eines  Normalschnitts  geometrisch  deuten  kann.  Eine  solche 
Deutung  muß  darauf  ausgehen,  das  Differentialverhältnis  l  durch  einen 
Parameter  von  größerer  Anschaulichkeit  zu  ersetzen.  Es  liegt  nahe, 
wie  beim  Meusnierschen  Satze,  also  wie  in  der  Theorie  der  schiefen 
Schnitte,  einen  Winkel  einzuführen,  und  zwar  den  des  betrachteten 
Normalschnitts  mit  einem  der  beiden  Hauptschnitte.  Um  sich  von 
der  Form  der  dabei  entstehenden  Relationen  eine  Vorstellung  zu  bilden, 
kann  man  folgende  spezielle  Methode  anwenden. 

Man  wähle  den  betrachteten  Flächenpunkt  zum  Anfangspunkt 
der  Koordinaten  und  lasse  die  Tangentialebene  mit  der  (ict/)- Ebene, 
also  die  Normale  mit  der  ^- Achse  zusammenfallen.     Dann  ist 

X  =  0,      y  =  0,      2  =  0 
und  nach  S.  52  (16) 
(1)  i9  =  0,      g  =  0. 

Die  Bestimmungsgleichung  für  die  Haupttangenten  (§  25  (8))  wird 

Setzt  man  noch 

(3)  s  =  0, 

so  wird  die  eine  ihrer  Wurzeln  NuU,  die  andere  unendlichgroß,  d.  h. 
die  beiden  Haupttangenten  fallen  mit  der  x-  und  y- Achse  des  Koor- 
dinatensystems zusammen.  Denn  A,  und  l^  ^^^^  ^i®  trigonometrischen 
Tangenten  der  Winkel,  die,  wie  man  es  ausdrücken  kann,  die  beiden 
Hauptebenen  mit  der  (a;^) -Ebene  bilden,  und  speziell  die  Orthogonalität 
der  Hauptebenen  geht  aus  der  Gleichung 

unmittelbar  wieder  hervor. 

Führt  man  p  =  0,  q  =  0,  s  =  0  in  §  25  (10)  ein,  so  erhält  man 

n^  —  £{r  -\-  t)n  -{-  rt  =  0, 

(n  —  er)(n  —  st)  =  0. 
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Es  sei 

(4)  £  =  +  1, 

sodaß  die  Flächennormale  und  die  ^-Achse  auch  der  positiven  Rich- 
tung nach  übereinstimmen.  Außerdem  sei  die  Bezeichnung  so  ge- 
wählt, daß 

(5)  n^  =  r,     Mj  =  t 
wird.     Die  Formel 

,^,  s  rdx* -\-2sdxdy  4- tdy^ 

l/i)«  +  2*  +  l    {l-^p^)dx^-i-2pqdxdy-{-(l-i'q^)dy^ 

geht  für  die  Annahmen  (1,  3,  4)  in 

rdx^  -{-tdy* 
dx'^  -f  dy^ 
über,  und  wenn  noch 

gesetzt  und  für  r  und  t  nach  (5)  ihre  geometrischen  Ausdrücke  ein- 
geführt werden,  in 

n.  4-  Wo  tg*  w 
l+tg^«; 
Diese  Gleichung,  d.  h. 

(8)  n  =  n^  cos^  ?(;  -f-  n.^  sin^  ?c 

oder 

.Qv  1         cos*w         sin*M) 

enthält  den  Euler  sehen  Satz  der  Theorie  der  Normalschnitte.  Er 
liefert  die  Krümmung  eines  beliebigen  solchen  Schnittes  dargestellt 
durch  die  beiden  Hauptkrümmungen  und  den  Winkel,  den  seine 
Ebene  mit  der  zu  n  =  n^  gehörigen  Hauptebene  bildet. 

Es  sei  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  tv  für  diese  Untersuchung 
eine  speziellere  Bedeutung  hat  als  im  §  11. 

§  27. 
Folgerungen  aus  dem  Eulersehen  Satze.     Wendetangenten. 

Die  Gleichung,  deren  Inhalt  eben  als  der  Satz  von  Euler  be- 
2;eichnet  worden  ist,  beantwortet  die  im  vorigen  Paragraphen  auf- 
geworfenen Fragen.  Erstens  gibt  sie  einen  einfachen  geometrischen 
Ausdruck  für  n,  und  zweitens  liefert  sie,  in  der  Form 

(1)  w  =  Wg  -}-  {n^  —  n^  cos^  iv 
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geschrieben,  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert  von  n.  Nimmt 
man  nämlich,  immer  unter  Ausschluß  der  Kreispunkte, 

(2)  Wj  >  ^2 

an,  so  sieht  man,  daß  zu  cos^  w  =  1  ein  Maximum  der  Normal- 
krümmung, und  zwar  %,  zu  cos  tv  =  0  ein  Minimum,  n^,  gehört. 

Aber  der  Eulersche  Satz  gibt  zu  einer  großen  Anzahl  weiterer 
Folgerungen  Veranlassung.  Es  sei  n'  die  Krümmung  eines  zweiten 
Normalschnitts,  der  den  Winkel  tv'  mit  der  ersten  Hauptebene  bildet, 
für  den  also 

(3)  n  =  n^  cos^  w'  +  n^  sin^  w' 

ist.     Sind  die  beiden  Schnitte  auf  einander  senkrecht,  so  hat  man 

cos^  tv'  =  sin^  w,     sin^  tv'  =  cos^  w, 
also 

(4)  n  +  n  =^1+^25 

die  Summe  der  Krümmungen  zweier  orthogonalen  Normalschnitte  ist 
konstant  und  gleich  der  Summe  der  Hauptkrümmungen. 

Derselbe  Satz  gilt  für  zwei  Normalschnitte,  die  die  Winkel  w 
und tu  mit  einem  Hauptschnitt  bilden.  Aus  beiden  Sätzen  zu- 
sammen oder  ebenso  einfach  auf  direktem  Wege  findet  man,  daß 
zwei  Normalschnitte  gleiche  Krümmung  haben,  wenn  sie  gegen  einen 
Hauptschnitt  gleich  geneigt  sind. 

Von  Sätzen  dieser  Art  kann  eine  ganze  Anzahl  sofort  hin- 
geschrieben werden,  wenn  man  das  Eulersche  Theorem  in  Beziehung 
zu  der  Theorie  der  Kegelschnitte  setzt,  eine  Beziehung,  deren  innerer 
Grund  sich  im  §  33  (S.  107)  herausstellen  wird.  Zunächst  seien  q^ 
und  Q^  von  demselben  Vorzeichen.  Es  genügt,  die  Diskussion  unter 
der  Voraussetzung 

Pi  >  0,  Q2>^ 

anzustellen.     Dann  ist  nach  der  Gleichung 

/KN  1         C08*«J    ,     sin'«; 

auch  Q  eine  positive  Größe.  Es  sei  nun  wieder  der  betrachtete 
Flächenpunkt  Anfangspunkt  eines  Koordinatensystems  in  der  Tangen- 
tialebene, dessen  Achsen  mit  den  Haupttangenten  zusammenfallen. 
Auf  dieses  System  sei  die  Ellipse 

Qi        9i 
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bezogen.  Greht  man  zu  Polarkoordinaten  mit  dem  Radiusvektor  r  und 
dem  Richtungswinkel  tv  über,  so  erhält  man 

r*  cos^  m;     ,    r*  sin*  iv  ^ 

Ci  92 

eine  Gleichung,  die  auch  aus  (5)  durch  die  Annahme 

Q  =  r^ 

entsteht.  Dies  gibt  folgenden  Ausspruch  des  Eulerschen  Satzes: 
Konstruiert  man,  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Hauptkrümmungs- 
radien positiv  sind,  in  der  Tangentialebene  eine  Ellipse,  für  welche 
die  Hauptachsen  mit  den  Haupttangenten,  die  Quadrate  der  Längen  der 
Halbachsen  mit  den  Hauptkrümmungsradien  übereinstimmen,  so  ist 
der  Krümmungsradius  irgend  eines  Normalschnittes  gleich  dem  Quadrate 
desjenigen  Halbmessers  der  Ellipse,  der  in  die  Tangente  des  Normal- 
schnitts fällt. 

Zweitens  seien  q^  und  q^  von  verschiedenem  Zeichen, 

Pi  >  0,         p2  =  —  Qi  <  0- 

Q  nimmt  positive  und  negative  Werte  an.  Im  ersten  Falle  ist  dann 
Q  gleich  dem  Quadrat  eines,  entsprechend  wie  vorher  z  i  definieren- 
den Halbmessers  der  Hyperbel 

l!  _  ^'  =  1 

Im  zweiten  Fall  wird  die  Bestimmung  des  absoluten  Betrages  von  q 
in  derselben  Art  mittels  der  konjugierten  Hyperbel 

_  t  + 1;  _  1 

geleistet. 

Den  gemeinsamen  Asymptoten  beider  Hyperbeln  entsprechen  die 
durch 


(6)  ig  w=±y- 


gekennzeichneten  Richtungen.  Für  jede  von  ihnen  ist  die  Krümmung 
des  zugehörigen  Normalschnitts  gleich  NuU:  und  da  ein  Punkt  einer 
ebenen  Kurve,  in  welchem  dies  eintritt,  im  allgemeinen  ein  Wende- 
punkt ist,  so  werden  die  beiden  Tangenten  als  Wendetangenten 
bezeichnet.   Der  allgemeine  Ausdruck  von  n  lehrt,  daß  sie  der  Gleichung 

(7)  L  +  2MX  +  Nl^  =  0 

genügen. 
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§  28. 
Der  Eulersche  Satz  für  die  I.  Flächendarstellung. 

Der  im  §  26  geführte  Beweis  des  Eulerschen  Satzes  ist  zwar 
sehr  einfach,  und  die  besonderen  Annahmen,  durch  die  diese  Einfach- 
heit herbeigeführt  wird,  sind  auch  sonst  von  Nutzen,  solange  es  sich 
nur  um  die  Betrachtung  einer  Fläche  in  der  unmittelbaren  Umgebung 
eines  bestimmten  Punktes  handelt.  Aber  für  weitergehende  allgemeine 
Untersuchungen  sind  sie  nicht  brauchbar,  und  es  ist  deshalb  wünschens- 
wert, schon  für  die  Herstellung  einer  Relation  zwischen  n,  n^,  n^ 
und  tv  ein  Verfahren  zu  haben,  bei  dem  man  auf  das  Bildungsgesetz 
der  allgemeinen  Formeln  nicht  zu  verzichten  braucht. 

Ein  solches  Verfahren  ist  übrigens  leicht  angebbar.  Setzt  man 
in  der  Formel  S.  35  (13) 

dv -  Sv 

du         ^'       6u  ' 

80  erhält  man 

,  _  _         T{X  -  X,) 

^g  ^       J5;+  F{X  4-  X,)  +  GXX, 

oder,  da  wegen  der  Orthogonalität  der  Hauptebenen 

also 

E  +  F{X  +  AJ  +  Gkl^  =  {Fi-  Gl^)  (A  -  Aj) 

ist, 

_  _    T{X  -  X^) 

^g  ^       (F4-  GX^)  (X  —  X^) ' 

In  diese  Gleichung  kann  man  mittels  §  24  (12)  (S.  76)  n^  und  Wg  statt 
Xi  und  Ag  einführen,  und  hat  dann  A  aus  ihr  und  der  Formel  für  n 
(§  24(1),  S.75)  zu  eliminieren.  Diese  Rechnung  bietet  keinerlei  Schwierig- 
keiten, wird  aber  in  der  Durchführung  umständlich;  und  wenn  man 
sie  durch  symmetrische  Behandlung  von  n^  und  n^  übersichtlicher 
machen  will,  so  muß  man  den  Eulerschen  Satz  als  schon  bekannt 
voraussetzen. 

Eine  andere  Methode,  die  in  Rede  stehende  Relation  herzuleiten, 
beruht  auf  der  einfachen  Bemerkung,  daß  die  Größe,  die  gleich  Null 
gesetzt  nach  §  24(15)  (S.  77)  die  Hauptkrümmungen  liefert,  die  Deter- 
minante der  quadratischen  Differentialform 

{En  -  L)  du"  +  2{Fn  -  M)  dudv  -f  {Gn  -  N)  dv^  =  Aw  -  B 

ist.  Da  nun  eine  binäre  quadratische  Form  von  verschwindender 
Determinante    als    Quadrat    einer   linearen    Form    dargestellt   werden 
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kann,  so  müssen  Aw^  —  B  und  A^  —  B  als  Quadrate  linearer  Diffe- 
rentialformen erscheinen.  Umgekehrt  werden  A  und  B  algebraische 
Summen  solcher  Quadrate,  sodaß  man  setzen  darf: 

Bei  dieser  Schreibweise  kommt  zum  Ausdruck,  daß  A,  als  defiuite 
Form,  der  Summe  (nicht  Differenz)  der  Quadrate  zweier  reellen  linearen 
Formen  gleich  wird.  Die  Größen  ^^  und  ^l  auch  in  der  ersten 
Gleichung  noch  mit  Faktoren  zu  versehen,  würde  zwecklos  sein,  weil 
die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Faktoren  in  die  Koeffizienten  der 
linearen  Formen  ^i,  ^2  aufgenommen  werden  könnten.  So,  wie  die 
Gleichungen  aufgeschrieben  sind,  enthalten  sie  bei  gegebenen  Koeffi- 
zienten von  A  und  B  die  Aufgabe,  sechs  Größen,  nämlich  v^,  v.^  und 
die  Werte  von  p^^,  .  .  p^^  in 

%  =  P2I  <^^  +  P-22  (^^ 

aus  ebensovielen  Bedingungen  zu  berechnen,  die  aus  der  Vergleichung 
der  Koeffizienten  von  du^,  dudv  und  dv^  auf  den  linken  und  rechten 
Seiten  hervorgehen. 

In  Folge  des  Ansatzes  für  A  und  B  lassen  sich,  wie  unmittelbar 
ersichtlich,  Avj  —  B  und  B  —  Avg  als  Quadrate  von  yv^—  v^  ^2  ^^^ 
]/vj  —  Vg  ^j  darstellen,  v^  und  v^  müssen  also  Wurzeln  der  Gleichung 
sein,  die  durch  Nullsetzung  der  Determinante 

\  Ev  —  L,     Fv  —  M 
Fv-M,    Gv-N 

entsteht.  Und  da  sich  diese  Gleichung  von  §  24  (15)  nur  durch  die 
Bezeichnung  der  Unbekannten  unterscheidet,  so  sind  v^,  v^  mit 
Wj,  w,  identisch. 

Die  beiden  Gleichungen  für  A  und  B  nehmen  hiernach  die  Form  an: 

(2)  ^'         ' 

Aus  ihnen  folgt 

KP)  »*--«ß2^sß| 

Für  ^2  =  ö  ^i^d  n  =  n^,  für  ^^  =  0    n  =  n^.     Die  durch 

Pn+JP2i^  =  ^      "iid     i)u  +  i?i2^  =  0 
bestimmten  Werte  von  X  müssen  also  mit  X^  und  X^  übereinstimmen. 
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Was   nun    die    Größen  pik    angeht,    so   gelten    für   sie    in   Folge 
von  (2)  die  Bedingungen 

-Pii  +  Kl  =  ^ 

Pl2  +  P22  =   ^; 

^iPn  +  i^2Pii=^  L 

(5)  ^hPnPl2  +  %-P21  2>22  =  ^ 

^hPn^^2P%2=^- 
Das  erste  dieser  Systeme  kann  man  dazu  benutzen,  auch  die  bilineare 
Form,  die   den  Zähler  von   cos  iv  bildet  (S.  33(8)),   durch  die  in  (2) 
auftretenden  linearen  Formen  darzustellen.     Setzt  man  nämlich 
/gx  Pn^u+p.^dv^-'^}^^ 

.  p^^öu  ^p^^Jv  =  ^2; 

so  wird 

(7)  Eduöu  +  F{dudv  +  dvdu)  +  Gdvdv  =  ^^^^  +  ^2^2, 
also  ferner 

(8)  cos  IV  = T^jn.!^-^^    __  . 

Den  speziellen,  im  §  26  definierten  Wert  von  tv  erhält  man  für 
^2  =  0.     Schreibt  man  dann  für  p^  und  ^2  wieder  ^^  und  ^2;   ^^^ 
einen    beliebigen    Normalschnitt,    wie    in    den   vorhergehenden  Para- 
graphen, durch    ,     (nicht   „    )  zu  kennzeichnen,  so  erhält  man 
r>     ir        i  du  \  du)  ' 

(9)  cos^w^  ^.^^9j^i 
und  demnach 

(10)  «i°'^-=^/+s^f 

Die  Zusammenstellung  dieser  Ausdrücke  mit  (3)  liefert  unmittelbar 
die  Eulersche  Formel 

n  =  Uy  cos^  IV  +  Wg  sin-  w 

wieder.  Der  Eulersche  Satz  steht  hiernach  im  engsten  Zusammen- 
hange mit  der  simultanen  Transformation  der  beiden  Grundformen 
A  und  B  der  Flächentheorie  in  algebraische  Summen  von  Quadraten 
linearer  Dilferentialformen. 

§29. 
Hauptkrümmungen  und  Haupttangenten  für  die 
II.  Flächendarstellung. 
Zur  Bestimmung  der  Haupttangenten  und  der  Hauptkrümmungen 
einer  Fläche,  die  durch  die  Gleichung 
(H)  F{x,y,z)  =  0 
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gegeben   ist,    gehen    wir    auf   den    zuerst    gefundenen    Ausdruck    der 

Normalkrümmung  (§18  (1)) 

,,.  SXd^x 

(1)  ^  =  -^d^ 

zurück,   in  welchem   über  die  Art  der  Flächendarstellung   noch  nicht 
verfügt  war. 

Unter  der  jetzigen  Annahme  gelten  für  die  Richtungskosinus  der 
Normale  nach  §  15  (12,  15)  (S.  50,  51)  die  Formeln 

^9^  Y-i_^^        v=-l^^        ;7_±1Z 

\^)  ^~  W  dx  '       ^        W  dy  '  W   dz' 

Wo  es  zweckmäßig  erscheint,  sollen  statt 

X,         y,         z 
als  Zeichen  für  die  kartesischen  Koordinaten  auch 

/y»  /y»  /y* 

gebraucht  werden.     Setzt  man  dann 

^^J  dx  1'  dy  «'  dz  3' 

also 

(4)  t7=i/:f7+J7+J7, 

so  wird 

1      ^F^d'^i 


(5) 


W      E  dxf 


Die  Summationen  erstrecken  sich  hier  immer  auf  die  Werte  1,  2,  3. 
Nun  genügen  die  Differentiale  dx^^  dx^^  dx^  der  Bedingung 

(6)  2F,dx^-^, 

i 

aus  der  weiter 

(7)  2F,d'x,^-2dF,dx,  =  0 

i  i 

hervorgeht.     Für    die   zweiten    partiellen    Ableitungen    der   Funktion 
F(x,y,z)   oder  F(x-^,x^,x^    soUen   die   abkürzenden   Bezeichnungen 


dx""  "'  dy^  ^^'  dz 

(8) 

1*^  _  7^  ^-^  =  F  l'^-  =F 

dydz~^^'  dzdx  "'  dxdy      ^^^ 

gelten.     Dann  ist 

dF^^  ^  ^  dx,  =  ^  Fi,dx„ 


Die  Normalkrümmung  für  die  11.  Flächendarstellung.  91 

d  nach  (7) 

i  i,  k 

jDer  Auedruck  der  Normalkrümmung  wird 

^)  W  =  —  ^^        ^^ 

t  * 

]r  hätte  aus  der  Theorie  der  Normalschnitte  (§  19 — 22)  entnommen 
rerden  können.     Für   die  in  ihm   auftretenden  Richtungskosinus  def 
^Tangente 

(X  OCa  Cv  tCa  et  (Ca 

ySdx} '       VWdxl '       V'Zdxl 

mögen  die  Zeichen  a,  h,  c  beibehalten  werden,  weil  die  Tangential- 
normale  in  dieser  Untersuchung  nicht  vorkommt  (vgl.  S.  54).  Es 
ist  dann 

(10)  n  =  -  l^(F,y  +  F,,h'  +  F,,c'+2F,,hc  +  2F,,ca  +  2F,,ah), 

d.  h.  n  erscheint  als  eine  ternäre  quadratische  Form.  Ihre  Argumente 
a,  h,  c  können  nur  von  einem  Parameter  abhängen,  und  in  der  Tat 
erfüllen  sie  als  Richtungskosinus  die  Identität 

(11)  a2+62+c2_i  =0, 

und  speziell  für  eine  Flächentangente  die  Bedingung  (6),  d.  h. 

(12)  F,a-\-F,-b  +  F,c^O. 

Um  nun  die  extremen  Werte  der  Normalkrümmung  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Größe  —  nW  zu  suchen,  hat  man  das 
aus  der  Theorie  der  relativen  Maxima  und  Minima  bekannte  Verfahren 
anzuwenden.  Man  multipliziere  die  linken  Seiten  der  Bedingungs- 
gleichungen (11)  und  (12)  mit  vorläufig  unbestimmten  Größen  — jt 
und  —2v  und  füge  die  Produkte  zu  —  nW  hinzu.  Alsdann  gehe 
man  auf  das  absolute  Maximum  und  Minimum  der  Größe 

-  nW  -  ii{a^  ^-h'"'^  c^  -  1)  -  2v{F^a  -{■  F^h  +  F^c) 

aus,  indem  man  ihre  partiellen  Ableitungen  nach  a,  h,  c  einzeln  gleich 
Null  setzt.     Dies  liefert 

{F,,-ii)a  +  F,,b  +  F,,c  -vF.^O 

(13)  F,,ai-  (F,,-^)h-h  F,,c  -vF.^O 

^31«  +  F,,h  +  {F,,  -ii)c-vF,^  0. 

Die  Gleichungen  (11,  12,  13)  enthalten  fünf  Bestimmungen  für 
ebenso  viele  unbekannte  Größen,  nämlich  c,  h,  c,  fi  und  v.    Von  diesen 
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sind  ft  und  v  nur  hilfs weise  eingeführt  worden;  dagegen  kommt  es 
auf  die  Werte  von  a,  h,  c  wesentlich  an,  denn  diese  müssen,  in  (10) 
eingesetzt,  die  gesuchten  ausgezeichneten  Werte  von  n  geben. 

Eliminiert  man  nun  v,  indem  man,  zum  Zweck  der  Benutzung 
von  (12),  die  drei  Gleichungen  (13)  der  Reihe  nach  mit  a,  h,  c 
multipliziert  und  addiert,  so  erhält  man 

also  weiter  bei  Hinzuziehung  von  (11): 
(14)  ^  =  -nW. 

Das  heißt:  Wenn  die  Hilfsgröße  ^  aus  dem  vorliegenden  Gleichungs- 
system mit  bestimmt  wäre,  so  würde  es  der  Berechnung  von  n  in 
der  oben  angedeuteten  Weise  nicht  mehr  bedürfen. 

Es  ist  aber  leicht,  eine  Gleichung  für  ^  allein  herzustellen.  Das 
System  (13,  12)  kann  als  linear  und  homogen  in  a,h,  c  und  ^  be- 
trachtet werden.  Da  nun  diese  Größen  wegen  der  Relation  (11)  nicht 
gleichzeitig  Null  sein  können,  so  muß  die  Determinante  des  Systems 
verschwinden,  also 


aö) 


n  -  .«; 

Fn, 

F 

■^  13? 

■^21» 

-^"22  —  /*? 

■^  23  5 

-^317 

-^32> 

-^33  —  f^? 

F,, 

F„ 

Fs, 

F. 


F, 

0 


=  0 


sein.     Für  ^   sein  Wert  aus   (14)    eingesetzt   und   die  partiellen  Ab- 
leitungen ausgeschrieben: 


(16) 


+  nW, 


cxdy^ 

d^F 

dxdz^ 

SF 

dx  ' 


c^F 
dxdy' 

dy'~ 

d^F 

dydz' 
dF 


nW, 


d'F 
dxdz' 

d^F_ 

dy  dz ' 

d^F 


dz^ 


dF^ 

dz  ' 


dF 

dx 

dF 

dy 

dF 

dz 
0 


=  0. 


Dies  ist  für  die  Plächendarstellung  (II)  die  quadratische  Gleichung 
der  Hauptkrümmungen.  Aus  ihr  ergibt  sich  im  besonderen  für  das 
Produkt  ^1^2  der  übersichtliche  Ausdruck 


(17) 


K  = 


—  1 


{F,' +  Fi -\- Fiy 


Fn     -^12     ^13     F^ 


Fn 
Fol     Fi 


81 

F, 


32 


-K)«    Fe, 


F. 


23 


F.      F.       0 
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Nach  Bestimmung  von  ^  lassen  sich  die  Richtungskosinus  a,  h,  c 
ihren  Verhältnissen  nach  aus  dem  homogenen  System  in  bekannter 
Weise  darstellen  und  dann  mittels  der  Gleichung  (11)  bis  auf  ein 
Vorzeichen  vollständig  berechnen.  Zu  jeder  der  beiden  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  (15)  gehört  dabei  ein  System  von  Kosinus; 
jeder  Hauptkrümmung  wird  also,  wie  es  sein  muß,  eine  Haupttangente 
eindeutig  zugeordnet. 

Kommt  es  hierauf  nicht  an,  sondern  soll  nur  die  quadratische 
Gleichung  der  Haupttangenten,  die  wir  für  die  Flächendarstellungen 
(I)  und  (HI)  bereits  kennen,  auch  für  die  Darstellung  (II)  gebildet 
werden,  so  ist  aus  dem  Gleichungssystem  (13)  außer  v  auch  ,u  zu 
eliminieren.     Dann  ergibt  sich 


F^^a-j-F^,h  +  F,,c,     a, 

i\ 

(18) 

F.^a  +  F.^^h  +  F^^c,     h, 
F,,a  +  Fs,b  +  F,,c,     c, 

F, 

=  0 

oder 

nach  Multiplikation  mit  ds^ 

d'F    -,      ,     d'F    ,      ,     d'F    . 
-^— ,-  dx  4-  '„— „-  dy  -\-  w-TT-  dz, 
ox^           '    dxdy    "^       dxdz       ' 

dx, 

dF 
dx 

(19) 

d^F    ,      ,     d^F    .      ,     d^F    , 
5  ^    dx  +  — „-»-  dy  +  r.    v^-  dz, 
oydx              oy^      ^       oycz       ' 

dy, 

dF 
dy 

d^F   , 

o — ?r~  d 
dz  dx 

'^■^dzdy'^y^    dz^    ^''' 

dz, 

dF 
dz 

Bei  dieser  Schreibweise  kommt  die  Relation  (11)  nicht  mehr  in  Be- 
tracht. Die  Differentiale  sind  nur  der  Bedingung  (6)  unterworfen, 
aus  der  man,  freilich  unter  Verzicht  auf  die  Symmetrie,  eines  der 
beiden  Differentialverhältnisse  entnehmen  könnte,  um  eine  quadratische 

Gleichung  für  das  andere  zu  erhalten.     Ist  dieses  etwa   -~ ,    so  geht 

die  Gleichung,  wenn  man  F(x,  y,  z)  -=  z  —  z{x,  y)  annimmt,  in 
§  25  (8)  (S.  80)  über. 

Schreibt  man  (19)  in  der  Form 

,  dF^,       dx,      F^  ' 

(20)  dF„      dy,      F,\==0 

dFs,      dz,      F^  '[ 
oder  kürzer 

[dF„       dx,      F,]  =  0,  ' 

und  führt  statt  der  ersten  partiellen  Ableitungen  von  F  die  Richtungs- 
kosinus der  Normale  mittels  der  Gleichungen  (2) 

F^=WX,        F,=  WY,        F,==WZ 
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wieder  ein,  so  kommt 

[WdX-i-  XdW,     dx,     TrX]  =  0 
und  nach  einigen  unmittelbar  ersichtlichen  Umformungen 

dx       dy        dz 


(21) 


X         Y        Z 

dX      dY      dZ 


=  0. 


Diese  Form  der  Bestimmungsgleichung  der  Haupttangenten  hat  mit 
der  speziellen  Darstellung  der  Fläche  nichts  zu  tun.  Man  muß  also 
aus  ihr  z.  B.  die  Gleichung  §  24  (5)  (S.  76)  wieder  herleiten  können. 

§30. 

Umformung   der  vorhergehenden    Gleicliiingen    durch   Einführung 

der  Richtungskosinus  der  Normale. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Untersuchung  hatte 
den  Zweck,  die  beiden  quadratischen  Gleichungen,  von  denen  die 
Hauptkrümmungen  und  die  Haupttangenten  abhängen,  so  darzustellen, 
daß  ihre  Koeffizienten  unmittelbar  aus  der  linken  Seite  der  Flächen- 
gleichung (H)  gebildet  werden  können.  Außerdem  ist  das  Auftreten 
von  Quotienten  möglichst  vermieden  worden.  Legt  man  speziell  auf 
diesen  Umstand  kein  Gewicht,   so  wird  man  grundsätzlich,  statt  mit 

den  Ableitungen  A—,  -^-,  ^^— ,  mit  den  Größen  X,  F,  Z  operieren, 

schon  ihrer  anschaulichen  Bedeutung  wegen.  Es  versteht  sich  von 
selbst,  daß  jene  Größen  nicht  in  jeder  beliebigen  Rechnung  durch 
diese  vertreten  werden  können,  weil  X,  Y,  Z  nur  von  den  Verhält- 
nissen F^:  F^:  F^  abhängen;  aber  in  dem  Ausdruck  der  Normal- 
krümmung, der  hier  überall  die  Grundlage  der  Untersuchung  bildet, 
kommen  eben  die  ersten  Ableitungen  bloß  in  den  Verbindungen 
X,  Y,  Z  vor. 

In  allen  auf  die  Flächendarstellung  (H)  bezüglichen  Formeln 
sollen,  wie  bisher,  unter  den  partiellen  Ableitungen  solche  im  eigent- 
lichen Sinne  verstanden  sein,  bei  deren  Bildung  also  x,  y,  z  als  von- 
einander unabhängig  angesehen  werden.  Die  Größen  X,  Y,  Z  gelten 
als  definiert  durch  die  Gleichungen  §  29  (2). 

Als  Ausgangsformel  werde  jetzt 

dxdX-\-  dy  dY  -{-  dzdZ 
^^  ^  dx^-{-dy^-\-dz^ 

(S.  74  (2))  angenommen.     Setzt  man  darin 


Weitere  Umformung  des  Ausdruckes  von  n. 
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dX=  ^—  dx  -{•  K    dy  +  w-  dß, 
dx  ^    dy     ^        '^''       ' 


dz 


und  führt  wieder  die  Kosinus  a,  h,  c  ein,  so  erhält  man 

(1) 


—  n 


dX         o      ,       d  Y   -iq      ,        d  Z       q      , 

dx  dy  dz 


(dX       d_Y 
,dy        dx 


ah. 


(dY  ,    dZ\,       .    IdZ   .dX\  ^^    ,    (c 

Die  Funktion  von  a,  h,  c  ist  unter  den  Bedingungen 

(2)  a^^h^+c^-l  =  0 

(3)  ■  Xa  +  Yb  +  Zc  =  0 

(§  29  (11,  12))  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen;  d.  h.  es 
sind  die  partiellen  Ableitungen  von 

-w-.u  (a2+&2_^c2-  l)-2v'{Xa+  Yh  +  Zc) 
nach  a,  b,  c  zum  Verschwinden  zu  bringen. 


^(if-'^v+df+s^+c 


If  +  lf^^-ä-'x-O 


(4) 


Die  Multiplikation  mit  a,  b,  c  und  Addition  liefert 

(5)  IL  =  —  n 

und  demnach  die  Elimination  von  a,  b,  c  und  v    aus  (4)  und  (3): 


(6) 


(11+«)- 

dx    -dY 

dy  '^  dx' 

dx     dz 
dz^  dx' 

X 

dY       dX 
'dx  '^  dy' 

^(1-^4 

dY       dZ 
dz  +  dy' 

Y 

dz     d_x_ 

dx         dz' 

dz     dY 

dy  "^  ~dz  ' 

^(lf  +  4 

z 

X, 

Y, 

z, 

0 

-=0. 


Die  Determinante  auf  der  linken  Seite  ist  von  der  in  der  entsprechen- 
den Gleichung  §  29  (16)  dadurch  unterschieden,  daß  bestimmte  Ele- 
mente, die  dort  eingliedrig  sind,  hier  als  Binome  erscheinen.  Dies 
rührt  daher,  daß  in  der  Formel  §  29  (9)  die  Relationen 

Fu-F,,  (i,Ä;=l,2,3;*^/0 
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benutzt  sind,  dagegen  nicht  in  dem  Ausdruck  (1)  von  n,  der  jetzt 
den  Ausgangspunkt  bildet.  Wendet  man  sie  auch  hier  an,  so  kann 
man  in  jedem  der  drei  Binome,  die  in  (1)  als  Koeffizienten  von  hc,  ca 
und  ah  auftreten,  die  beiden  Bestandteile  in  einfache  Beziehungen  zu 
einander  bringen.     Es  werde  zur  Abkürzung 


1  dw 

w  dx  ~^^i' 

1   dW 

W  dy'~'^^'^' 

1    dW 

W  dz 

gesetzt,  so  findet  sich 

dY 
dz 

w,Y 

(7)                                  f 
^  ^                                      dx 

dX           ^ 

dz           3 

-  zv^Z 

dX  _ 
dy 

dY               ^r 

-iv^X. 

Wo 


Diese  Relationen  mögen  dazu  benutzt  werden,  aus  der  ersten  Zeile 
der  Determinante  die  Ableitungen  von  Y  und  Z  zu  entfernen  und 
die  beiden  folgenden  Zeilen  entsprechend  umzuformen.  Die  Glei- 
chung (6)  heißt  dann: 

2(~  +  n),    2l^-w,Y^w,X,     2^.^~  -  w,Z  +  w,X,  X 


dJ 


^^:;:-'^^2X  +  ^iY, 


dx 
dZ_ 
dx 


^^-^^■3^+  ««^1^^ 


X, 


dz 


-^n),    2'^-w,Zi-w,Y,    Y 


dY 

dz 


2^-,i;Yi-iv,Z,    2(||  +  n),    Z 


y, 


z, 


0 


Wird  nun  weiter  die  letzte  Zeile  der  Determinante,  nach  Multipli- 
kation mit  Wj,  w^  und  w^  der  Reihe  nach,  zur  ersten,  zweiten  und 
dritten  Zeile  addiert,  hierauf  dieselbe  Operation,  nur  für  —  ii\,  —  w^, 
—  w^  als  Multiplikatoren,  mit  den  Spalten  angestellt,  so  ergibt  sich 


^(11  + 


dY 
dx' 

dz_ 

dx' 

X. 


9    OX 

^\dy 

9    dZ 


+  »*), 


dX 
dz' 

X 

dY 
dz' 

Y 

dZ    .      \ 
dz   +*^)' 

Z 

z. 

0 

=  0. 


Endlich  kann  man   die  Determinante  auf  den   dritten   Grad  bringen, 
indem  man,  nach  Hinzufiigung  des  Faktors  —  2w  in  der  vierten  Zeile, 
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die  mit  X,  Y  und  Z  multiplizierte   erste,  zweite  und  dritte  Zeile  zu 
der  vierten  addiert  und  die  aus  der  Identität 


folgenden  Relationen 

dx 


(8) 


2:x 


dx 


2:x2=  1 


'  dv         '  cz 


benutzt.  Dann  werden  nämlich  die  drei  ersten  Elemente  der  vierten 
Zeile  gleich  Null,  das  letzte  gleich  Eins,  und  die  umgewandelte 
Gleichung  lautet  nach  Weglassung  des  Faktors  2^: 


(9) 


ox     '       ' 
dx' 

dx ' 


dx 

dX 

dy' 

dz 

dY  , 

dy^^^ 

dY 

dz 

dz 

dZ 

dy' 

dz 

+  n 


=  0. 


Sie  hat,  nach  Potenzen  von  n  geordnet,  die  Form 

scheint  also,   wenn  man  sie  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Entstehung  be- 
ti-achtet,  in  n  vom  dritten  Grade  zu  sein.     Aber  die  Größe 


C  = 


ist   in   Folge   der   in  X,   Y,  Z  homogenen   linearen   Gleichungen   (8) 
gleich  Null,  sodaß  sich  die  Gleichung  auf 

n^+  An  +  B  =  0 

reduziert.     Entnimmt  man  nun  A  und  B  aus  der  Determinante,   so 
findet  man  für  die  Summe  der  Hauptkrümmungen  die  elegante  Formel 

dX    .    dY   ,    dZ\ 


dX 

dx 

dx 

dx 

dy 

dz 

dY 

dY 

dY 

dx 

dy 

dz 

dz 

dz 

dZ 

dx 

dy 

dz 

_  (dX   ,   ^    >    dZ\ 
\dx  '^  dy   ^  dz}' 


(10)  H. 

und  für  das  Produkt: 

\dy    dz        dz    dy]       \dz   dx        dx   dz) 
dXdY       dXdY\ 


(11)  ^^y 

\dx  dy 

Knoblauch,  Differentialgeometrie. 


dy 


d_Y\ 
dx) 
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§  31. 
Umdrelmngsfläclieii. 

Unter  den  Flächen,  die  durch  spezielle  geometrische  Eigenschaften 
definiert  werden,  sind  die  Umdrehungsflächen  (Rotationsflächen) 
besonders  wichtig.  Eine  Umdrehungsfläche  entsteht  durch  ver- 
schiebungslose Drehung  einer  ebenen  Kurve  um  eine  feste,  in  ihrer 
Ebene  gelegene  Gerade,  die  Achse  der  Fläche.  Jeder  Punkt  der 
Kurve  beschreibt  dabei  einen  Kreis,  welcher  Parallelkreis  genannt 
wird;  die  erzeugende  Kurve  selbst  wird  als  Meridian  der  Umdrehungs- 
fläche bezeichnet. 

Behufs  einer  einfachen  analytischen  Darstellung  einer  solchen 
Fläche  nehme  man  die  Achse  als  ^- Achse,  die  Ebene,  in  der  die 
Meridiankui*ve  ursprünglich  gelegen  ist,  als  (rr-?)-Ebene  des  rechtwink- 
ligen kartesischen  Koordinatensystems  an.    Die  Gleichung  der  Kurve  [sei 

(1)  ,  =  f{x). 

Irgend  eine  durch  die  Achse  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in 
einer  zu  dieser  Kurve  kongruenten;  nimmt  man  demnach  in  der 
Schnittebene  ein  Koordinatensystem  (w,  z)  an,  das  denselben  Anfangs- 
punkt hat  wie  das  System  {x*j),  so  muß 

z  =  fiu) 
die  Gleichung  der  Schnittlinie  sein.    Nun  hat  man,  bei  der  Bedeutung 
von  u  als  Radiusvektor  in  der  (^i/)"  Ebene, 

(2)  u^=x^-^y^ 

für  alle  Punkte  einer  beliebigen  Meridiankurve;  demnach  ist 

(3)  z  =  /-(l/^H^?) 
die  Gleichung  der  Umdrehungsfläche. 

Um  die  Theorie  der  Hauptkrümmungen  auf  diese  Flächen  an- 
zuwenden, wird  man  sich  der  Formeln  des  §  25  bedienen,  weil  die 
darstellende  Gleichung  (3)  nach  z  aufgelöst  erscheint.  Für  Yx^^y^ 
soll  zur  Abkürzung  das  Zeichen  u  beibehalten  werden.  Dann  gelten 
für  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  z  nach  x  und  y 
die  Formeln  ^ 

'=    /"'w^s  +  rc^)^; 


w 
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Diese  Ausdrücke  können  für  die  vorliegende  Untersuchung  noch 
vereinfacht  werden.  Da  nämlich  die  Unidrehungsfläche  in  allen 
Punkten  eines  Parallelkreises  dieselbe  Gestalt  hat,  so  braucht  sie  nur 
für  einen  der  beiden  Punkte  betrachtet  zu  werden,  in  denen  der 
Parallelkreis  vom  Radius  u  die  (a;0)-Ebene  schneidet.  Nimmt  man 
den  Punkt,  für  welchen  a?  >  0  ist,  so  wird 

?/  =  0,     X  =  u, 
also 


P-=f'{^),     ??  =  0,     r  =  f\x),     s  =  0,     ^  = 


f{^) 


Führt  man  diese  Werte  in  §  25  (10)  ein,  nachdem  man  darin  n  =  — 
gesetzt  hat,  so  folgt 

c^^^^  Q^  -  a  yi+'r^y  (fix)  +  (1  +  fW)  ^-f)  Q 


oder 

^■*)  ^        ^\      fix)  '  fix) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 


+  (l+f(^)7=0 


-.( 


(i  +  fix)')^  _^x(l  +  f'ix)y■ 


0^(1  +/>)*) 

{x)r(x) 


-0. 


(5) 


Der  erste  Ausdruck  stimmt,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  mit  dem 
Krümmungshalbmesser  der  Meridiankurve  überein;  von  dem  zweiten 
ist  leicht  zu  zeigen,  daß  er,  ebenfalls  dem  absoluten  Betrage  nach 
genommen,  das  Stück  der  Normale  darstellt,  das  sich  von  dem  be- 
trachteten Punkte  bis  zur  Achse  erstreckt.  In  der  Figur  hat  man 
nämlich 


und  da 
ist: 


=  a;^  +  x^  ctg^  ip 
=  x^{l  +  ctg2  {7t 


9)), 


tg(p  =  f'{x) 


AN' 


rixr 

Nach  dem  Zeichen  von 


Fig.  10. 


richtet  es  sich,  ob  die  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte,  also  das 
Krümmungszentrum  M  des   Meridians    und   der   Schnittpunkt  N  der 

17  * 
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Normale  mit  der  Achse,  durch  die  Fläche  von  einander  getrennt  sind 
oder  nicht.  Die  Bedeutung  dieses  Vorzeichens  für  die  Gestalt  der 
Meridiankurve  tritt  am  anschaulichsten  hervor,  wenn  längs  der  Kurve 
nicht  z  als  Funktion  von  x,  sondern  umgekehrt  x  als  Funktion  von  z 

betrachtet  wird, 

x  =  g{z). 

Zur  Transformation  der  Resultate  kann  man  sich  der  Formeln  aus 
der  Theorie  der  inversen  Funktionen 

bedienen;  sie  liefern  im  besonderen 


rt  —  8"=  —     ^  ^  ^ 


g{z')9'{^Y 


Hiernach  ist  rt  —  s^  positiv,  wenn  g{z)  und  g"{z)  ungleiche  Vor- 
zeichen haben,  negativ  im  entgegengesetzten  Falle.  D.  h.  die  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte liegen  auf  derselben  oder  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Fläche,  je  nachdem  die  Meridiankurve  der  Achse 
die  konkave  oder  die  konvexe  Seite  zukehrt. 

Unter  den  Flächen,  für  welche  die  zweite  Annahme  gilt,  ist  die- 
jenige bemerkenswert,  bei  der  M  und  N  gleichen  Abstand  vom  Flächen- 
punkte A  haben,  für  die  also  die  Bedingung 

?1  +  (>2  =  0 

gilt.  Die  0-Koordinate  dieser  Fläche  muß  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

(6)  (1  +  q^)r  -  2pqs  +  (1  +  p')t  =  0 

genügen,  die  aber,  weil  es  nur  auf  den  Meridian  ankommt,  durch  die 
gewöhnliche  Differentialgleichung 

xfXx) -^  f'{x)(l  +  fW)  =  0 

vertreten   werden  kann.     Setzt   man,   da  f(x)  nicht   explizite  auftritt, 

«,/  s        dz  f 


so  hat  man  /  aus 
oder 


z'dz'  dz'       dx 

1  -f-  ^'*         ^'  ^ 
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zu  bestimmen.     Die  Integration  liefert 

z'        a 

,  aäx 

dz  =  — 


■}/x^  —  a' 


z  —  z^ 


Yx^  —  d?  -\-  X  =  ae    « 


für  a  und  z^  als  willkürliche  Konstanten.    Bildet  man  aus  der  letzten 


Gleichung 


z  —  z^ 


Yx^  —  a^  —  X  =  —  ae        « 
und  eliminiert  die  Wurzelgröße,  so  erhält  man 

x  =  ^[e    a     -f-e        a    j , 

Das  ist  die  Gleichung  einer  Kettenlinie.  Die  hier  betrachtete  Um- 
drehungsfläche, deren  Meridian  die  Kettenlinie  ist,  wird  als  Katenoid 
bezeichnet. 

Da  für  die  Umdrehungsfläche  eine  Verschiebung  des  Koordinaten- 
anfangspunktes längs  der  ^f-Achse  ohne  Bedeutung  ist,  so  darf 

00=0 

gesetzt,  also  die  Gleichung  der  Kettenlinie  in  der  Form 

(7)  ^  =  |-(e«+e~«) 
oder 

(8)  X  =  a  cosh  — 

angenommen  werden. 

Sollen  die  Koordinaten   der  Umdrehuugsfläche   durch  zwei  unab- 
hängige Variable  dargestellt  werden,  so  kann  man  » 

X  =  u  cos  V 
(10)  y  =  usinv 

z  =  fiii) 

setzen,  was  der  Einführung  von  Polarkoordinaten  in  der  (a;i/)-Ebene 
entspricht.  Die  Linien  v  =  const.  sind  die  Meridiane,  u  =  const.  die 
ParaUelkreise  der  Fläche.     Für  das  Linienelement  ergibt  sich  aus 

dx  =  cos  vdu  —  u  sin  vdv 
dy  =  ^mvdu  -\-  ucoBvdv 
dz  =  f'{u)  du 
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die  Gleichung 

(11)  ds^={l  +  f'{u?)dii^  +  u^dvK 

Die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  haben  hiernach  die  Werte 

(12)  E^l+f'{u)\        F=0,         G  =  u\ 

Nach  §  10  ist  F  =0  das  Kennzeichen  dafür,  daß  die  Meridiane  und 
die  Parallelkreise  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Die  Ausdrücke  (12)  können  in  bestimmter  Hinsicht  noch  ver- 
einfacht werden.    Es  werde  eine  neue  Variable  u'  durch  die  Gleichung 

yV+f'iuY  du  =  du' 
oder 

u 

(13)  jVl  +7W  äu^u 

definiert,  d.  h.  es  sei  u  die  Bogenlänge  des  Meridians,  gerechnet  von 
dem  zu  u  =  Uq  gehörenden  Punkte  aus.  Die  Funktion  f  sei  so  be- 
schaffen, daß  sich  auch  umgekehrt  für  einen  gewissen  Bereich  von  u' 
die  Größe  u  als  eindeutige  Funktion  von  u, 

herausstellt.  Zu  einem  konstanten  Werte  von  u  gehört  hiernach 
wieder  ein  konstanter  Wert  von  u,  und  umgekehrt;  d.  h.  die  Gleichung 
u'  =  const.  stellt  ebenfalls  die  Schar  der  Parallelkreise  dar.  Schreibt 
man  schließlich  für  ii   wieder  u,  so  geht  (11)  über  in 

(14)  ds^^du^-}-f(uydv^, 
was  für  die  Fundamentalgrößen  die  Formeln 

(15)  ^=1,         F=0,         G^xi^{uf 

liefert.  Man  kann  also  dadurch,  daß  man  die  Parallelkreise  und  die 
Meridiane  einer  Umdrehungsfläche  als  Koordinaten linien  annimmt  und 
den  Parameter  der  Parallelkreise  passend  wählt,  bewirken,  daß  eine 
der  Fundamentalgrößen  eine  Funktion  dieses  Parameters  allein  wird, 
während  die  beiden  anderen  konstante  Werte  haben. 

Die  zweite  Fundamentalgröße  ist,  wie  es  wegen  der  geometrischen 
Bedeutung  der  Koordinatenlinien  der  Fall  sein  muß,  nach  der  Trans- 
formation gleich  Null  geblieben. 

Eine  Vereinfachung  der  Formel  (11)  läßt  sich  noch  auf  andere 
Weise  erzielen.     Setzt  man 


ds'  =  M»  ( -^  -^f^""^' du'+dv'^, 
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definiert   eine  neue  Veränderliche  Mj    durch  die  Differentialgleichung 


nimmt,  den  eben  gemachten  Voraussetzungen  entsprechend, 

an  und  schreibt  endlich  auch  für  u^  wieder  u,  so  ergibt  sich 

(16)  ds^^vj,(u)\du^+dv^). 

Hier  sind  die  erste  und  dritte  Fundamentalgröße  gleich  einer  und 
derselben  Funktion  von  u  allein,  und  die  zweite  ist  wieder  gleich 
NuU,  weil  auch  die  zweite  Transformation  das  Koordinatennetz  als 
solches  nicht  geändert  hat. 

Um  nun  beispielsweise  das  Linienelement  des  Katenoids  zu  be- 
rechnen und  dafür  die  eben  angedeuteten  Transformationen  durchzu- 
führen, braucht  man  nicht  bis  zu  der  aus  (7)  folgenden  Bestimmung 
für  f(u) 

„  /  li^l         _/(^)\ 

aufzusteigen,  sondern  kann,  da  nur  die  erste  Ableitung  von  f(u)  ge- 
braucht wird,  bei 

7  adu 

dz  =  —~ -. 

y«*  —  a» 

stehen  bleiben.     Dann  folgt- 

(17)  ds^  =  ~^^^diC^  ^  uHv\ 

Wird  die  Bogenlänge  u  der  Kettenlinie  vom  Scheitelpunkte  (a,  0) 
aus  gerechnet,  so  ist  die  Differentialgleichung 

=  du 


unter  der  Nebenbedingung 

M  =  a,     w'  =  0 
zu  integrieren,  was 

li  =  "j/m^  —  a^ 

(18)  ds^  =  rfw'2  4-  (w'2  +  a^)dv' 

liefert. 

Setzt  man  andererseits 

du  , 

--r-=z  =  du. 

yw»  — a»  ^ 
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und  läßt  auch  für  Mj  den  Wert  Null  zu  ^^  =  a  gehören,  so  erhält  man 


u  =  —  (e"i  +  e~  "i)  =  a  cosh^<^ 
(19)  ds^  =  a^  coshhi^^du,^  +  dv^). 

§  32. 
Schnitt  einer  Fläche  mit  ihrer  Tangentialebene. 

Von  der  Gestalt  einer  Fläche  in  der  Nähe  eines  gegebenen  Punktes 
kann  man  sich  nach  Dupin  dadurch  eine  anschauliche  Vorstellung 
verschaffen,  daß  man  die  Fläche  durch  eine  der  Tangentialebene 
parallele  und  ihr  benachbarte  Ebene  schneidet.  Zuerst  aber  soll  über 
den  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Tangentialebene  selbst  etwas  ausge- 
sagt werden.  Die  Frage  nach  einem  solchen  Schnitt  ist  deshalb  be- 
rechtigt, weil  die  Vorstellung,  die  man  aus  der  elementaren  Stereo- 
metrie von  der  Kugel  her  mitbringt,  die  Berührungsebene  habe  mit 
der  Fläche  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein,  schon  für  andere 
Flächen  2.  Grades  versagt.  Bildet  man  z.  B.  für  das  hyperbolische 
Paraboloid 

(1)  2s  =  ^-|  (a>0,  6>0) 

die  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  Ä  ^  {xys)  aus 

(2)  i-2=p{l-x)  +  q{\)~y) 
(S.  46),  so  erhält  man  wegen 


2^  =  jt I— 

a          b 

X                               '. 

die  Gleichung 

(3) 

i  +  '-i-T 

Mit  der  Flächengleichung  zusammengestellt  liefert  sie 

a  b        ~^' 
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Die  Tangentialebene   schneidet  demnach   die  Fläche   in  zwei   geraden 
Linien,  die  bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  Ä  immer  je  einer  festen 
Ebene    parallel  sind.     Es   sind    die   beiden    erzeugenden  Geraden   de» 
hyperbolischen  Paraboloids. 
Es  sei  jetzt  allgemein 

ä  =  <l,  9) 
die  Flächengleichung,  die  demnach  zusammen  mit  (2)  die  Schnittlinie 
der  Fläche  und   der  Tangentialebene  des  Punktes  Ä  darstellt.     Nach 
der  Taylorschen  Formel  kann  man  setzen 

(5)  5  =  0{x,  y)  +p{l  -x)-]r  g(9  -  v) 

+  \{r{i  -  xy+  2s{i  -  ^)(9  -y)  +  t{\)  -  yf)  +  •  •  • , 

wobei  man  sich  die  Entwickelung  irgendwo  abgebrochen  und  ein 
Restglied  hinzugefügt  zu  denken  hat.  Die  Untersuchung  wird  sehr 
vereinfacht,  wenn  man  das  Koordinatensystem  in  der  im  §  26  (S.  83)  be- 
schriebenen Weise  wählt,  also  namentlich  den  Punkt  A  als  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten,  die  Tangentialebene  (2)  als  (:Ki/)-Ebene  an- 
nimmt. Die  Flächengleichung  (ö)  lautet  dann,  da  x,  y,  z,  p,  q  gleich 
Null  sind, 

(6)  i  =  ^(rf+2sit)  +  tt)')+---- 

Stellt  man  sie  mit  §  =  0  zusammen,  so  kann  man  die  Gleichung  der 

Schnittkurve 

CO  fih  9)  ^  {■{rf^2s^t)  +  tf)  +  .  •  •  =  0 

nach  der  Methode  behandeln,  die  aus  der  Theorie  der  ebenen,  .auf 
ein  zweiachsiges   Koordinatensystem    bezogenen   Kurven   bekannt    ist. 

Es  wird 

dfix,  y) 


ox 

dfix,  y) 
dy 


=  rx  -\-  sy  -\- 


sx  -{-  ty  -\- 


und  da  diese  Ausdrücke  für  x  =  0,  y  =  0  verseh winden,  so  ist  der 
Berührungspunkt  der  Tangentialebene  ein  singulärer  Punkt  ihrer 
Schnittlinie  mit  der  Fläche.  Von  welcher  Art  die  Singularität  ist^ 
muß  mit  Hilfe  der  höheren  Ableitungen  entschieden  werden,  richtet 
sich  also  im  allgemeinen  nach  den  Bedingungen 

d.  h. 
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Denn 

dxdy  ' 


dy' 

gehen  für  x  =  0,  ?/  =  0  in  r,  s,  t  über.  Im  besonderen  kann  der 
Berührungspunkt  ein  isolierter  Punkt  der  Kurve  sein,  für  X  >  0. 

§33. 
Der  Dupinsclie  Kegelschnitt. 

Das  eben  wieder  benutzte  spezielle  System  kartesischer  Koordi- 
naten werde  nun  dadurch  noch  enger  begrenzt,  daß  man  die  beiden 
ersten  Achsen  mit  den  Haupttangenten  zusammenfallen  läßt  und  die 
positive  Richtung  der  dritten  Achse  passend  wählt.     Nach  §  26  darf 

dann 

s  =  0 

gesetzt  werden.  In  der  obigen  Flächengleichung  (6)  fällt  aus  den 
Gliedern  zweiter  Dimension  das  mit  J^  weg,  und  die  Gleichung  selbst 
lautet,  wenn  jetzt  auch  die  Glieder  dritter  Dimension  angegeben  werden: 

Die  Koeffizienten 

■^30?  ^21?  ^12?  '^03 

bedeuten  die  partiellen  Ableitungen 

dx*  ^        dx^dy'        dxdy*'        dy^  ' 
und  zwar  hier  für  x  =  y  =  0. 

Die  Fläche  soll  jetzt  durch  eine  der  Tangentialebene  paraDele 
Ebene 

(2)  ä  =  e 

geschnitten  werden,  deren  Abstand  |  ^  |  von  der  Tangentialebene 
unendlichklein  ist.  Ersetzt  man  in  dem  Gleichungspaar  (1,  2)  die 
erste  Gleichung  durch 

(3)  i(n,J^  +  n,9^)  +  -..  =  e 

und  betrachtet  nur  unendlichkleine  Werte  von  J  und  \),  also  solche 
Punkte,   die   dem   gegebenen  unendlichnahe  liegen,    so  können  schon 
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die  Glieder  dritter  Dimension  gegen  die  der  zweiten  vernachlässigt 
werden,  falls  keine  der  beiden  Größen  w^  und  n^  gleich  Null  ist.    Denn 

ifi^sol  +  --^^oi^)  ist  gegen  ^^n,f, 

unendlichklein.     Wird  nun  demgemäß  die  Gleichung  auf 
oder 

abgekürzt,  so  stellt  diese,  immer  mit  (2j  zusammen,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  dessen  Halbachsenquadrate  den  absoluten  Beträgen  von 
2t,Qi  und  2 ^^2  gleich  sind.  Ist  er  geschlossen,  so  begrenzt  er  einen 
unendlichkleinen  Flächeninhalt;  und  man  sagt  deshalb  allgemein,  eine 
der  Tangentialebene  parallele  und  unendlichnahe  Ebene  schneide  die 
Fläche  in  einem  unendlichkleinen  Kegelschnitt.  Er  wird  als  der 
Dupinsche  Kegelschnitt  (die  Indikatrix)  der  Fläche  für  den  ge- 
gebenen Punkt  bezeichnet. 

In  diesem  Ergebnis  liegt  der  eigentliche  Grund  für  den  Zu- 
sammenhang der  Theorie  der  Normalkrümmung  mit  der  Kegelschnitt- 
lehre (vgl.  S.  85). 

Die  verschiedenen  Formen,  die  der  Dupinsche  Kegelschnitt  haben 
kann,  hängen  von  dem  Vorzeichen  des  Produktes  der  Hauptkrüm- 
mungsradien ab.  Ist  dieses  Produkt  positiv,  d.  h.  jE"  >  0,  haben  also 
p^  und  ^2  dasselbe  Vorzeichen  e,  so  daß 

ist,  für  q[  und  q^  als  positive  Größen,  so  wird  für 

t  =  et'      (r>o) 

der  Kegelschnitt  eine  Ellipse 

für 

dagegen  imaginär,  der  Gleichung 

1^    I       ^'  1 

gemäß.  Die  beiden  Annahmen  über  ^  gehören  zu  Ebenen  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Tangentialebene.     Man  hat  also  das  Resultat, 
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daß  wenn  das  Produkt  der  Hauptkrümmungen  in  dem  betrachteten 
Punkte  positiv  ist,  die  Fläche  in  dessen  Nähe  ganz  auf  einer  Seite 
der  Tangentialebene  liegt.  Ein  solcher  Punkt  wird  als  elliptisch 
bezeichnet,  und  man  sagt,  daß  die  Fläche  in  ihm  konvex  ist  —  näm- 
lich gegen  die  Tangentialebene. 

Haben    zweitens    q^    und    q^    verschiedene  Vorzeichen,    d.  h.    ist 
Ä^<  0,  so  daß  für  q^  =  6q[ 

92  =  —  £?2 
gesetzt  werden  muß,   so   heißt   die   zweite  Gleichung  des  Dupinschen 
Kegelschnitts  unter  der  Annahme  ^  =  s^' 

und  für  ^  =  —  st,' 

=  -1. 


Beide  Kurven  sind  jetzt  reell.  In  die  Tangentialebene  selbst;  verlegt 
würden  es  zwei  konjugierte  Hyperbeln  sein.  Ist  also  das  Produkt 
der  beiden  Hauptkrümmungen  negativ,  so  liegt  die  Fläche  in  der 
Nähe  des  betrachteten  Punktes  auf  beiden  Seiten  der  Tangentialebene, 
oder  diese  Ebene  schneidet  die  Fläche.  Für  einen  solchen  Punkt 
heißt  die  Fläche  konvex-konkav  (sattelförmig),  der  Punkt  selbst 
wird  als  ein  hyperbolischer  bezeichnet. 

Die  im  §  25  für  Flächen  zweiten  Grades  gefundenen  Resultate 
lassen  sich  hiernach  dahin  aussprechen,  daß  der  Dupinsche  Kegel- 
schnitt für  das  EUipsoid,  das  zweischalige  Hyperboloid  und  das  ellip- 
tische Paraboloid  allenthalben  eine  Ellipse,  für  das  einschalige  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid  eine  Hyperbel  ist.  D.  h.  die 
drei  ersten  Flächen  sind  überall  konvex,  die  beiden  anderen  konvex- 
konkav. Für  den  Kegel  aber  hören  die  obigen  Ergebnisse  der  Dupin- 
schen Anschauungsweise  auf  zu  gelten,  weil  für  jeden  seiner  Punkte 
eine  der  beiden  Hauptkrümmungen  gleich  Null  ist. 

Um  zu  untersuchen,  was  für  K=0  eintritt,  betrachten  wir  zu- 
nächst den  speziellen  Kegel 

(5)  i-^-2(9-2/o)g  =  0. 

Seine  Spitze  liegt  im  Punkte  (0,  p^,  0);  zu  seinen  Kanten  gehört  die 
^-Achse.     Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  (xy^) 

(6)  ^?-^t)-(?/-«/o)ä  +  2/o^  =  0 

geht  für  einen  von  der  Spitze  verschiedenen,  sonst  beliebigen  Punkt 
der  «/-Achse,  z.  B.  auch  für  den  Koordinatenanfangspunkt,  in 

5^  =  0 
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über.  Wie  vorher  ist  nun  aus  der  Flächengleichung  §  als  Funktion 
von  J  und  t)  darzustellen,  die  Funktion  für  unendlichkleine  Werte 
ihrer  Argumente  zu  entwickeln  und  1  =  t,  hinzuzunehmen.  Auf  diese 
Weise  ergibt  sich 

/QN,  ^^ f'   _  f^  _  xV  _ 

^^  ^         ^Vo      ^yi      ^yi 

Da  rechts  die  Glieder  von  der  dritten  Dimension  an  gegen  das  An- 
fangsglied vernachlässigt  werden  können,  so  darf  man  (8)  auf 

(9)  i'=-2y,t 

abkürzen;  eine  Gleichung,  der  nur  dann  eine  geometrische  Bedeutung 
zukommt,  wenn  y^  und  t,  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben.  Der 
Kegel  liegt  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  auf  einer  Seite  der  Tan- 
gentialebene, und  der  Dupinsche  Kegelschnitt  zerfällt  in  zwei  parallele 
gerade  Linien. 

Allein  diese  Resultate  lassen  sich  nicht  allgemein  auf  Punkte 
einer  beliebigen  Fläche,  in  denen  eine  Hauptkrümmung  Null  ist, 
übertragen.     Es  sei  n^^  t  =  0,   also   die  Flächengleichung  nach  (1): 

(10)  2s  =  rj2+  i(^3oS'+  3^21  J'9  +  ^^nlf'r^ozf)  +  •  •  •  • 

Wie  für  K^O  können  die  beiden  Glieder  dritter  Dimension  ^^^q'^^ 
und  -2^21?^ 9  gögö^  ^'i'^  vernachlässigt  werden,  aber  nicht  mehr  die 
beiden  folgenden.  Nur  darf  das  vorletzte,  wenn  das  letzte  wirklich 
vorkommt,  also  ^^3  nicht  gleichzeitig  mit  t  verschwindet,  weggelassen 
werden.  Denn  unterwirft  man  die  unendlichkleinen,  voneinander  un- 
abhängigen Größen  den  Bedingungen 


so  wird 


i\)'  ^ ;  i' t)*  1^  ^  f  i^  1 1)«  ^  \)^<dKdK\t)^ 


also  I  J  t)^  I  unendlichklein  gegen  d.  Wenn  demnach  zu  ^  =  0  keine 
weiteren  Bedingungen  hinzutreten,  so  kann  man  die  Fläche  in  der 
Nähe  des  Nullpunktes  durch  die  spezielle  Fläche  dritter  Ordnung 

(11)  i  =  -lrfi-i^,,f 

ersetzen.  Die  parallel  der  Tangentialebene  in  unendlich  kleinem  Ab- 
stände geführten  ebenen  Schnitte 

(12)  .  ^^^ 
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sind  für  ^  ^  0  reell.  Will  man  einen  Fläclienpunkt,  für  den  K  =  0 
ist,  den  elliptischen  und  hyperbolischen  Punkten  entsprechend  als 
parabolisch  bezeichnen,  so  darf,  wie  wir  sehen,  der  Grund  für  diese 
Bezeichnung  nicht  etwa  darin  gesucht  werden,  daß  der  Dupinsche 
Kegelschnitt  eine  Parabel  wäre;  die  Benennung  kann  aber  dadurch 
gerechtfertigt  werden,  daß  die  Tangentialebene  die  Fläche  im  all- 
gemeinen in  einer  Neilschen  Parabel 

(13)  n-^+i%9'=o 

schneidet.     Der  Berührungspunkt  ist  Rückkehrpunkt  dieser  Kurve. 

Für  jST  >  0  und  K  <C0  ist  noch  je  eine  besondere  Annahme  be- 
merkenswert.    Im  ersten  Fall  kann  für  spezielle  Punkte 

9i  =  92 
sein;  der  Dupinsche  Kegelschnitt  ist  dann  ein  Kreis 

wodurch  der  Name  Kreispunkt  für  einen  solchen  Flächenpunkt  er- 
klärt wird  (vgl.  S.  78).     Für  ^  <  0  kann 

Qi  =  -  ?2 
vorausgesetzt,  also  angenommen  werden,  daß  für  besondere  Punkte 
die  Hauptkrümmungsmittelpunkte  in  gleichen  Abständen  von  der  Fläche, 
aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  liegen  (vgl.  S.  100).  Der  Dupinsche 
Kegelschnitt  wird  eine  von  zwei  konjugierten  Hyperbeln,  die  für  die 
beiden  verschiedenen  Vorzeichen  von  ^  in  der  Gleichung 

enthalten  sind. 

Die  Kreispunkte  können  z.  B.  für  das  Ellipsoid  leicht  aus  den 
Gleichungen  §  25  (14)  in  Verbindung  mit  (15)  und  (16)  ermittelt 
werden.  Setzt  man  die  Kreisschnitte  der  Fläche  als  bekannt  voraus, 
so  kann  man  die  Kreispunkte  unmittelbar  als  Berührungspunkte  der 
Tangentialebenen  darstellen,  die  diesen  Schnitten  parallel  sind.  Es  er- 
geben sich  vier  Punkte  in  der  Ebene  der  größten  und  kleinsten  Achse, 
deren  Koordinaten  den  Gleichungen 

■^     —  ^2  _   c2         '  y   —    ^y  ^     —  «S  _    g2 

genügen. 

§34. 
Konjugierte  Tangenten. 

Ist  der  Dupinsche  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so 
kann  man  nach  den  Flächentangenten  fragen,  die  konjugierten  Durch- 
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messern  der  Kurve  entsprechen.  Solche  Tangenten,  und  ebenso  die 
durch  sie  gehenden  Normalschnitte,  heißen  selbst  einander  konju- 
giert. Es  seien  w  und  tv'  die  durch  positive  Drehung  entstandenen, 
<  7C  vorausgesetzten  Richtungswinkel  der  beiden  Durchmesser  gegen 
die  erste  Hauptachse.     Die  Bedingung  der  Konjugation  lautet 

,-.-.  coaw  cos  m;'  sinw  ainw'        ^ 

oder,  in  den  Hauptkrümmungen  statt  in  den  Hauptkrümmungsradien 

geschrieben, 

(2)  Wi  cos  w  cos  w'  +  Wj  sin  wsinw'  =  0. 

Um  sie  unter  Voraussetzung  der  Flächend ar Stellung  (1)  in  eine  Relation 
zwischen  den  Bestimmungsgrößen  -j~  und  ^—  der  beiden  Tangenten 
umzusetzen,  kann  man  sich  der  Identität 

(Wi  cos^  w  -^  n^  sin^  w)  (%  cos^  tv'  -f-  ii^  sin^  w') 

—  (n^  cos  w  cos  w'  +  n^  sin  w  sin  wy  =  n^  n^  sin^  (w'  —  w) 

fr 

bedienen.  Die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Faktoren  auf  der  rechten 
und  im  ersten  Gliede  der  linken  Seite  sind  nämlich  nach  §  11  (9), 
§  24(18,  20)  und  §  26(8),  §  18  (5)  bekannt: 


sm^  (w  -  w)  = ^-^^-, 


LN—M^ 


n^n^  —        j,g- 


o        ,           .    9            Ldu-  4-2Mdudv  4-  Ndv* 
%  cos''  IV  +  Wj  sm''  IV  =  ' y-ä ' , 

und  der  letzten  Formel  entsprechend  ist 

n^  cos''  w  -\-  n^  sur  w  = ' ^-g 

Die  Einführung  dieser  Werte  in  (3)  liefert 

{Ldu''  +  2Mdudv  ^  Ndv^)  {Ldu^  +  2Möudv  +  Növ^) 

(4)  -  {LN  -  JP)  (dudv  -  dvdiif  = 

ds^ds^  {n^  cos  tv  cos  tv'  +  **2  ^^^  ^'  ^^^  ^^'')^- 

Nach  der  Identität  §  11(10)  (S.  34),  wenn  darin  E,  F,  G  durch 
X,  ilf,  iV  ersetzt  werden,  ist  aber 
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{Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^)  {Ldu^  +  2Mdu8v  +  Ndv^) 

(5)  —  (Lduöu  +  M{dudv  +  dvdu)  +  Ndvdvf  = 

(LiV  -  itf -)  (^Mdr  -  C?i'(jM.)2. 

Hiernach  wird  die  Gleichung  (2)  gleichbedeutend  mit 

(6)  Lduöu  +  M(dudv  +  r^vd«)  +  iV^<?«J^f'  =  0. 

Auf  dieselbe  Bedingung  wird  man  auch  durch  folgende  Aufgabe 
geführt,  die  auf  den  ersten  Anblick  mit  dem  Dupinschen  Kegelschnitt 
gar  keinen  Zusammenhang  zu  haben  scheint:  Es  soll  die  Beziehung 
zwischen  zwei  Tangenten  ermittelt  werden,  von  denen  die  eine  als 
Verbindungslinie  zweier  unendlichnahen  Punkte  Ä  und  S,  die  andere 
als  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen  in  Ä  und  B  betrachtet 
wird.     Es  sei 

Ä  =  {xyz),     B^  {x  -\-  dx,  y  +  dy,  z  -\-  dz). 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  ersten  Punkte  ist 

(7)  (j  -  x)  X  +  (t)  -y)'Y+{i-z)Z=0. 

Zur  Bestimmung  der  Schnittlinie  der  beiden  benachbarten  Ebenen 
hat  man  diese  Gleichung  mit  ihrem  Differential 

2;(i-  -x)dX-  EXdx  =  0, 
d.  h.  mit 

(8)  {i-x)dX^{\^-y)dY+{is-z)dZ=0 

zusammenzustellen.  Da  beide  Gleichungen  durch  die  gleichzeitigen 
Annahmen 

l  =  x,       \)-=y,       i  =  z 

befriedigt  werden,  so  kann  man  in  der  Tat  die  durch  sie  dargestellte 
Gerade  als  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  A  auffassen.  Denkt  man 
sie  sich  ebenso  wie  die  erste  als  Verbindungslinie  des  Punktes  A  mit 
einem  benachbarten 

C={x  +  dx,  y  -h  dy,  z  -\-  8z), 

setzt  also  ihre  Gleichungen  in  der  Form 

£  — «_  ^)  —  y^h  —  z 

8x  8y  Sz 


voraus,  so  erhält  man  aus  (8)  die  gesuchte  Beziehung 

(9)  dXdx  +  dYdy  +  dZ8z  =  0 

oder 
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nach  den  zweiten  Ausdrücken  der  Fundamentalgrößen  L,  M,  N 
(S.  75  (4))  mit  (6)  übereinstimmend.  Die  durch  die  obige  geome- 
trische Konstruktion  verknüpften  Tangenten  sind  also  konjugiert. 

Für  u  =  X,  V  =  y,  also  für  die  Fläehendarstellung  (III),  geht 
die  Gleichung  (6)  nach  S.  80  (7)  in 

(11)  rdxSx -\- s(dxdy  +  dydx)  i- tdydi/ =  0 
über. 

Werden  die  krummlinigen  Koordinaten  so  angenommen,  daß  in 
jedem  Punkte  die  Tangenten  an  die  Linien  v  ==  const.,  u  =  const.  ein- 
ander konjugiert  sind,  so  heißt  das,  jene  Gleichung  wird  durch 

dv  =  0,     Sil  =  0 

erfüllt,  und  umgekehrt.     Es  ist  also 

ilf=0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  diese  Annahme. 

Soll  eine  Flächentangente  sich  selbst  konjugiert  sein,  so  muß  in  (6) 

Sv dv 

du       du 

gesetzt  werden  dürfen.     Dies  gibt 

(12)  Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  0, 

d.  h.  bloß  die  Wendetangenten  (S.  86  (7))  genügen  der  gestellten  Be- 
dingung. Sie  sind  nur  für  Ä"  <  0  reell  und  entsprechen  dann  den 
Asymptoten  der  Dupinschen  Hyperbel. 

Die  Durchmesser  eines  Kegelschnitts,  die  gleichzeitig  konjugiert 
und  aufeinander  senkrecht  sind,  fallen  mit  den  Hauptachsen  zu- 
sammen. Und  da  den  Hauptachsen  die  Haupttangenten  der  Fläche 
entsprechen,  so  muß  deren  Bestimmungsgleichung  sich  aus  den  beiden 
Bedingungen  der  Orthogonalität  und  der  Konjugation  herleiten  lassen. 
Es  sei,  mit  unbestimmten  Koeffizienten  angesetzt, 

l^^du^ -{-  2l^^dudv  -\-l.22dv^=  0 

diese  Gleichung.     Die  erste,  aus 

Edudu  +  F{duöv  +  dv8u)  +  Gdvöv  =  0 

gefolgerte  Bedingung  war  (S.  46  (25)) 

Als  zweite  folgt  in  gleicher  Weise  aus  (6) 

(13)  iV?ii-2MZi2+i?22=0. 
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Die  Elimination  der  Verhältnisse  l^^ :  l^^ :  1^2  liefert  nun 


(14) 


JE  F  G 

L  M         N 

dv^     —  du  dv     du^ 


0, 


identisch  mit  S.  76  (5). 

Es  sei  endlich  noch  ein  Satz  erwähnt,  der  sich  denen  des  §  21 
an  die  Seite  stellen  läßt:  Die  Summe  der  Krümmungshalbmesser 
zweier  konjugierten  Normalschnitte  ist  konstant  und  gleich  der  Summe 
der  Hauptkrümmungsradien.  Vermöge  der  in  den  Paragraphen  27 
und  33  entwickelten  Anschauungsweise  erscheint  er  als  unmittelbare 
Folge  eines  bekannten  Satzes  der  Kegelschnittlehre.  Durch  direkte 
Ausrechnung  findet  man  mittels  (1) 

Wj  «2  (nj  cos*  w  -\-  n^  sin*  w) 


n^  cos'^  w  -\r  n^  B\n^  w  = 
9  = 


n\  cos*  w  -\-  n\  sin*  lo 
q\  sin*  w  -\-  q\  cos*  w 


Pi  sin*  w  -\-  Q^  cos*  w  ' 
und  da  nach  dem  Eulerschen  Satze 

(15)  P  =  — -^-¥^ — — 

ist,  so  folgt  in  der  Tat 

(16)  Q  +  9  -=  Qi+ Qi- 

§  35. 
Das  Gaußsche  Krümmungsmaß. 

In  unseren  bisherigen  Untersuchungen  über  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten  ist  fast  ausschließlich  von  Linien  auf  den  Flächen 
die  Rede  gewesen.  Die  Annahme,  daß  eine  Kurve  einer  bestimmten 
Fläche  angehört,  hat  die  Einführung  mehrerer  Größen  veranlaßt,  die 
in  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  nicht  vorkommen,  und 
von  diesen  Größen  ist  eine,  die  Normalkrümmung,  eingehend  diskutiert 
worden.  Eine  planmäßige  Erweiterung  der  Vorstellungen,  mit  denen 
man  in  der  Kurventheorie  operiert,  muß  jedoch  darauf  ausgehen,  die 
Theorie  der  Krümmung  der  Flächen,  wenigstens  bei  der  Festlegung 
der  Grundbegriffe,  von  den  Ergebnissen  der  Kurventheorie  unabhängig 
zu  machen.  Gauß  hat  diesen  Schritt  getan  und  ist  dadurch  auf  einen 
der  wichtigsten  Begriffe  der  Differentialgeometrie  überhaupt,  das 
Krümmungsmaß,  geführt  worden.  Nun  würde  es  beim  Fortschreiten 
auf  dem   im  §  18  eingeschlagenen  Wege  allerdings  erforderlich  sein, 
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der  Diskussion  der  Normalkrümmung  die  der  Tangentialkrümmung 
und  der  geodätischen  Windung  einer  Flächenkurve  folgen  zu  lassen. 
Die  Erklärung  des  Krümmungsmaßes  an  dieser  Stelle  rechtfertigt 
sich  jedoch  dadurch,  daß  die  Gaußsche  Betrachtungsweise,  ebenso  wie 
die  Dupinsche,  auf  die  Theorie  der  Normalkrümmung  zurückführt. 

Schon  bei  der  Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie 
der  ebenen  Kurven  wird  die  Krümmung  auf  den  Kontingenzwinkel 
gegründet,  den  Winkel  zweier  benachbarten  Tangenten  der 
krummen  Linie  (vgl.  S.  11).  Eine  unmittelbare  Verall- 
gemeinerung dieses  Begriffs  auf  zweifache  Mannigfaltig- 
keiten verbietet  sich  von  selbst,  weil  von  jedem  Flächen- 
punkte unendlich  viele  Tangenten  der  Fläche  ausgehen. 
Allein  man  kann  den  Kontingenzwinkel  durch  den  Winkel 

Fig.  11. 

benachbarter    Normalen    der    Kurve     ersetzen.      Genauer: 
Nachdem    für    die    Normale    eine    positive  Richtung   fest- 
gelegt ist,  zieht  man  durch  den  Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten, betrachtet  als  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom  Radius 
Eins,  Radien  parallel  den  positiven  Normalen  in  den  Punkten 
zwischen  Ä  und  B  und  bildet  dadurch  den  Bogen  AB  auf         ^^' 
die  Peripherie  des  Kreises  mittels  eines  Kreisbogens  AB  ab.     Liegen 
Ä  und  B,   A  und  B   einander   unendlichnahe,    so   ist   der  Bogen   AB 
das  Maß  des  Kontingenzwinkels  (Fig.  11  und  12). 

Diese  Konstruktion  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  krumme  Flächen 
übertragen.  Durch  den  Koordinatenanfangspunkt,  als  Mittelpunkt  einer 
Kugel  vom  Radius  Eins,  mögen  Strahlen  parallel  zu  den  positiven 
Normalen  aller  Punkte  eines  gegebenen  Flächen  Stückes  gezogen  werden. 
Jedem  dieser  Punkte  entspricht  dann  auf  der  Kugeloberfläche  der 
Endpunkt  eines  bestimmten  Halbmessers,  und  bei  passender  Begrenzung 
des  Flächenstückes,  die  wir  voraussetzen  wollen,  gehören  zu  verschie- 
denen Punkten  der  ersten  auch  getrennte  Punkte  der  zweiten  Fläche. 
Man  sagt,  daß  die  gegebene  Fläche  durch  parallele  Normalen  auf  die 
Einheitskugel  abgebildet  werde,  und  nennt  das  Flächenstück  auf  der 
Kugel,  das  die  Gesamtheit  aller  Bildpunkte  enthält,  das  sphärische 
Bild  des  Stückes  auf  der  Ausgangsfläche. 

Ist  nun  das  abgebildete  Flächenstück  ein  unendlichkleines  Drei- 
eck ABC,  so  kann  der  Inhalt  dl^  des  Bilddreiecks  ABT  auf  der 
Einheitskugel  als  die  Größe  betrachtet  werden ,  die  dem  Kontingenz- 
winkel den  in  der  Theorie  der  einfachen  Mannigfaltigkeiten  entspricht, 
und  der  Quotient  aus  d2J  und  dem  Inhalt  dS  des  Dreiecks  ABC  als 

Verallgemeinerung  der  Krümmung  -p  •    Doch  soU,  im  Gegensatz  zum 

8* 
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Kontingenzwinkel,  d2]  mit  einem  Vorzeichen  behaftet  in  die  Theorie 
der  Krümmung  eingeführt  werden.  Von  den  Punkten  B  und  G  kann 
man  mit  unbegrenzter  Genauigkeit  annehmen,  daß  sie  in  der  Tangential- 
ebene des  Punktes  A  liegen.  Ebenso  liegen  B  und  V  in  der  Ebene, 
die  die  Einheitskugel  im  Punkte  A  berührt.  Vermöge  der  Abbildung 
durch  parallele  Normalen  sind  diese  Ebenen  einander  parallel.  Be- 
trachtet man  sie  von  derselben,  etwa  der  positiven  Seite  her,  so  kann 
die  durch  die  Punktfolge  A,  B,  V  bestimmte  Drehung  der  durch  A,  B,  C 
definierten  gleich-  oder  entgegenlaufend  sein.  Das  Krümmungs- 
maß Ä;  der  Fläche  im  Punkte  A  soll  nun  durch  die  Gleichung 

(1)  ^  =  ^df 

erklärt  sein,  wo  s  im  ersten  Falle  gleich  -f  1,  im  zweiten  gleich  —  1  ist. 
Um   den  Quotienten   zu   berechnen,   führen  wir  die  Projektionen 
von  dS  und  dU  auf  eine  und  dieselbe  Ebene,   etwa  die  (^^)- Ebene 
ein;  sie  seien  dF  und  d<t>.     Man  hat 

(2)  dF=±ZdS,    d<^==±ZdE, 

wo  das  Vorzeichen,  in  beiden  Formeln  übereinstimmend,  so  zu  wählen 
ist,  daß  die  rechten  Seiten  positiv  werden.     Ist  nun 

A  =  (xy0),    B^^{x-\-dx,  y  +  dy,  z-{-dz), 

C  =  (a;  -f-  8x,  y  +  8y,  ^  +  <^^) 
und  entsprechend 

A  =  (XrZ),     ^^{X  +  dX,  Y+dY,  Z  +  dZ) 

V  =  {X-\-8X,  Y+dY,  Z  +  dZ), 

so  gelten  für  die  Projektionen  dieser  Punkte  in  der  (a:i/)-Ebene  die 
Bestimmungen 

A  —  {^y\       Bq^{x  +  dx,  y  -t-  dy),        Cq  =  {x  +  8x,  y  +  dy), 

Ao^(Xr),     Bo^(X  +  6?X,  Y+dY),   V,^{X  +  dX,  Y+dY), 

und  es  ist  ferner 

dF=  ''-  (dxdy-dyöx) 

(3) 

d(t>  =  '^-  (dXöY-  dYdX). 

Unter  Benutzung   der  Gleichungen  (2)  und  '(3)   erhält  man  aus  (1): 

^   ^  s^{dxSy  —  dydx) 

£o  hat  den  Wert  -f  1  oder  —  1,  je  nachdem  der  Umlaufssinn  des 
Dreiecks    A^BqCq    mit    dem    durch    die    Drehung    der   ;r- Achse    zur 
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y-Aclise  bestimmten  identisch  ist  oder  nicht,  und  Bq  hat  für  das  Drei- 
eck Aß  Bq  Vq  dieselbe  Bedeutung.  Nun  befinden  sich  Äq  Bq  Cq  und 
Aq  Bf)  r^  in  ähnlicher  Lage,  d.h.  es  ist  £o'=  ^o?  "^enn  ABC  und  ABT 
ähnlich  gelegen  sind.    Dann  sollte  s  =  -\-  1  sein,  und  die  Gleichung  (4) 

liefert 

._.  ,  _  dXäY—dYdX 

^  ■^  dxdy  —  dySx 

Ist  der  Umlaufssinn  des  Dreiecks  ABT  dem  von  ABC  entgegen- 
gesetzt, so  sind  auch  die  Projektionen  nicht  in  ähnlicher  Lage,  und 
es  wird  Sq  =  —  «o*,  und  da  dann  £  =  —  1  sein  sollte,  so  bleibt  die 
Formel  (5)  bestehen.  Sie  muß  noch  von  den  Differentialen  befreit 
werden. 

Da  X  und  y  vor  der  ^-Koordinate  bevorzugt  worden  sind,  so  ist 
es  zweckmäßig,  sie  als  Parameter  der  Flächendarstellung  anzunehmen,  also 


dXdY-dYdX:=- 


dX  j      ,    dX  , 
j^dx  +  jydy, 


dY  ,      .    cY  -. 


dx 

dx 

dx 

dY 

dx 


dy 


dx 

dY 

dx 


Ä        1     ^Y  X 


dx 

dy 
dY_ 
dy 


dx  dy 
8x   dy 


(dx  dY     dx  ar\ . ,   .       j  X  \ 

Kd-xd^-jyjxj^^'^^y-^y^'') 


und  demnach 

(6) 


^^dXdY 

dx  dy 


dXdY 
dy  dx 

zu  setzen.  Die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungskosinus  der  Nor- 
male kommen  nur  paarweise  miteinander  multipliziert  vor,  und  man 
darf  daher  das  in  den  Formeln  S.  52  (16)  noch  enthaltene  Vorzeichen 
hier  weglassen,  d.  h.  von 


X  = 


—P 


ausgehen.     Dann  erhält  man 


0) 

woraus 
(8) 


dX 
dx 

dY 

dx 


pqs—jl-^  q^)r 


dX  ^  pqt-{l-{-q^s 


(y  +  2'  +  l)' 
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folgt.     Nach  S.  80(13)  ist  dies  mit 

(9)  li  =  K  =  n^  n^ 

gleichbedeutend;  das  Gaußsche  Krümmungsmaß  einer  Fläche 
ist  dem  Produkt  der  beiden  Hauptkrümmungen  gleich. 

Nachdem  dies  einmal  bewiesen  ist,  läßt  sich  der  Ausdruck  des 
Krümmungsmaßes  auch  für  die  beiden  anderen  Flächendarstellungen 
sofort  angeben,   und  es  ist  namentlich  für   die  erste,  nach  S.  77  (20), 

LN  —  M^ 

Im  Folgenden  soll  nun  überall  K  als  Zeichen  für  das  Krümmungs- 
maß benutzt  werden,  schon  um  eine  Verwechselung  mit  der  kurven- 
theoretischen Größe  k,  die  bei  der  Betrachtung  einer  Flächenkurve 
gleichzeitig   mit  dem  Krümmungsmaß  auftreten  kann,  zu  vermeiden. 

§  36. 

Ausdruck  des  Erümmungsmaßes 

durch  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung. 

Die  in  der  Formel 
\^)  ^        EG  —  F^ 

vorkommenden  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  sind,  von  dem 
gemeinsamen  Faktor  -^  abgesehen,  im  §  18  (S.  63)  als  Determinanten 

dargestellt  worden.  Man  kann  also  auf  die  beiden  Bestandteile  von 
LN —  M^  den  Multiplikationssatz  der  Determinantentheorie  anwenden. 
Es  werde  nach  Gauß  gesetzt: 

dxd^x  dy  d^y     .     dz  d^s    

dudu^  du  du*  du  du- 

^  ^  du  dudv       du  dudv       du  du  dv 

dxd^x  dy_d*y     .     dz_d*z    _      " 

du  dv^  dudv*     '     du  dv* 

dx  d*x  dy  c*y  dz  d*z    

dv  du*  dv  du*  dv  du* 

/Q\  djc   d*x        dy_    d^y_    .   dz_    d*z    _    , 

^  ^  dv  dudv       dv  dudv  ~^  dv  dudv 

dx  d*x  dy  d*y     .     dz  d*z    „ 

dv  dv*  dv  dv*  dv  dv*  ' 
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(4) 


Dann  wird 


du^  dv^       du*  dv^       du^  dv* 


d^Z    \2 


\dudv/         \dudv/     '    \dudv)         ^ 


8'x 

d^y 

d^z   i 

d^x 

d'y 

d^z 

du^ 

du^ 

du*  1 

dv^ 

dv^ 

dv* 

dx 

dy 

dz  \ 

dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz    1 

dx 

dy 

dz 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

dv 

a 

m 

n 

m" 

E 

F 

n" 

F 

G 

T^M^ 


d*x        d^y 


d'z 

dudv    dudv    dudv 

dx  dy  dz 

du  du  du 

dx  dy  dz 

dv  dv  dv 


ß 

m 

n 

m 

E 

F 

n' 

F 

G 

Die  sechs  Größen  m,  .  .  .n"  können  durch  die  sechs  ersten  partiellen 
Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  E,  F,  G  dargestellt 
werden,  deren  Ausdrücke  (S.  28)  bereits  eben  bei  der  Multiplikation 
der  Determinanten  wieder  benutzt  worden  sind.     Es  ergibt  sich 


m  = 


(5) 


i^dE 

2   du  ' 


m  = 


2  a  V ' 


m 


dF 
dv 


du         2   dv  ' 


^  "   2   du' 


1  dG 

2   du 

J_dG^ 

2   dv  ' 


Für  die  Kontrolle  von  Rechnungen,  in  denen  diese  Größen  vorkommen, 
ist  es  nützlich   zu  bemerken,   daß   durch  Vertauschung  von  u  und  v 


und 

ineinander  übergehen. 


m         m         m 
n"        n  n 
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Bei  der  Entwickelung  der  gefundenen  Determinanten,  etwa  nach 
der  ersten  Zeile,  werden  nun  in  T^{LN —  M^)  alle  Glieder  bis  auf  eines, 
nämlicli  (a  —  ß){EG  —  F^),  nur  von  E,  F,  G  und  den  Differential- 
quotienten dieser  Größen  abhängig.  Aber  auch  a  —  ß  kann  noch 
durch  die  Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  aus- 
gedrückt werden.  Differentiiert  man  nämlich  die  erste  Gleichung  (3) 
nach  V,  die  zweite  nach  u,  dann  die  zweite  Gleichung  (2)  nach  v,  die 

dritte  nach  m,  so  folgt 

"^idx     d^x     cn 

^'  dv  du^dv        dv 

r.    ,    '^ica;     d^x  dn 

^      ^^dvdu'^dv       du 


ßi-2 


dx     d^x     dm 

du  ducv^         dv 


.    ^idx     d^x     dm" 

\^jdududv^         du   ' 
also 

a       dn       dn 
■^       cv        du 

r,        dm"       dm' 

a  —  ß  ==  ^ -„— . 

^        du         dv 

Benutzt  man  noch  die  Werte  (5),  so  ergibt  sich  aus  beiden  Formeln 

übereinsti  mmend 

(e^  —  /S  =  -^         1  d'E        1  d^G 

^^  ^        ^        dudv         2    dv^         2    du^  ' 

Die  vollständige  Ausrechnung  der  Determinanten  und  die  Einführung 
des  Ausdruckes  von  LN  —  M^  in  (1)  liefert: 

(7^     K-  ^  [pTdEdG       ^dFdG       /g^yn 

^'^     ^       4.{EG  —  F^^\-^ldv  dv        ^dudv'^Kdu)] 


j_^dF  dF^_^dFdG^_^dI[dEj^ 

dv         dv   du  dii    dv  du  du  dv    dvj 


Ldu 

Ldu  du  dv  cu        \dv J  J 

^  ^  \    dudv        ov^         dir I J 

Diese  Gleichung  enthält  den  Gaußschen  Satz,  daß  das  Krümmungs- 
maß allein  durch  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  ihre 
ersten  und  zweite.n  Ableitungen  dargestellt  werden  kann.  Und  zwar 
kommen  die  Ableitungen  erster  Ordnung  sämtlich,  von  denen  der 
zweiten  Ordnung  aber  nur  drei,  und  auch  diese  nur  in  einer  be- 
stimmten linearen  Verbindung  vor. 
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§  37. 
Biegung  einer  Fläclie.     Bedeutung  des  Gaußschen  Satzes. 

Der  Graußsche  Satz  ist  der  Ausgangspunkt  einer  ausgedehnten 
Klasse  wichtiger  flächentheoretiseher  Untersuchungen  geworden,  denen 
die  Vorstellung  der  Verbiegbarkeit  einer  Fläche  zugrunde  liegt. 

Neben  der  gegebenen  Fläche  werde  eine  zweite  betrachtet,  deren 
kartesische  Koordinaten  x^jy^^jZ^  Funktionen  derselben  Variablen  u,v 
sind  wie  x,  y,  z,  die  also  durch  Gleichungen  der  Form 

X^=     X^[Uy    V) 

(1)  Vi  =  Vi  {u,  v) 

dargestellt  wird.  Die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  dieser  Fläche 
mögen  E^^,  F^,  G^,  das  Linienelement  ds^  heißen,  so  daß 

(2)  ds^^  =  E^du^+2F^dudv-{-G^dv^     . 

ist.     Vermöge   der  Gleichungen   (1),  mit  denen  für  die  erste  Fläche 

X  =  x{ii,  v),  .  .  . 

zusammengestellt,  werden  die  beiden  Flächen  in  bestimmter  Weise 
aufeinander  abgebildet;  es  entsprechen  sich  nämlich  auf  ihnen  die 
Punkte,  die  zu  demselben  Wertepaar  {u,v)  gehören.  Angenommen 
nun,  die  Funktionen  x^,  y^,  z^  seien  so  beschaffen,  daß  für  alle  Werte- 
paare eines  bestimmten  Bereiches 

(3)  E,  =  E,    F,  =  F,     G,==G, 

also  auch 

(4)  ds^  =  ds 

ist;  dann  müssen  die  Bogenlängen  irgend  zAveier  entsprechenden  Kurven, 
nämlich  solcher,  die  auf  beiden  Flächen  durch  dieselbe  funktionale 
Beziehung  zwischen  u  und  v  definiert  werden,  zwischen  entsprechenden 
Endpunkten  einander  gleich  sein.  Das  eine  Flächenstück  läßt  sich 
dann  auf  das  andere  ohne  Dehnung  oder  Zusammenziehung  auflegen, 
und  man  sagt,  die  beiden  Flächen  seien  aufeinander  abwickelbar.  Die 
hierfür  hinreichenden  Bedingungen  (3)  sind  auch  notwendig.  Denn 
sollen  zwei  beliebige  entsprechende  Bogen  gleiche  Länge  haben,  so 
muß  ds^  =  ds  sein,  z.  B.  für  die  Koordinatenlinien  v  =  const.,  m==  const. 
einzeln,  aber  nicht  nur  für  diese.  Daraus  folgen  die  Gleichungen  (3) 
wieder. 
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Hiernach  ergibt  sich  als  geometrischer  Inhalt  des  Gaußschen 
Satzes:  Sind  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar,  so  haben  ihre 
Krümmungsmaße   in    entsprechenden  Punkten  denselben  Wert,   oder: 

Bei  der  Biegung  einer  Fläche  bleibt  das  Krümmungs- 
maß in  jedem  einzelnen  Punkte  ungeändert. 

Als  Beispiel  für  zwei  aufeinander  abwickelbare  Flächen  können 
die  Schraubenfläche  und  das  Katenoid  dienen.  Ein  Stück  der  Schrauben- 
fläche, das  sich  unendlich  oft  wiederholt,  wurde  durch  die  Gleichung 

5  =  &  arc  tg 

(S.  23)  bestimmt,  die  für  die  vorliegende  Untersuchung  durch 

X  =  u  cos  V 

(5)  y  =  u  sin  V 

z  =  hv 

vertreten  werden  möge.  Die  Linien  v  =  const.  sind  gerade,  die  Kurven 
u  =  const.,  als  Schnitte  der  Schraubenfläche  mit  den  Kreiszylindern 
x^-{-'y^=u^,  gewöhnliche  Schraubenlinien.     Aus  (5)  folgt 

(6)  ds''=du'-^(u^+b^)dv\ 
Für  das  Katenoid  kann  nach  S.  103  (18) 

(7)  dsf=du^-\-{u^+a^)dv^ 

gesetzt  werden.  Hierbei  sind  die  Koordinatenlinien  der  ersten  Schar 
Kettenlinien,  die  der  zweiten  Schar  Kreise,  nämlich  die  Parallelkreise 
der  Umdrehungsfläche,  und  nach  der  im  §  31  ausgeführten  Parameter- 
änderung ist  in  den  hier  benutzten  Zeichen 


(8)  y^  =  Yu^  -\-  a^  sin  v 


w 


a  cos  h  ^  =  l/i 

a         ' 

die  analytische  Darstellung  des  Katenoids.  Setzt  man  nun  die  beiden 
Konstanten  a  und  b  einander  gleich,  so  erhält  man  aus  (6,  7) 

(9)  E  =  E^=1,        F=F,  =  0,         G^G^==u^+a\ 

Die  beiden  Flächen  werden  aufeinander  abwickelbar,  und  es  gehen 
bei  der  Biegung  die  Geraden  der  Schraubenfläche  in  die  Meridiane 
des  Katenoids,  die  Schraubenlinien  in  die  ParaUelkreise  über.    . 


Grundaufgaben  der  Biegungstheorie.  123 

§  38. 
Die  beiden  Grundaufgalben  der  Biegungstheorie. 

An  den  Begriff  der  Abwickelbarkeit  einer  Fläche  auf  eine  andere 
lassen  sich  zwei  Grundaufgaben  unmittelbar  anschließen.  Erstens: 
Alle  Flächen  zu  finden,  die  aus  einer  bestimmten  durch  Biegung  her- 
vorgehen können.  Oder  besser,  weil  die  Kenntnis  einer  speziellen 
Fläche,  für  welche  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  gegebene 
Werte  haben,  wenigstens  für  die  Fassung  des  Problems  ohne  Be- 
deutung ist:  Alle  Flächen  von  gegebenem  Linieuelement  zu  ermitteln. 
Die  analytische  Formulierung  der  Aufgabe  ist  einfach.  Man  hat  in 
den  Gleichungen 


/dx_Y         tdyy         idzV' 

\duj   ^  \du)   "^  \du} 


E 


^  ^  du   dv        du  dv        du   dv 

in  denen  bis  jetzt  x,  y,  z  als  gegeben,  die  rechten  Seiten  als  Rech- 
nungsresultate betrachtet  worden  sind,  jE",  F,  G  als  gegeben,  x,  y,  z 
als  gesucht  anzusehen.  Es  handelt  sich  dann  darum,  x^  y,  z  auf  die 
allgemeinste  Weise  so  zu  bestimmen,  daß  die  drei  simultanen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  (1) 
befriedigt  werden. 

Nicht  ganz  so  einfach  ist  die  analytische  Kennzeichnung  der 
zweiten  Aufgabe:  Zu  entscheiden,  ob  zwei  Flächen,  die  in  der  Dar- 
stellung (I)  gegeben  sind,  aufeinander  abwickelbar  sind  oder  nicht. 
Denn  man  muß  annehmen,  daß  die  beiden  Systeme  kartesischer  Koor- 
dinaten durch  verschiedene  Paare  von  Parametern,  u,  v  für  die  eine, 
m',  v'  für  die  andere  Fläche  dargestellt  sind, 

_    X  =  x(u,  r),        y  =  y{u,  v),         z  =  z{u,  v') 

x^  =  x^ (u,  v'),      yi=yi (u,  v) ,      z^^z, {ii,  v) . 

Alles,  was  man  von  vornherein  weiß,  ist,  daß  zwei  eindeutige  und 
eindeutig-umkehrbare  Beziehungen 

(2)  u  ==  u(u,  v),        V  =  v'{u,  v) 

zwischen  den  Parametern  bestehen  müssen,  damit  die  beiden  Flächen 
überhaupt  aufeinander  abgebildet  seien.  Lassen  sich  nun  diese  Be- 
ziehungen so  wählen,  daß  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung 
z.  B.  der   ersten  Fläche   für   die   Parameter  u',  v    denen  der  zweiten 
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Fläche  für  dieselben  Parameter  entsprechend  gleich  sind,  so  sind  die 
beiden  Flächen  aufeinander  abwickelbar. 

Im  §  12  ist  die  Transformation  der  Fundamentalgrößen  für  irgend 
eine  Substitution  der  Form  (2)  gegeben  worden;  die  Formeln  lauten 
(S.  39  (8)): 

\du  /  du    du     '         \du/ 

(3)  F=E'^^  +  rl^-p^  +  ^^)  +  G'^-^ 
^  ''  du    ov  \cu    cv         du    ov  /  cu    dv 

G  =  E'  (^y+  2F'  ^^  +  G'  (1^)'. 
\dv  /  dv    dv     ^         \dv ) 

Sollen  die  aus  ihnen  folgenden  Werte  von  E',  F',  G'  den  Bedingungen 

(4)  E'=-E[,        F'=F[,        G'==G[ 

genügen,  deren  rechte  Seiten  die  als  bekannt  anzunehmenden  Funda- 
mentalgrößen der  zweiten  Fläche  sind,  so  müssen  die  Gleichungen 
gelten 

E[  (1^)  V  2F[  1-^  1^:  +  G[  (1^)'=  E 

^  \du I  ^  du    du     ^       ^\du ) 

(r\\         F'  -  ~  -^  4-  F  f^'"'   -'^-  4-  -^  ,^^'\    1    r»'  _^  ^^  _  -p 
^^^        ^du    dv   '^^\du  "dv    "^  du    dv)~^^^du    dv   ~^ 

Es  ist  also  zu  untersuchen,  ob  es  zwei  Funktionen  u'iu,  v)  und  v'{u,  v) 
gibt,  die  diesen  drei  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  und  zweiten  Grades  genügen,  in  denen  E,  F,  G  gegebene 
Funktionen  von  u  und  v,  E[,  F[,  G[  bekannte  Funktionen  von  ii 
und  v'  bedeuten.  Existieren  sie,  so  geben  sie  in  ic  =  x{u,  v),  .  .  .  ein- 
gesetzt  für  die  Koordinaten   der   ersten  Fläche  Ausdrücke   der  Form 

X  =  x(u',  v'),         y  =  y  (u,  v'),        z  =  z{u',  v) 

und  stellen  damit  fest,  welche  Punkte  {xyz)  und  {x^yiZ^  der  beiden 
Flächen  einander  entsprechen. 


IV.  Abschnitt. 

Grundformeln  der  Theorie  der  Tangentialkrümmung. 

§  39. 

Ausdruck  der  Tangentialkrümmung 

für  die  verschiedenen  Darstellungen  einer  Fläckenkurve. 

um  die  Krümmung  einer  Flächenkurve  vollständig  darzustellen, 
braucht  man  außer  der  Normalkrümmung  noch  die  Tangentialkrüm- 
mung.    Denn  es  ist  (S.  60  (12)) 

Normal-  und  Tangentialkrümmung  waren,  vom  Vorzeichen  abgesehen, 
durch  Projektion  der  Krümmung  selbst  auf  die  Normale  der  Fläche 
und  die  Tangentialnormale  der  Kurve  entstanden,  und  die  Vorzeichen 
hingen  von  den  positiven  Richtungen  dieser  beiden  Geraden  ab.  Da- 
bei ist  wichtig,  daß  die  Kosinus  der  positiven  Flächennormale  mit  der 
Theorie  der  Flächenkurven  nichts  zu  tun  haben,  während  die  positive 
Richtung  der  Tangentialnormale  an  das  Prinzip  des  Fortganges  auf 
der  Kurve  gebunden  ist.  Als  Bestimmungsgleichung  für  die  Tan- 
gentialkrümmung konnte  man  auch  annehmen  (S.  60  (15)) : 

g  =  —  1c  cos  {n,  h), 

also    nach    den    Formeln    für   die   Richtungskosinus   der  Binormale  b 

I(S.9(15)): 
0( 


g  ==Jc 


XP4-  YQ^  ZB 


[oder  unter  Berücksichtigung  des  Wertes  der  Krümmung  (S.  11(2)): 

XP-\-  YQ-\-  ZB 


[1) 


9- 


ds' 


Mittels  der  Ausdrücke  S.  5  (10)  für  P,  Q,  R  ergibt  sich  endlich 

X      Y      Z 
(2)  9  =  2s^     d^      dy      ds 

I  ä^x    d^y    d^z 
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Hier  kann  der  Nenner,  wegen 

ds^=Edu^-\-  2Fdudv  +  Gdv\ 

sofort  auf  die  gegebene  Fläche  bezogen  werden.  Aber  auch  in  den 
Zähler  lassen  sich  die  Fundamentalgrößen  der  Fläche  ohne  weiteres 
einführen,  wenn  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  dritten 
Zeile  entwickelt,  also 

(3)  g==^\,Z(Yd^-Zdy)d'x 

gesetzt  wird.     Hierin  ist  nämlich 

Yd0 - zdy  =  (rl'  -z^y)  du  +  (r|-^ - z|^)  dv, 

und  für  den  Koeffizienten  von  du  ergibt  sich  durch  Einführung  der 
Werte  von  Y  und  Z 

du  du~~  T  Wdudv        du  dv)  du       [du  dv       du  dv)  du) 

_   1  (dx  "^ /dx\^       dx  "sr^dx  dx\ 
~  T  \dv2j  \3u)  ~  du^Jü  dv) 

—  L(v^^  —  w^\ 

~  Tv^dv     -^  du)' 

Der  ebenso  zu  berechnende  Koeffizient  von  dv  kann  auch  aus  dieser 
Formel  durch  Vertauschung  von  u  und  v  abgelesen  werden,  wobei  zu 
beachten  ist,  daß  dann  die  Zähler  von  X,  Y,  Z  ihr  Zeichen  ändern. 
Demnach  wird 

du  du        T \  du  dv  j 

(4) 

Y^'-Z^J^==%(-G^^  +  F^^), 
dv  dv        T  \  du  dvj 

und  diese  Gleichungen  vertreten  im  ganzen  sechs  Formeln. 
Setzt  man  nun 

d^x  =  -TT^  du^  +  2  5^-^-  du  dv  +  „  -,-  dv^  +  -^  d^u  +  -„     d^v 

du^  dudv  dv^  'du  ov 

und  führt  die  in  der  Gleichung  (3)  angedeutete  Summation  aus,  be- 
nutzt ferner  die  abkürzenden  Bezeichnungen  S.  118(2,3),  so  erhält  man 

Tgds^=  [(En-Fm)du^+2{En-Fm)  dudv  +  {En"-  Fm")  dv^ 

-\-{EG-F^)d'v]du 
+  [{Fn  -  Gm)du^  +  2{Fn-  Gm) dudv  +  {Fn" -  Gm") dv^ 

-{EG-  F')dHi]dv. 
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Nach  Absonderung  von  EG  —  F^  aus  den  Klammergrößen  möge 

-^(Gm  -  Fn)    =  J^  ,  ^,  {En  —  Fni)   =  J^ 

(5)          >-,-  (Gm  -  Fn")  =  J,' ,  ~  (En'  -  Fm')  =  J^ 

}j.,  {Gm"-  Fn")  =  J^',  jr  ißn" -  Fm")  =  J," 
gesetzt  werden;  dann  folgt 


(^)        ^  =  -  I? 


J^dti^ -{-2J^dudv -{- J^'dv^ -\- d^u,     du 
J.,du:^-^2J^dudv  +  J^'dv^+dH,     dv 


Diese  Formel  unterscheidet  sich  von  der  für  die  Normalkrüm- 
mung (S.  64  (5))  in  bemerkenswerter  Weise.  Der  Ausdruck  der 
Normalkrümmung  enthält  nur  die  Differentiale  erster  Ordnung,  aber 
beide  Reihen  von  Fundamentalgrößen;  in"  der  Tangentialkrümmung 
kommen  die  Differentiale  erster  und  zweiter  Ordnung  vor,  von  den 
Fundamentalgrößen  dagegen,  wie  die  Gleichungen  (5)  in  Verbindung 
mit  S.  119(5)  lehren,  nur  die  der  ersten  Ordnung  nebst  ihren  ersten 
Ableitungen. 

Für  die  Berechnung  der  Tangentialkrümmung  ist  die  Formel  (6) 
besonders  dann  brauchbar,  wenn  längs  der  betrachteten  Flächenkurve 
H  und  V  als  Funktionen  einer  Variablen  t  gegeben  sind.  Das  Fort- 
gangsprinzip kann  dann  etwa  durch  die  Annahme  dt^O  definiert 
sein  (vgl.  S.  4).     Wird  jedoch  die  Kurve  durch  eine  Gleichung 

(p  {ii,  v)  =  C 

dargestellt,    so    ist    der   Ausdruck   weiter   umzugestalten.      Es    gelten 
nämlich  die  Gleichungen 

(7)  f  ^  du  +  -1^  ^^  =  0 

^  ^  du  ^     cv 

(8)  ^du'+2  f-f-  du  dv  +  f T  dv'  4-  1^-  dhi  +  ^d'v  =  0, 

^  '        dir  '       ducv  ov*  'du  '    dv  ' 

mit  deren  Hilfe  man  statt  der  Differentiale  du,  .  .  .  d'v  die  partiellen 
Ableitungen  der  Funktion  (p{u,v)  einzuführen  hat. 

Allerdings  scheint  auf  den  ersten  Anblick  die  Elimination  voq 
du,  dv,  d'u,  d'v  nicht  möglich  zu  sein,  weil  vier  Differentiale,  aber 
nur  zwei  Bestimmungen  für  sie  vorliegen.  Der  Grund  für  die  Aus- 
führbarkeit der  Rechnung  liegt  darin,  daß  in  dem  Ausdruck  (6)  nur 
zwei    Verbindungen     der    Differentiale    vorkommen:     das    Verhältnis 
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dv 


-T-  =  /l,  also  die  Bestimmungsgröße  für  die  Tangente  der  Kurve  (S.  32), 


du 


dl 


und  was  die  zweite  Ordnung  angeht,  der  Differentialquotient  t— • 

Die  Gleichung  (7)  möge  unter  Einführung  eines  Proportionalitäts- 
faktors durch 

^  Tu 


(9) 


du  =  u  -5-- , 


dv  = 


ersetzt  werden.     Wird  von   der  in  (6)   vorkommenden    Determinante 
zuerst  der  Teil  berechnet,  der  d^u  und  d^v  enthält,  so  ergibt  sich 


d^u,    du 
d^Vf    dv 


ad  ^-  +  ö^-  du,     u  ^- 

•^     8v       dv     '  '     ^  dv   \ 


j  ^9' 


d(p 


-i^' 


du' 

dudv 


du 


du  +  ~-  dv, 


du 


-%   du  + 


dv^ 

d\ 

dudv 


dv, 


dcp 
dv 

d(p 

du 


d\ 

d(p 

d\ 

dq> 

dudv 

dv 

dv^ 

du  ' 

d\ 

d(f 

_  d\ 

dcp 

du^ 

dv 

du  dv 

du  ' 

Gcp 

dv 
dcp 

du 


^  Ldu^  \dv/  dudv  dv  du  "•"  dv^  \du/  J 


Hierzu  tritt 


J^du^  -^  2J^dudv  +  J^'dv^,  du 
J^du^  -\-  2J^dudv  -f  J^'dv^,  dv 


d^ 
dv 
dcp 
du 


^ \dv /  ^  dv   du    ^      ^    \dul  ' 

^  l\  ^  du    '      ^  dv /  \dv)  \  1  Sm    '      2  dv)  dv  du 

,(t"3cp        jf,dcp\/dcpYl 
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Danach  wird  der  vollständige  Ausdruck  der  Determinante,  wenn  zur 
Abkürzung 

du^     '"^^    du       '^ä    g^  -^u 
r-\f\\  ^^9>         T'  ^^        T'  ^^ 

d^(p  jft  d_^ j  f,  d^ 

gesetzt  wird,  gleick 

Ferner  ist 

und  demnach,  wenn  das  Fortgangsprinzip  etwa  durch 

iti>0 
definiert  wird, 

'     L     \^?J/  3^'  cti  \du/  J 

Setzt  man  alles  in  (6)  ein,  so  erhält  man  die  Schlußformel 


(11) 


T»(AV)^ 


§  40. 

Darstellung  der  Tangentialkrümmung  mittels  geometrisoher 

Differentiationen.     Die  Christoffelsclien  Verbindungen. 

Es  ist  von  Interesse,   diesen  Ausdruck   der  Tangentialkrümmung 
auch  direkt  aus  der  Grundformel 

(1)  g  =  Je  cos  {t',h)  =  Je  2JÄ'a" 

(S.  59(11))  herzuleiten,  ohne  die  Binormale  einzuführen  und  ohne 
Differentiale  zu  benutzen.  Zugleich  ist  das  soeben  rein  formal,  durch 
die  Bedingung  ft  >  0,  erklärte  Fortgangsprinzip  anschaulicher  darzu- 
stellen. Zu  dem  Zweck  empfiehlt  es  sich,  von  der  Festlegung  einer 
positiven  Richtung  der  Tangentialnormale,  nicht  der  Tangente  selbst, 
auszugehen.     Die  Differentiation  längs  einer  Kurve  hat  nämlich  nur 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  9 
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ßo  lange  als  Grundlage  der  analytischen  Operationen  zu  dienen,  wie 
die  Kurve  für  sich  allein  betrachtet  wird.  Greht  dagegen  eine  ge- 
gebene Fläche  durch  sie  hindurch,  so  ist  die  Differentiation  senkrecht 
zur  Kurve,  aber  selbstverständlich  längs  der  Fläche,  an  die  Spitze  zu 
stellen;  der  Bau  der  flächentheoretischen  Formeln  läßt  darüber  keinen 
Zweifel.  Für  das  dreidimensionale  Gebiet,  in  dem  eine  Fläche  oder 
Flächenschar  gegeben  ist,  besteht  die  Verallgemeinerung  dieser  Regel 
darin,  die  Differentiation  senkrecht  zur  Fläche,  also  in  Richtung  der 
Normale,  als  Grundoperation  anzusehen.  Die  Richtigkeit  dieser  An- 
schauungsweise ergibt  sich  hier  schon  daraus,  daß  nach  Fixierung 
einer  positiven  Flächennormale  die  Differentiation  längs  dieser  ein- 
deutig bestimmt  ist,  während  man  auf  der  Fläche  auf  uneudlichviele 
Weisen  von  einem  gegebenen  Punkte  zu  einem  benachbarten  über- 
gehen kann. 

Im  Anschluß  an  die  Festsetzungen  in  der  Theorie  der  Kurven- 
netze (S.  28 — 29,  35 — 36)  werde  nun  die  positive  Tangentialnormale  t' 
der  Linie  fp{u,  v)  =  C,  die  einer  Kurvenschar  angehören  soll,  als  nach 
der  positiven  Seite  dieser  Linie  gerichtet  angenommen.  Für  die  posi- 
tive Seite  ist 

(2)  dcp^'^du  +  ^^''~dv>0. 

Die  Richtung  f  hängt  von  dem  Zeichen  der  Funktion  <p  ab,  das  aber 
für  die  Kurve  selbst,  insbesondere  für  die  Gleichungen  (7)  und  (8) 
des  vorigen  Paragraphen,  ohne  Bedeutung  ist.  Die  Tangente  und  die 
Tangentialnormale  der  Kurve  erscheinen  als  Verbindungslinien  des 
Punktes  (u,  v)  mit  den  Punkten  (u  +  du,  v  -\-  dv)  und  {ii  -\-  du,  v  +  dv). 
Infolge  der  Gleichung  (7),  durch  welche  die  Differentiale  du  und  dv 
verbunden  sind,  nimmt  die  Bedingung  der  Orthogonalität  von  t  und  t', 

Edu  du  -f-  F(du  dv  +  dv  du)  -\-  Gdv  dv  =  0, 
die  Form  an 

(3)  (e l^^  -  F^/-)  du  +  (f^,"^  -G^^)dv  =  0. 
^  -'  \     dv  du)  \     dv  du) 

Ersetzt  man  sie,  unter  Einführung  eines  Proportionalitätsfaktors,  durch 

du  =  v{G^^-F^f\,      dv  =  v(El^--Fl'^), 
\     du  dv)'  \     dv  du)' 

so  findet  man 

dcp  =^v\(g^^  -  F-|^-)|^  +  (e^^-F^^)1^\ 
^  L\     dii  dv )  du        \     dv  cu)  dv  j 

Der  Bedingung  (2)  gemäß  muß  v  positiv  sein,  weil  der  Faktor  von 
V  als  Zähler  des  Differentialparameters  erster  Ordnung  positiv  ist. 
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Der  erste  Richtungskosinus  von  t'  ist 

A,      8oc        1  (dx  s,      ,   dx  ^  \ 
8s       Ss\du  ov       I 

Es  ergibt  sich 

., L\     du  dvjdu       \     ov  du/ dv  J 

oder 

^^,_  vT'A{x,q>)  r 

nach    der  Definition    des   Zwischenparameters    von  x  und   q>   (S.  42). 
Wegen 

läßt  sich  diese  Formel  nebst  den  beiden  zugehörigen  schreiben: 

Nun  war  die  Gleichung  (1)  gleichbedeutend  mit 
(5)  g^:SA'0A 

(S.  55  (15)).     Um  die  Rechnung  auszuführen,  hat  man  also   noch   die 
Werte  von  A,  B,  C  zu  ermitteln.     Aus 

.       ^         dx        1   /dx  j      ,    dx  j  \ 
ds        ds  \ou  ov       J 


und 


-7^-  du  +  ^  dv  =  0 
du         '    dv 


ergibt  sich  zunächst  nur 

dx  dcp        dx  d qp 
du  dv        dv  du 


A  =  s 


i/«(iir--iii'U-(iiy 


Die  Bestimmung  des  Zeichens  s  erfolgt  durch  die  Äquivalenz 

t,  t',  n  ^  x,y,  z 
und  liefert  den  Wert  +  1,  sodaß  (in  der  Bezeichnung  S.  44  (6)) 

wird.     Diese  Ausdrücke  würden,  nachdem 

j  dcp        j  dq> 

du  =  a  ^-- ,      dv  =  —  u  — - 

'^  ov  '  '^  du 
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gesetzt  ist^  aus  Ä=  ®x,  .  .  .  auch  direkt  unter  der  Annalime  ^>0 
gefolgt  sein;  man  kommt  also  von  dem  hier  eingenommenen  Stand- 
punkt aus  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebene  Kennzeichnung 
des  Fortgangsprinzips  zurück. 

Nach    den    Gleichungen  (6)    erscheinen   A,  B,  G   als    homogene 

lineare    Funktionen    gleicher    Form    von    ^   und  ^,    ^    und  ^, 

1^  und  tA,  und  dasselbe  gilt  von  Ä',  B',  C  vermöge  der  Formeln  (4). 
du  dv  ^  ^  ^ 

Wird 

gesetzt,  so  haben  die  Koeffizienten  g>i,  •  •  ■  ^^  die  Werte 

1  C(p 

_      —  1       d^ 

(10) 

Bei  Rechnungsoperationen,  die  man  mit  diesen  Größen  anzustellen 
hatj  wird  man,  soweit  es  die  jeweilige  Aufgabe  irgend  zuläßt,  die 
Größen  q)[  und  (p'^  aus  dem  Grunde  bevorzugen,  weil  sie  bei  einer 
Verfcauschung  von  u  und  v  ohne  weiteres  ineinander  übergehen,  (p^ 
und  9P2  dagegen  nur  unter  Umkehrung  des  Vorzeichens.  Außerdem 
kann  man  (p[  und  tp'^  in  einer  namentlich  für  die  Differentiation 
brauchbaren  Form,  nämlich  als  Summen  (nicht  Differenzen)  darstellen, 
wenn  man  die  Größen  E,  F,  G  als  Unterdeterminanten  von 

E    F 
F     G 

auffaßt  und  außerdem  sämtliche  Bezeichnungen  passend  wählt,  d.  h. 
in  (10)  auch  auf  den  rechten  Seiten  die  Glieder  durch  Indizes 
kennzeichnet.  Zu  dem  Ende  mögen  an  Stelle  der  Buchstaben  u,  v 
und  auch  gleichzeitig  mit  ihnen  die  Zeichen  u^,  u^  für  die  krumm- 
linigen Koordinaten  angewendet  werden.     Es  werde  ferner 


durch 
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E,       F,       G 

%1>  ^12)  ^22 


ersetzt  und  die  in  der  Determinante 


^n     ^12 


^21        ^22 


=  a  («21  =  »12) 


zu  dem  Elemente  a^.^  gehörende,  durch  a  selbst  dividierte  Unterdeter- 


minante mit  a^^  bezeichnet,  so  daß 


(11) 


«82           Gr 

«12  =«21=      a      — 

—  JP 

«22—    a    —  j2 

ist.     Mittels  dieser  Bezeichnungen  läßt  sich  setzen: 

oder 

(12)  A.^=2'''"ll<l|- 

I,* 

Hier  und  im  Folgenden  bedeuten  die  dem  Zeichen  ZI  beigefügten 
Summationsbuchstaben  i,  li,  .  .  .  Zahlen,  die  unabhängig  voneinander 
die  Werte  1  und  2  annehmen.  Wo  das  Summenzeichen  ohne  Zusatz 
steht,  soll  es,  wie  bisher,  die  Summation  über  x,  y,  z  kennzeichnen. 
Die  Formeln  (10)  werden 

1      (      d<f    ,         d(p\ 

d.h. 

Die  vier  Größen  ^i,  ■  ■■  ^2    enthalten  die  partiellen  Ableitungen 

von  qp  nur   in  dem  Quotienten  -^-  :  -^-  •     Von    der   großen   Anzahl 

von  Relationen,  die  zwischen  ihnen  und  den  Größen  a^/^  stattfinden, 
seien  hier  nur  folgende  erwähnt: 


134  IV.  Abschnitt.     §  40. 

i,  k 

(14)  -2'«,*^i^I.  =  0 

T,  k 

20'ik^Wk=^- 

i,  k 

Um  nun,  wie  angegeben,  bei  der  Berechnung  von  g  die  geome- 
trische Differentiation  auf  Größen  auszuüben,  die  von  (p'^  und  cp'^  (nicht 
von  (p^  und  ^g)   abhängen,   benutze  man,  wie  im  §  16,   die  Identität 

aus  der 

^^©^'+^^'0^  =  0 

folgt,  setze  also  statt  (5): 

(15)  g  =  -2^®Ä 
(S.  55(16)). 

Es  ist  für  irgend  eine  Funktion  i  (u,  v) 

(16)  '^X=2f'k' 

V 

mithin  wird  nach  (7)  und  (8) 

dx\  i  ^1        d    [  ^1    /  dx 


_  "^  '^^^         8x^  /  ,    d^x        dx_  d(p'k\ 
~  Zj  Zj  ^'^^  dUi  V^  dvikd^i  "^  ä%  Wi)' 


und  bei  Vertauschung  der  Reihenfolge  der  Summationen,  die  auch  im 
Folgenden  immer  wieder  vorgenommen  werden  wird. 


'dx     d^x  >ri      ^   dcp'k   "^^dx   dx 

du,  3%5mj      Zj 

i,  k,  l  i,  k,  l 

Nach  der  Definition  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  hat  man 


(17) 

^  dx 

^  Z  du. 

dx 

==(^ik, 

und  demnach 

weiter 

• 

d^ik  _ 

'\J\dx     d- 

'x 

,sr^dx^ 

d'x 

duf        .^j  duf  duj^dui      ^j  du^  du^dUf 

Die  erste  Summe  rechts,  die  im  ersten  Teile  von  —  g  vorkommt,  kann 
dadurch  isoliert  werden,  daß  die  beiden  Gleichungen 


Die  partiellen  Ableitungen  der  Größen  a^f.  und  «j-^. 
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hmzugenommen   und   die   letzte   von   der  Summe   der  beiden  vorher- 
gehenden   subtrahiert   wird.      Gilt  dann  die  abkürzende  Bezeichnung 

(18)  |f^4-|^^_|%)  =  p.n 

^     ^  2   \gttj    '    duk        duj       L»J' 

so  erhält  man 

(19)  "^^"^     ^'"^ 


2; 


H      L » J 


Die  Einführung  von  (17)  und  (19)  in  den  Ausdruck  der  Tangential- 
krümmung  liefert 

(20)  -g=.'^cp,(p,  cp',  [Y]  +2  «a  ^i  ^i  1^ , 

i,  k,  l  i,  k,  l 

worin   die  Ableitungen  der  Größen  ^^,   nach   (13),  mittels   der  Glei- 
chungen 


ou. 


^J    *''  du^di^  ^^diiy   du. 


zu  bestimmen  sind. 

Aus  den  Grundformeln  der  Determinantentheorie 


(21) 


X 


kl 


ni'^/.k 


>  =  ^ik  = 


1 ,     ^  =  * 
0.    l^i, 


die  im  Folgenden   ebenfalls,  und  ohne   daß   es  jedesmal  angekündigt 
wird,  beständig  benutzt  werden  soUen,  ergibt  sich 


^■^   dui 


Zur   Auflösung   nach   den   partiellen   Ableitungen   links   multipliziere 
man  mit  a,„  und  summiere  über  i: 


i,  X  i,  X 


Die  linke  Seite  hat  den  Wert 


j^    ^"    dui  ~~    du 
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so  daß 

wird.     Hiernach  ergibt  sich 

-  9  =2^i  9^;  n  [V]  +  Y^  ^^il^^Ur^i^t  ^h^ 

i,  k,l  r       ^    -^  ^^  j^  ^ 

/ 

i,  k,  l,  X,  fi,  V 

Die  letzte  Summe  läßt  sich  schreiben 

i,  k  l 

fällt  also  wegen  der  zweiten  Gleichung  (14)  weg.  Die  zweite  Summe 
wird  gleich  ^^^  g.y 

und  die  dritte:  '' 

i,  1,  fi,  V  i,  k,  l,  V 

AUe  Bestandteile  von  —  g  enthalten  im  allgemeinen  Gliede  cp^cpi  als 
Faktor.  Der  dritte  kann  mit  dem  ersten  zusammengezogen  werden, 
wenn  man  in  diesem  die  Größe  cp'^.  durch  ihren  Wert  (nach  (13))  er- 
setzt oder  umgekehrt  (p,.  in  den  dritten  einführt.  Da  nun  in  dem 
zweiten  Summenausdruck  Ableitungen  von  (p  explizite  vorkommen, 
so  sollen  solche  auch  in  den  beiden  noch  außerdem  auftretenden  bei- 
behalten, also  der  erste  in  der  Form 

^         ^     f,  k,  I,  V 

geschrieben  werden.  Bei  der  Zusammenfassung  mit  dem  dritten  er- 
scheint die  Größe 

Die  Formel  (20)  geht  demnach,  wenn 
oder  bei  Vertauschung  von  Bezeichnungen 


Die  Christoffelscben  Verbindungen.  137 

gesetzt  wird,  in 

über.  Wie  durch  Vergleichung  der  Ausdrücke  (23)  mit  S.  127(5)  zu- 
sammen mit  S.  119(5)  sofort  folgt,  sind  die  Größen 

IVl.  IV).  IV).  IV)-  (VI-  {V! 

der  Reihe  nach  mit 

identisch,  und  demnach  (s.  S.  129  (10)) 

(26)  ^,-2{\'}t,  =  'P.^  ('.^=1-2). 

Der  Schlußausdruck  für  die  Tangentialkrümmung  lautet 

Er  stimmt  wegen  (9)  mit  der  letzten  Formel  des  vorigen  Paragraphen 
üb er ein. 

Die  durch  die  Gleichungen  (23)   zusammen   mit  (18)  definierten 

.  Größen  I  ,  1  heißen  die  Christoffeischen  Verbindungen  aus  den 

Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  ihren  ersten  Ableitungen. 
Ihre  expliziten  Ausdrücke,  die  allerdings  wenig  gebraucht  werden^ 
seien  hier  zusammengestellt: 

\  1  )  ='^i  =  T^lY^ä¥-^ä^  +  Y^W/ 

lll\  _  j  1    /-pdF        1   ^dE        1   j^dE\ 


du  / 

dE       1  ^dG' 


(27) 


11  2|  _  j-,        1    /l  ^dE        1  -f.8G\ 

\   2   i  —'^^  ~  T*\2  -^  du         2-^    dv) 

(2  2\  _   j,r        1    l^dF        \   ^  dG  1    T.dG\ 

1  1  )  ^^1  =  fn^W~Y^ä^  -Y^ä^j 

f2  2|  _   ,„_  J_  M    ^gö        TpdF        \_j^dG\ 

i  2  1  —  "^2  ~  T«  U     aw     -^  dv  ^  2-^  du)' 
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Eine  Vertauschung  von  u  und  v  zieht  die  von 
t7i  J^  J( 


«^  «2  Jg 


mit 

nach  sich. 

§  41. 

Tangentialkrümmung  der  orthogonalen  Trajektorie 

einer  gegebenen  Pläclienkurve. 

Mit  denselben  Hilfsmitteln  wie  für  die  Kurve  c  läßt  sich  die 
Tangentialkrümmung  auch  für  ihre  orthogonale  Trajektorie  c  bilden. 
Die  positiven  Richtungen  der  Tangente  und  der  Tangentialnormale 
von  c  sollen  mit  den  oben  (S.  131)  definierten  t'  und  t  zusammen- 
fallen.    Bedeutet   dann   &%   für   eine  beliebige  Funktion  liu,  v)   den 

Ausdruck  -^ ,  der  a.  a.  0.   für   x  ^^  ^  berechnet   worden  ist,   so  hat 

man  genau  wie  dort 

(1)  0';f_^Ö:-'» 


oder,  nach  S.  132(8), 

(2)  ^'x-2'P'k' 

V 

der  Gleichung  (16)  (S.  134)  entsprechend.  Die  durch  das  Zeichen  ©' 
angedeutete  Differentiation  längs  der  Kurve  c  tritt  für  die  vorliegende 
Untersuchung  an  die  Stelle  von  0,  und  da  außerdem  Ä,  B,  C  und 
Ä',  B',  C  sich  vertauschen,  so  ist 

(3)  g=2^®'Ä 

•der  Formel  (5)  (S.  131)  an  die  Seite  zu  stellen.  Die  Einführung  der 
Ausdrücke  (7,  8)  von  Ä,  Ä',  ...  liefert 

i  l  k 

_  "^        /    '  "Sr^ga?     d^x  ^        ,  d_^^  'Sr\  dx    dx_ 

~jZj  ^' ^'  ^^-  jLj  d Ui  duj^i  -r^^Pi^i  -^'^  ^  g^.  g^^ y 

i,  k,  l  i,  k,  l 

und  die  Benutzung  der  Gleichungen  (17,  19): 

(4)  9-^^i^l^'k  [V]  +^^ik^i'P'i  1^  • 

i,  k,  l  i,  k,  l 

Diese  Formel  unterscheidet  sich  von  der  für  —  g  (S.  135  (20))  nur 
•dadurch,   daß    (p\    an   der  Stelle   von   gp^   steht.     Setzt   man   also   die 
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Reclinung  in  genau  derselben  Weise  fort  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
so  erhält  man 

i,k,l,2.,iu,v 

Denn  der  noch  fehlende  Ausdruck 

verschwindet  aus  demselben  Grunde  wie  dort.    Da  sich  bei  den  folgen- 
den Schritten  garnichts  ändert,  so  wird 

oder 

(6)  ^'=yif;=  2"  *'<'">»• 

Sobald  es  der  Unterscheidung  wegen  nötig  ist,  soll  den  Zeichen 
g  und  g'  ein  Index  (p  beigefügt  werden.  Dann  bedeuten  also  g^  und 
g^P  die  Tangentialkrümmung  der  Kurve  (p{u,  v)  =  const.  und  ihrer 
orthogonalen  Trajektorie.  Nimmt  man  der  Reihe  nach  q){u,v)  =  v 
und  (p(u,  v)  =  u  an,  so  liefern  die  Formeln 

C^)  5'y  =  -  y^=  {fp!  fPn  +  2  qpi  92  ^12  +  9>?  9^22) 

W  5'^=  -7^^=(9'l9'i>U+  (<?'l9^2  +  9'2  9'l)9'l2+  9P2  92^22) 

für  die  Tangentialkrümmuncren  der  Koordinatenlinien  und  ihrer  ortho- 
gonalen  Trajektorien  die  Werte 

(9)  ""'      ^>/^^ 

(10)  -^v^ 
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Sie  werden  besonders  einfach  für  F  =  0,  wenn  also  die  Koordinaten- 
linien sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Nach  den  Schlußformeln 
des  vorigen  Paragraphen  ist  dann  nämlich 

1         dE 

(11) 

9u  = 


2EyG 

dv 

1 

dG 

2GYE 

du 

1 

dG 

2GyE 

du 

1 

dE 

(12) 

r 

^"~       2EYG     ^^ 

Daß  hierin  g^  und  g^  bei  einer  Vertauschung  von  u  und  v  in  einander 
übergehen,  g'^  und  g'^  aber  erst  nach  Umkehrung  eines  Vorzeichens, 
findet  in  den  Festsetzungen  über  die  positiven  Richtungen  der  Tan- 
genten und  der  Tangentialnormalen  seine  Erklärung.  Die  zur  Be- 
rechnung von  g^  und  g^  in  erster  Linie  gebrauchten  Tangential- 
normalen t'^  und  t^  sollten  nach  den  positiven  Seiten  der  Linien 
V  =  const.  und  u  =  const.  gerichtet,  die  positiven  Tangenten  aber 
durch  die  Äquivalenzen 

(13)  .     .' 

aus  denen 

(14)  K,  K  -  tu,  K 

folgt,  festgelegt  sein.  Nun  f  äUt  der  Orthogonalität  der  Kurven  wegen 
t^  mit  t^,  t'^  mit  t^,  wenigstens  abgesehen  von  den  positiven  Rich- 
tungen, zusammen,  was  durch 

wiedergegeben  werden  kann.  Jenachdem  nun  s^  gleich  +  1  oder 
gleich  —  1  ist,  muß  nach  (14)  s^  den  Wert  —  1  oder  -}-  1  haben. 
Hierüber  läßt  sich  aber  noch  Genaueres  aussagen.  Nach  der  Definition 
der  positiven  Flächennormale  n  mittels  der  positiven  Richtungen  der 
Koordinatenlinien  (S.  50),  verbunden  mit  den  Festsetzungen  über  diese 
Richtungen  (S.  28),  ist  nämlich 

Daher  ist  nur  s^=  -\-  1,  d.  h.  £^=  —  1,  möglich,  und  dies  ist  es,  was 
die  Formeln  (11,  12)  zum  Ausdruck  bringen. 

In  dem  besonderen  Falle  orthogonaler  Koordinatenlinien,  für  den 
die  Einführung  von  g^  und  g^  ohnedies  unnötig  ist,  empfiehlt  es  sich 
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daher  überhaupt  nicht,  mit  diesen  Größen  zu  rechnen.  Dagegen  leistet 
die  gleichzeitige  Benutzung  von  g  und  g'  namentlich  in  der  Theorie 
einer  einzigen  Kurvenschar  gute  Dienste. 

§42. 
Mittelpunkt  und  Radius  der  Tangentialkrümmung. 
Die  Methoden,  nach  denen  die  verschiedenen  Ausdrücke  der  Tan- 
gentialkrümmung in  den  Paragraphen  39  und  40  hergestellt  worden 
sind,  lassen  erkennen,  daß  man  für  diese  geometrische  Größe,  wenn 
man  an  bestimmten  Stellen  den  Gang  der  Rechnung  etwas  abändert, 
noch  weitere  Formeln  wird  herleiten  können,  die  sich  von  jenen  der 
äußeren  Gestalt  nach  unterscheiden  (vgl.  §  94).  Aber  besonders 
wichtig  ist,  daß  sich  die  Tangentialkrümmung,  ebenso  wie  die  Normal- 
krümmung, zu  einer  vorzeichenfreien,  in  der  Figur  durch  eine  Strecke 
repräsentierten  Größe  in  einfache  Beziehung  setzen  läßt.  Es  war  be- 
wiesen worden  (§  20  und  22),  daß  die  vom  Flächenpunkte  nach  dem 
Krümmungsmittelpunkt  gehende  Hauptnormale  einer  Flächenkurve 
mit  der  nach  dem  Krümmungsmittelpunkt  des  zugehörigen  Normal- 
schnitts gerichteten  Flächennormale  einen  spitzen  Winkel  bildet,  und 
daß  der  Kosinus  dieses  Winkels  dem  Quotienten  aus  den  Krümmungs- 
halbmessern der  beiden  Kurven  gleich 
ist,  wobei  der  des  Normalschnitts  im 
Nenner  steht.     Diese  Beziehung, 

r  =  Tq  cos  9)q 
(§  20  (7))  oder 

k  cos  g)Q  =  Jcq 

(§  22  (1)),  besagt  (Fig.  13),   daß   der 
Krümmungsradius  AM  der  Flächen-  ^^^'  ^^' 

kurve  der  Projektion  des  (absolut  genommenen)  Krümmungsradius 
ÄMq  auf  die  Schmiegungsebene  gleich  ist;  oder,  damit  identisch, 
daß  die  Kriimmungsachse  der  Flächenkurve  die  durch  die  Tangente 
gehende  Normalebene  der  Fläche  und  damit  auch  die  Flächennormale 
in  dem  Krümmungsmittelpunkt  des  Normalschnitts  trifft.  Es  sei  jetzt 
Jf^  =  (lo^o^o)  der  Punkt,  in  dem  die  Krümmungsachse  die  Tangential- 
ebene der  Fläche  und  damit  auch  die  Tangentialnormale  der  Kurve 
schneidet,  r^  sein  Abstand  vom  Flächenpunkte  A,  q>^  der  spitze  Winkel 
zwischen  AM  und  A^I^;  dann  ist 

(1)  ^  r  =  r^  cos  qp; 
oder,  für  ^  =  Ä^, 

(2)  ]c  cos  9)q=  ¥q. 
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Der  hierin  auftretende  Kosinus  unterselieidet  sich  von  dem,  der  in 
der  Definitionsformel  für  die  Tangentialkrümmung 

Ti  cos  {t',  Ji)  =  g 

(S.  59(11))  vorkommt,  höchstens  durch  das  Vorzeichen.  Danach  muß 
auch  g,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  mit  h'^  übereinstimmen. 

Berechnen  wir  nun  direkt  die  Koordinaten  des  Punktes  Jf^, 
dessen  Abstand  von  A  dem  reziproken  Werte  von  Jc'q  gleich  ist.  Die 
Krümmungsachse  der  Kurve  hat,  als  Lot  auf  der  Schmiegungsebene 
im  Krümmungsmittelpunkte,  die  Gleichungen 

/q^  £  — g  _  ^  —  n  _  h  —  t 

W  a      ~      h'      ~      c'      > 

die  mit  der  der  Tangentialebene  zusammenzustellen  sind.  Da  es  sich 
aber  für  diese  Untersuchung  schließlich  um  die  Richtung  AMq 
handelt,  deren  Kosinus  den  Differenzen  |q  —  a;,  .  .  .  proportional  sind, 
so  ist  es  zweckmäßiger,  die  Gleichungen  in  der  Form 


(?- 

-x)a  -f-  (^  - 

-y)^  -f  (5-^)c  =0 

a- 

-x)a"+{\)- 

-^)&"+(ä-^)c"=r 

(4) 


(vgl.  S.  17(8,  9))  zu  schreiben,  die  die  Krümmungsachse,  ihrer  ursprüng- 
lichen Erklärung  gemäß,  als  Schnittlinie  zweier  benachbarten  Normal- 
ebenen darstellen.     Sie  liefern  mit 

zusammen  für  1^  —  ;r,  .  .  .  die  Formeln 


a 
a" 


X     Y    Z 

d.  h.  wegen  hc"—  ch"=  ■ 

(5) 


do'-^) 


0 

h      c 

r 

h"    c" 

0 

Y    Z 

—  X 


.  .  und  für  A,  B,  G  statt  a,  h,  c  (S.  54): 
r{BZ—  GY) 


aX-\-b'Y-\-cZ  ' 


lo,  7]^,  ^Q  werden  hierdurch,  wie  es  sein  muß,  eindeutig  bestimmt. 
Denn  zwar  richten  sich  die  Werte  von  A,  B,  C  nach  dem  Prinzip 
des  Fortganges  auf  der  Kurve,  aber  gleichzeitig  mit  ihnen  kehren 
a,  h',  c   ihre  Zeichen  um. 

Bedeuten  nun  A^,  B^,  Cq  die  Kosinus  der  von  A  nach  M'^  gehen- 
den Richtung,  so  ist 


(6) 


^0 


—  -^Of 


Ä 

B 

C 

Ä 

B' 

c 

X 

Y 

z 
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Außerdem  aber  war  im  §  16  für  die  Tangentialnormale  eine  positive 
Richtung  t'^^^A'B'C)  eingeführt  worden,  die  mit  der  Lage  des 
Punktes  M'^  nichts  zu  tun  hat.     Ob  man  sie  mittels   der  Äquivalenz 

t,  t',  n  ^  x,y,  3 

an  ein  beliebiges  Fortgangsprinzip  auf  der  Kurve  knüpft  oder,  wie 
im  §  40,  unabhängig  davon  erklärt  und  dann  erst  das  Fortgangs- 
prinzip der  Äquivalenz  gemäß  annimmt,  bleibt  gleichgültig.  Von  Be- 
deutung ist  nur,  daß  dieser  Äquivalenz  zufolge 


=  +  1 


A'=-{BZ-CY),  ... 
wird.     Setzt  man  noch 

so  nehmen  die  Gleichungen  (5)  die  Form  an 

^;^-x==q'ä',  ... 

während  nach  (6) 

|^_a;  =  r'^;,  ... 

ist.     Fällt   nun    ÄM^    mit    der    positiven   Richtung    der    Tangential- 
normale zusammen,  ist  also 

so  wird  q' =  r'^',  sind  aber  ÄM'^  und  f  entgegengesetzt  gerichtet,  und 
demnach 

J-O   =  —  Aq,    .   .   .    , 

so  ergibt  sich  q' =  —  r^.     Endlich  war  (S.  60(14)) 

ZaX 


r 


g hZa'X^- 

also 

(8)  P-f 

Die  Tangentialkrümmung  ist  mithin  dem  reziproken  Werte  des  Ab- 
standes  der  Punkte  A  und  M'q  gleich  oder  entgegengesetzt  gleich, 
je  nachdem  die  positive  Richtung  der  Tangentialnormale  mit  der  von 
A  nach  M'q  gehenden  übereinstimmt  oder  nicht. 

Im   Grunde    hängt    dieses   Ergebnis    von    den   Vorstellungen    der 
Hauptnormale,  Tangentialnormale,  Krümmung  usw.  gar  nicht  ab.     Es 
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stellt  vielmehr  nur  die  Anwendung  einer  einfachen  und  allgemeinen 
Überlegung  aus  der  Projektionslehre  vor,  die  darauf  beruht,  daß  auf 
zwei  von  demselben  Punkte  ausgehenden  Strecken,  deren  eine  die 
Projektion  der  anderen  ist,  außer  den  Streckenrichtungen  selbst  auch 
die  entgegengesetzten  in  Betracht  gezogen  werden.  Um  das  Resultat 
herzuleiten,  bedarf  man  auch  des  Koordinatensystems  nicht.  Die 
Bezugnahme  auf  ein  solches  ist  hier  nur  deshalb  festgehalten  worden, 
weil  außer  dem  Zusammenhang  zwischen  den  vorkommenden  geome- 
trischen Größen  auch  deren  allgemeine  analytische  Ausdrücke  ge- 
braucht werden. 

Entsprechendes  gilt  schon  in  der  Theorie  der  Normalkriiramung, 
so  lange  es  sich  nur  um  die  Bedeutung  des  Vorzeichens  in  der  Gleichung 

n  _  ±  i-  . 

handelt,  worin  n  durch  die  Formel 

li  cos  (p  =^  n 

definiert  ist  und  r^  den  Abstand  des  Flächen-  oder  Kurvenpunktes  A 
von  dem  Schnittpunkt  M^  der  Krümraungsachse  und  der  Flächen- 
normale bedeutet.  Ein  wirklicher  geometrischer  Satz,  nämlich  der 
Meusniersche,  ergibt  sich  erst  aus  der  Tatsache,  daß  Vq  noch  eine 
andere  Bedeutung  hat,  die  des  Krümmungshalbmessers  einer  bestimmten 
ebenen  Kurve. 

Man  kann  fragen,  ob  sich  über  die  Größe  ro^  etwas  Ahnliches 
aussagen  läßt.  Sie  mit  dem  Schnitt  der  Tangentialebene  und  der 
Fläche  in  Verbindung  zu  bringen,  verbietet  sich  offenbar  deshalb, 
weil  dieser  Schnitt  zu  einer  beliebigen  durch  A  gehenden  Flächen- 
kurve in  keiner  besonderen  Beziehung  steht.  Aber  man  kann  die 
Projektion  der  Kurve  auf  die  Tangentialebene  einführen  und  deren 
Krümmung  untersuchen. 

Zu  dem  Zweck  möge  das  Koordinatensystem  so  gewählt  werden, 
daß  der  betrachtete  Punkt  Anfangspunkt,  die  Tangentialebene  in  ihm 
die  (a;i/)-Ebene  ist.  Die  Richtungen  t  und  t'  mögen  die  der  positiven 
X-  und  «/-Achse  sein,  so  daß  Flächennormale  und  ^;-Achse  ebenfalls 
den  positiven  Richtungen  nach  zusammenfallen.  Wie  im  §  28  bemerkt 
worden  ist,  empfiehlt  sich  eine  derartige  Spezialisierung  trotz  der 
dadurch  hervorgerufenen  Vereinfachung  der  Formeln  im  allgemeinen 
nicht.  Hier  kann  sie  unbedenklich  angewendet  werden,  weil  die  Pro- 
jektion einer  Flächenkurve  auf  die  Tangentialebene  nur  vorübergehend 
gebraucht  wird  und  die  allgemeinen  Ausdrücke  aller  Größen,  auf  die 
es  ankommt,  nach  dem  Vorhergehenden  bereits  bekannt  sind. 
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Für  die  gemacliten  Annahmen  ist  x==y  =  2  =  0,  J.  =  J5'  =  if  =  1, 
die  sechs  übrigen  Ilichtungskosinus  Null,  also 

Es  handelt  sich  allein  um  die  Berechnung  von 

,  r        ds^ 

^  =  -  Y  =  "J?- 

(§  3(9),  (15)).  Der  Parameter,  durch  den  die  Flächenkurve  dargestellt 
wird,  sei  x  selbst,  so  daß  d^x  =  0  ist  und  die  Gleichungen  der  Kurve 
die  Form  haben 

(9)  ic  =  x,        ^  =  y{oc),        l  =  s{x). 

Wegen  Ä  =  1  wird  dann  ds  =  dx,  und  die  einzige  außerdem  noch  ge- 
brauchte Größe  ist 

B  =  y"dx^. 

Mithin  hat  man 

1  /        1 

Die  Projektion  der  Kurve  auf  die  Tangentialebene  wird  bei  der 
Darstellung  (9)  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  zusammen  mit 
g  =  0  repräsentiert.  Berechnet  man  für  sie  nach  elementaren  Formeln 
der  Differentialrechnung  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes, 
so  findet  man  sofort 

r=o,     v  =  Y'    ^'=^-  ■ 

Der  Schnittpunkt  der  Krümmungsachse  der  Kurve  mit  der  Tangential- 
ebene der  Fläche,  welcher  der  Mittelpunkt  der  Tangentialkrüm- 
mung genannt  wird,  fällt  also  mit  dem  Krümmungsmittelpunkt  der 
ebenen  Kurve  zusammen,  in  der  sich  die  Flächenkurve  auf  die  Tan- 
gentialebene projiziert.  Die  Gleichung  (1)  entspricht  in  dieser  Theorie 
dem  Meusnierschen  Satze. 

Die  ebene  Kurve  kehrt  dem  Krümmungsmittelpunkt  die  konkave 
Seite  zu.  Hält  man  dies  mit  der  obigen  Zeichenbestimmung  zusammen, 
so  kann  man  sagen:  Die  Tangentialkrümmung  einer  Flächenkurve  ist 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Projektion  der  Kurve  auf  die 
Tangentialebene  nach  der  Seite  der  positiven  Tangentialnormale  hin 
konkav  oder  konvex  ist. 

Unter  dem  Radius  derTangentialkrümmung  soll,  entsprechend 
wie  für  die  Normalkrümmung,  nicht  die  Strecke  ÄMq,  absolut  ge- 
nommen, sondern  die  Größe  q',  der  reziproke  Wert  von  g,  verstanden 
werden. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  10 


V.  Absclinitt. 

Grundlagen  der  Theorie  der  binären  Differentialformen. 

§  43. 

Zusammenliang  fläclientheoretisclier  Aufgaben  mit  der  Theorie  der 

binären  Differentialformen.     Biegungskovarianten. 

Führt  man  die  in  den  letzten  Paragraphen  beständig  festgehaltene 
Voraussetzung,  eine  Flächenkurve  sei  durch  die  Gleichung 

(p{u,  v)  =  C 

gegeben^  in  die  Formel  für  die  Normalkrüramung 

Ldu^  4-2Mdudv-\-  Ndv^ 
Edu^-\-2F  dudv-{-Gdv^ 

ein,  so  erhält  man,  wie  schon  im  §  18  unter  (10)  angegeben, 
/-|N  _      \cv)  dv  du \du) 


\dv/  dv  du  \duj 


Daß  dieser  Ausdruck  nur  von  den  ersten  partiellen  Ableitungen  der 
Funktion  q)  abhängt,  während  zur  Berechnung  von  g  auch  die  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung  gebraucht  werden,  entspricht  der  auf  S.  127 
gemachten  Bemerkung  über  die  Art  des  Auftretens  der  Differentiale 
in  den  beiden  Formeln.  Ebendaselbst  ist  auch  schon  hervorgehoben 
worden,  daß  in  g  nur  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  E,  F,  G 
der  Fläche  enthalten  sind,  während  in  n  außerdem  noch  L,  M,  N 
vorkommen. 

Die  Formel  (1)    enthält   insbesondere    die   ersten   partiellen  Ab- 
leitungen   von   (jp    nur  in    ihrem   Quotienten  -^  >  -^'     Definiert    man 
die  Kurve  durch  NuUsetzung  einer  linearen  Differentialform 
(2)  9J?Q  =  m^du  -\-  m^dv, 

die  der  Integrabilitätsbedingung  nicht  genügt  oder  wenigstens  nicht 
zu  genügen  braucht,  so  hat  man  diesen  Quotienten  durch  m^  :  m^  zu 
ersetzen,  wodurch  (1)  in 


Biegung  und  Koordinatentransformation.  147 

,e^.  Lml  —  2  Mm^m^ -{- Nml 

^^  ^  ~  Eml  —  'iFm^m^  -\-Gml 

übergeht  (§18  (12)).  Man  kann  fordern,  für  dieselbe  Kurvendarstellung 
auch  g  zu  berechnen,  also  die  Formel  §  39(11)  in  bestimmter  Rich- 
tung zu  verallgemeinern. 

Aber  noch  wichtiger  ist  eine  andere  Aufgabe,  die  übrigens  mit 
dieser  nahe  zusammenhängt:  nämlich  die  Bedeutung  der  Tangential- 
krümmung  in  der  Abwickelungstheorie  festzustellen.  Das  alleinige 
Vorkommen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  in  der  Formel  für  g 
weist  auf  die  Notwendigkeit  einer  solchen  Untersuchung  hin.  Um  nun 
diese  nicht  später  zum  Teil  wiederholen  zu  müssen,  wollen  wir  schon 
hier  die  Beziehungen  zwischen  einer  Kurve  auf  gegebener  Fläche  und 
der  entsprechenden  Kurve  auf  einer  beliebigen  ihrer  Biegungsflächen, 
wenigstens  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte  hin,  vollständig  und  auf 
möglichst  einfachem  Wege  zu  ergründen  suchen.  Dabei  wird  auch 
der  Sinn  einiger  im  Vorhergehenden  angewendeten  Operationen  deut- 
licher hervortreten. 

Aus  dem  im  §  38  Gesagten  ist  ersichtlich,  daß  die  Biegungs- 
theorie mit  der  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten  aufs 
engste  verbunden  ist.  Bedeuten  m,  v  und  u,  v  die  Koordinatenpaare 
für  zwei  aufeinander  abwickelbare  Flächen,  und 

(4)  ^  '   ^ 

V  =  V  {u^v) 

die  Beziehungen,  durch  welche  die  Punkte  der  beiden  Flächen  ein- 
ander zugeordnet  werden,  so  soUen  die  beiden  Kurven 

q)(u,  v)  =  C 
und 

9)(m',  ü')  =  C 

einander  entsprechend  heißen,  wenn  ^(u\v')  aus  (p(u,v)  mittels  der 
Substitution  (4)  hervorgeht,  d.  h.  die  Gleichung 

(5)  (p(u,  v)  =  (p(u,  v) 

für  u  =  u{u,  V),  v'  =  v'(u,  v)  identisch  erfüUt  wird.  Die  Differentiation 
nach  u  und  v  einzeln  liefert  zwischen  den  Ableitungen  der  gegebenen 
und  der  transformierten  Funktion  die  beiden  Gleichungen 

d<p d^  du        d^  dv' 

.  du       du  du        dv'  d u 

(6) 

dcp dcp  du'   1^  d(p   dv' 

dv       du   dv         dv'  dv 

10* 
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Man  kann  von  ihnen  aucli  sagen,  daß  sie  aus 
(7)  dtp  =  d^ , 

d.      h.  r,  o  ^_  ^_ 

^  aw  +  o    dv  =  „ -,  du  +  „^  dv , 

du  dv  du  et!        ' 

durch  Einführung  von 

j  ,      du  j      ,   du' 
du  =  IS —  du  -f-  -^—  dv 

du  dv 

dv  =  -^—  du  +  o—  dv 

du  dv 

und  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  du  und  dv  auf  beiden  Seiten 
folgen. 

Läßt  man  bei  dieser  Auffassungsweise   eine    lineare   Differential- 
forni  SJ^o  an  die  Stelle  des  vollständigen  Differentials  dq)   treten  und 
bezeichnet  mit 
(9)  Wq  =  m[  du  +  m^  dv' 

die  aus  WIq  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (8)  hervorgehende  Form, 
sodaß  die  Gleichung 

m^  du  +  mg  dv  =  m[  du  +  '^'2  ^^' 

gilt,   so   sind  die  Koeffizienten   der  transformierten   Form    durch   die 

Beziehungen  ^    ,  ^  , 

°  ,  cu     ,       ,  dv 

f  du     .       ,  dv 
^  ^  dv     '       ^  dv 

bestimmt.     Und  umgekehrt  folgt  aus  ihnen  wieder 

(11)  m,^w,. 

Gleichzeitig  mit  den  Relationen  (6)  oder  (10)  bestehen  nun  in 
der  Theorie  der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  drei  Gleichungen 
zwischen  den  Koeffizienten  einer  quadratischen  Differentialform 

A  =  Edu^  +  '^Fdu  dv  +  Gdv^ 
und  denen  ihrer  transformierten 

A'  =  E'du^  +  2F'dudv'  +  G'dv^ 
(S.  124).     Diese  Transformationsgleichungen 

E^E'  i^)\  2F'  |~"-  l^  +  Q'  i^X 
\du/  dti  du  \duj 

n  9^  7?  _  7?'?^  ^   I    w'  /^Ji  ^'^   I    ^iL  ^\  _L  C  ^^'  ^' 

^     ^  du   dv  \du   dv        du  dv  /    '         du  dv 

G  =  E'  (1-^?+  2r^^  ^+G'  &Y 
\dv J  dv    dv    '         \dvl 
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bilden  die  Grundlage   der  nächsten  Untersuchungen.     Sie   folgen  aus 

(13)  A  =  A' 

mittels  der  Substitution  (8)  und  liefern  umgekehrt  die  Gleichung  (13) 
wieder. 

Aber  es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  daß  wenn  du,  dv  irgend  zwei 
Größen  bedeuten,  die  mit  zwei  anderen  öu',  dv'  durch  dieselben 
Gleichungen  Terbunden  sind  wie  die  Differentiale  du,  dv  mit  dii,  dv, 
also 

öu  =  ,5—  0  w  +  -^-~-  0  V 

du  dv 

(14) 

^  >       dv'         .    dv' 

du  dv       ' 

alsdann  aus  den  Transformationsgleichungen  die  allgemeinere  Relation 

(15)  Edu^+2Föudv  +  Gdv^  =  E'du^  +  2F'du  dv'  +  G'dv'^ 

hervorgeht.  Solche  Größen  du,  .  .  .  mögen  als  Variationen  bezeichnet 
werden,  doch  ist  dabei  von  einer  Beziehung  zur  Variationsrechnung 
nicht  die  Rede. 

Noch  allgemeiner:  Sind  du,  dv  und  bw,  bu  zwei  Paare  von 
Variationen  (Differentiale  selbst  niemals   ausgeschlossen),   so  hat  man 

(16)  Edu'üu  +  Fiduhv  +  dv\iu)  +  Gdv^^v^^ 

E'du'W  ^F'{du"tiv+  dv'\iu')  +  G'dv'\iv'. 

Insofern  die  Koeffizienten  der  bilinearen  Differentialform  (S.  33) 

(ßdu  +  Fdv)'Qu  +  {Fdu  +  Gdv)\iv  =  % 

mit  denen  von  A  übereinstimmen,  kann  man  den  Inhalt  der  Gleichung  (16) 
dahin  aussprechen,  daß  die  Transformation  einer  quadratischen  Form  A 
die  der  zugehörigen  bilinearen  Form  nach  sich  zieht. 

Solche  Variationen  nun  lassen  sich  mittels  (5)  oder  (11),  in  Ver- 
bindung mit  den  Transformationsgleichungen  (12)  selbst,  auf  einfache 
Weise  herstellen. 

Differentiiert  man  nämlich  die  Identität  (5)  nach  u'  und  v  statt 
nach  u  und  v,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen 

d^>  dq)  du    .   dtp  dv 

du'       du  du'       dv  du 

d^  dq>  du       d<p  dv 

dv'  ~  du  dv        dv   dv'' 

die  sich  mit  Hilfe  der  Umkehrungsformeln  (S.  40  (12))  in  die  Gestalt 
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dcp 
du 

1    dcp  dv'        1    dcp  dv 
A'  du  dv        A'  dv  du 

d^ 

dv 

1    dcp  du     1     1    dcp  duf 

A'  du  dv     '    A'  dv  du 

setzen  lassen. 

Wegen 

T  =  T'/\' 

(S.  43  (5))  folgt 

weiter 

(17) 

1   d^ 

r  dv 

1    d^ 
T'  du 

1  dcp  du         1  dcp  du 

T  dv  du        T  du  dv 

1   dcp  dv'        1   dcp  dv 
T  dv   du        T  du  dv 

Die  Vergleichung  mit  (14) 

lehrt,  daß  man 

(18) 

dq>             ^               1   dcp 
dv  '                          T  du 

d^               i    '                1    gqp 

annehmen  darf.    Diese  Werte  liefern,  in  die  Gleichung  (15)  eingeführt, 

^.[«'(fi)-2F'ii.||.+i?'(iiy]. 

Nimmt    man    eine    von    (p{u,  v)    verschiedene,    ebenfalls    willkürliche 
Funktion  ^(m,  v)  hinzu  und  setzt,  den  Ausdrücken  (18)  entsprechend, 

c  1    drp  c  1   dip 

T   dv  '  T  du  ^ 

so  gibt  die  Gleichung  (16)  oder 

(20)  51  =  51' 

die  allgemeinere  Beziehung 

_L  ff  ^  £^  _  Tr(^^  ^  _i_  ^  ^\  A.  jr^  ^1  = 
T*  L     gw  g«  \gM  dv    '    gt*  gv/  gv   dvj 

\     )  —     —  ____  __ 

J_  [q'  .^.  ^  _    V'  (^  ll.  _1_  ^  ^\   A-  p/  ^  J^l  . 

T'^L      du  du  \du'  dv        du    dv')         ^   dv    dv  } 

Benutzt  man  dagegen  bloß  die  Ausdrücke  (18)  und  ersetzt  das  zweite 
Paar  von  Variationen  durch  Differentiale,  so  liefert  dieselbe  Gleichung: 


(22) 


?[(^lf-4!)''»+Hr-«a:)H= 

K(^'ll-^'fl)<'»'+(^'ll-«14)''^-] 
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Die  Ausdrücke  auf  den  linken  Seiten  von  (19)  und  (21),  der 
Differentialparameter  erster  Ordnung  einer  Funktion  und  der  Zwischen- 
parameter zweier  Funktionen,  sind  uns  schon  von  den  Elementen  der 
Koordinatentransformation  her  bekannt  (S.  42).  Die  Gleichungen 
selbst  lassen  sich  schreiben 

(23)  A>=A>^ 

(24)  A^(9,,t/;)=A^,(^,T^). 

Hierbei  sollen  die  Indizes  a  und  a  andeuten,  daß  die  Koeffizienten 
links  der  Form  A,  rechts  der  transformierten  Form  A'  entnommen  sind. 
Die  Relationen  (23)  und  (24)  sind  für  die  Theorie  der  Differential- 
formen von  großer  Bedeutung.  Sie  lehren  nämlich  Ausdrücke  kennen, 
die  aus  den  Koeffizienten  einer  Form  A  und  den  Ableitungen  einer 
oder  mehrerer  willkürlichen  Funktionen  von  u  und  v  gebildet  sind 
und  die  Eigenschaft  haben,  bei  einer  beliebigen  Transformation  (4) 
in  die  aus  den  Koeffizienten  von  A'  und  den  Ableitungen  der  trans- 
formierten Funktionen  nach  den  neuen  Variablen  in  derselben  Weise 
zusammengesetzten  Ausdrücke  überzugehen.  Während  z.  B.  der  Koeffi- 
zient E  nicht  etwa  gleich  E'  wird,  die  Ableitung  ~  nicht  gleich  ^ , 

so  sind  doch  vermöge  (23)  und  (24)  jedesmal  zwei  der  Form  nach 
gleichgebildete  Ausdrücke  auch  dem  Werte  nach  einander  gleich.  Im 
Hinblick  auf  die  Bedeutung,  die  für  A  =  ds^  der  Koordinatentrans- 
formation in  der  Biegungstheorie  zukommt,  sollen  solche  Größen  als 
Biegungskovarianten  der  Funktion  (p  oder  des  Funktionenpaares 
(9),  ^)  bezeichnet  werden. 

Freilich  hat  man  sich  bei  Anwendung  dieser  Bezeichnung  darüber 
klar  zu  sein,  daß  die  Formeln  selbst  von  der  Bedeutung  der  Größe  A 
in  der  Flächentheorie  völlig  unabhängig  sind,  also  in  gleicher  Weise 
für  eine  beliebige  quadratische  Differentialform  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  gelten. 

§  44. 

Transformation  einer  binären  quadratischen  Form. 
Kogrediente  und  kontragrediente  Systeme  von  Variablen. 

Es  ist  nützlich,  die  Kovarianzen  (23)  und  (24)  oder  allgemeiner  die- 
jenigen, die  bei  Benutzung  von  Wq  statt  dcp  an  ihre  Stelle  treten  (S.  158), 
noch  nach  anderer  Methode  herzuleiten  als  durch  Bildung  von  Varia- 
tionen mittels  der  Umkehrungsformeln.  In  der  Theorie  des  Formen- 
paares (A,  3Ro)  reicht  man  nämlich  mit  den  Hilfsmitteln  der  algebra- 
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ischen  Formentheorie   so  lange  aus,  wie   nur  die  Koeffizienten  selbst^ 
nicht  auch  ihre  Ableitungen  ins  Spiel  kommen. 
Es  sei 

eine  quadratische  Form,  die  durch  die  homogene  lineare  Substitution 


(1) 
in 


1;.  =  ^^ 


Xi' 


übergeführt  wird.  Wie  schon  auf  S.  133  angegeben,  haben  bei  dieser 
Schreibweise  die  Indizes  i,  Je,  X,  ^, .  .  .  die  Werte  1  und  2  anzunehmen. 
Übrigens  kann  man  sich  leicht  bei  jeder  einzelnen  Untersuchung  klar 
machen,  ob  und  wie  weit  die  Formeln  auch  im  Gebiete  von  n  Vari- 
ablen (n  >  2)  gültig  bleiben. 

Die  Transformationsgleichungen  für  die  Koeffizienten  lauten 


(2) 


"ik 


2ia\ 


s,,s.. 


X,  f.1 


Xj.i'^'Xi^l.ik 


Aus  ihnen  folgt    durch   zweimalige   Anwendung    des  Multiplikations- 
theorems der  Determinanten  (vgl.  für  w  =  2  wieder  die  Formel  S.  34(10)): 

(3)  a  =  d .  s^, 

wo 


a  = 


"11       ^^12 
f  f 


die  Determinante  der  transformierten  Form,  und 


s  = 


'21 


'22 


die  Substitutionsdeterminante  bedeutet.  Die  Gleichung  (3)  kennzeichnet 
die  Determinante  der  Form  als  Invariante  im  algebraischen  Sinne. 
In  der  DifFerentialgeometrie  hat  man  es  immer  nur  mit  absoluten  In- 
varianten zu  tun,  d.  h.  solchen,  aus  denen  die  Potenzen  der  Sub- 
stitutionsdeterminante verschwunden  sind.  Sie  sollen  als  Invarianten 
ohne  weiteren  Zusatz  benannt,  dagegen  die  algebraischen,  wo  sie 
vorübergehend  auftreten,  ausdrücklich  als  solche  bezeichnet  werden, 
wenn  irgend  ein  Zweifel  möglich  ist. 

Im  §  40  ist  der  Differentialparameter  erster  Ordnung  einer  Funk- 
tion für  die  Grundform  A  in  eine  übersichtliche  Gestalt  gesetzt  worden. 
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Der  dortigen  Formel  (12)  (S.  133)  entspricht  für  den  Zwischenparameter 
die  folgende: 

«,  k 

Wegen  a^..  =  a^^  ist  dabei 

(5)  %i=«^«- 

Der  Ausdruck  (4)  ist  handlicher  als  der  frühere,  weil  das  Minuszeichen 
darin  nicht  mehr  vorkommt.  Seine  eigentliche  Bedeutung  aber  beruht 
auf  seinem  Zusammenhange  mit  den  Elementen  der  Formentheorie^ 
und  zwar  für  einen  beliebigen  Wert  von  n. 

Zum  Beweise  der  Kovarianz  oder,  je  nach  dem  eingenommenen 
Standpunkt,  der  Invarianz  des  Zwischenparameters  braucht  man  die 
Transformationsgleichungen  für  die  Größen  a^^.  Sie  können  aus  (2) 
nach  bekannten  Determinantensätzen  abgeleitet  werden.  Aber  eine 
bessere  Einsicht  bekommt  man  mittels  einer  Umwandlung  der  Form  A, 
der  Art,  daß  a^^,  a^gj  ^22  ^^^^^  ^\if  ^12?  %2  ^^^  Koeffizienten  auftreten. 

Der  Eulersche  Satz  über  homogene  Funktionen,  der  für  die 
Funktion  A  durch  die  Gleichung 


wiedergegeben  wird,  führt  darauf,  gleichzeitig  mit  den  ursprünglichen 
Argumenten  1^  oder  auch  statt  ihrer  die  halben  partiellen  Ableitungen 
der  Form  nach  diesen  Größen,  also  bestimmte  homogene  lineare  Funk- 
tionen der  Argumente,  zu  benutzen.     Es  ist 

a_A  _  ^     /,  ai,     ,  hä 


i  k 

i  ' 

(T)  klrr^""^'- 

Setzt  man  demnach 

so   sind  die   Größen  x^,  ...   mit   den   Größen   li,  .  .  .   durch   die  Glei- 
chungen 

(9)  ^,=-5'«rJ^v 
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verbunden.  Die  Determinante  der  Funktionen  x^  nach  den  Argu- 
menten t  ist  mit  der  Determinante  der  Form  A  identisch,  also  von 
Null  verschieden. 

Die  Auflösung  von  (9)  liefert 

l  V,l  V 

oder 

(10)  l=2^n^;'         • 

''  l 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Formel  (6)  des  Eulerschen  Satzes,  die 
jetzt  die  Gestalt 

(11)  ^^J.,  =  A 

r 

annimmt,  oder  auch  in  den  ursprünglichen  Ausdruck  von  A  ein,  so 
erhält  man 

(12)  A=^a^^,a7;rr^,. 

Um  nun  auf  Grund  dieser  Umwandlung  die  Beziehung 

A  =  A' 
für   den  beabsichtigten  Zweck  nutzbar  zu    machen,    muß    man    noch 
wissen,   in  welcher  Weise   sich  die  neuen  Variablen  Xj  vermöge   der 
Substitution  (1)  transformieren.    Dabei  hat  man  im  Auge  zu  behalten, 
daß  die  Größen  x'j  durch  die  Gleichungen 

(13)  x,=~-^=2^a^,l, 

definiert  werden,  aus  denen 

(14)  I'.=^«wä:; 


l 


(15)  t<-2c^'iA^'k 

',  * 

folgt;  jede  Größe  a'  ist  aus  den  Koeffizienten  a[^,  .  .  .  der  trans- 
formierten Form  A'  in  derselben  Weise  zusammengesetzt  wie  a^^ 
aus  denen  von  A.  Die  Gleichungen,  die  den  Zusammenhang  zwischen 
iCj,  ...  und  x[,  ...  vermitteln,  müssen  aus  den  Systemen  (1),  (9)  und 
(13)  durch  Elimination  von  ^^,  ...  und  ^[,  ...  unter  Benutzung  der 
Transformationsgleichungen  (2)  hervorgehen.  Einfacher  schließt  man 
so:  Aus  A  ■=  A'  folgt 


;^£.         // ;^j:'r  ^^,        X,i^  ^t'.  ' 


d.h. 

(16)  x^=2sax\. 


Kogrediente  und  kontragrediente  Systeme. 
Diese  Ausdrücke  geben  dann,  in 
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^<^Xu^i^u=^K 


ik  ^i  ^k 


X,f.i'  '  i,  k 

eingeführt,  die  gesuchten  Beziehungen 
(1'^)  o^'ik-^oc^.^.SaS,,,. 

Stellt  man  die  Substitutionsgleichungen  (1)  und  (16)  einmal  ohne 
Benutzung  des  Summenzeichens  und  für  einen  beliebigen  Wert  von  n 
zusammen,  so  ergibt  sich 

fei  ^  '^11  fei  +  ^12  fe2  +  ■  ■  ■  +  ^1»  fere 
§2  ^^  ^21  fei     I"  ^22  fe2     I 


und 


fe«  -~  ^nlfel  +  *«2fe2  +  •  ■ 

■  +  ^nn^n 

•^1  ^^  "11  «^1   T"  ^21  "^2     1     ■ 

•+S«1< 

X^  =  5^2  ^1  "T  ^22  "^2     1     ' 

■   ~r  5„2  ^n 

^n  ~  ^In  ^1  ~l"  ^2rt  ^2  "^ 


"T"  ^2»  fe« 


"T  ^nn^'n  ' 


Von  diesen  beiden  Gleichungssystemen  erscheint  das  erste  nach  den 
neuen  Variablen  |',  das  zweite  nach  den  alten  Variablen  x  aufgelöst, 
und  die  Substitutionskoeffizienten,  die  in  dem  ersten  in  einer  be- 
stimmten Zeile  vorkommen,  nehmen  in  dem  zweiten  System  die  ent- 
sprechende Spalte  ein.  Zwei  Reihen  von  Größen  1^,  . . .  |^  und  x^,  . . .  x.^^ 
die  mit  ihren  transformierten  durch  solche  Substitutionen  verbunden 
sind,  heißen  einander  kontragredient.  Dagegen  werden  Größen- 
systeme, die  derselben  Substitution  unterliegen,  als  kogredient  be- 
zeichnet; es  sind  demnach  rj^, .  .  .  ri^  kogredient  zu  ^i, .  .  .  !„,  wenn  die 
Gleichungen 

(18)  ri\=^s^,ri, 

gelten. 

Nach  der  Bedeutung,  die  x^,  .  .  .  in  dieser  Untersuchung  haben, 
sind  im  besonderen  die  partiellen  Ableitungen  der  Form  A  nach  den 
Argumenten  diesen  Argumenten  selbst  kontragredient. 

Um  die  Substitutionsgleichungen  (1)  und  (16)  aufzulösen,  hat 
man  die  Größen  (j^^  einzuführen,  die  aus  den  Elementen  der  Sub- 
stitutionsdeterminante s  ebenso  zusammengesetzt  sind  wie  die  Größen  «j^ 
aus  denen  der  Formdeterminante  a;  d.  h.  man  hat  unter  O-^  die  zu 
dem  Element  s^.^  gehörige,  durch  s  dividierte  Unterdeterminante  von 
s  zu  verstehen.  Nach  den  Grundformeln  der  Determinantentheorie 
ist  dann  (vgl.  S.  135(21)): 


ik 
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(19)  4, 

Die  Auflösungen  selbst  werden 

(20)  h-2^iX 

i 

(21)  x\^2^u^i- 

i 

Wendet  man  die  Operation,  die  zu  diesen  Gleichungen  führt^ 
zweimal  hintereinander  an,  so  bekommt  man  die  Auflösimgen  der 
Transformationsgleichungen  (2)  und  (17).     Es  wird  nämlich 


i,fC 


oder 

(22) 

und  ebenso 

(23) 


=  -2^«;.,. 
;.,^( 


^l  V  ^.u  p—  ^v 


aik-^ai^c^ii^kni 


hk=2^\u^U^, 


/Lik  ' 


Hält  man  die  Transformationsgleichungen  (2)  mit  den  Sub- 
stitutionsgleichungen (1),  die  Gleichungen  (17)  mit  der  Substitution  (16) 
zusammen,  so  kann  man  die  Formenkoeffizienten  a^^^  als  den  Argu- 
menten zweifach  kontragredient  bezeichnen,   und  von  den  Größen  a^^ 

dasselbe  in   bezug  auf  die   partiellen  Ableitungen  -öj-  aussagen.     Die 

beiden  Größenreihen  a^^  und  a^.^  sind  einander  kontragredient.  Ist  h.^ 
der  Repräsentant  irgend  eines  Größensystems,  das  den  Formenkoeffi- 
zienten kogredient  ist,  also  den  Gleichungen 

(24)  h,,=:Sb;_^,s,,s^,, 

genügt,  so  folgt  aus  (23)  und  (24) 

^CCikbik=^{^^'?.f.  ^f.i^fik)  i^KoS^iS^k) 
i,  k  i,  k     X,  fi  V,  p 

X,f,  v,(>  i  k 

/.,fl,V,(J 


(25) 


/,  k  ;.,  fi 
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Diese  Gleichung  bildet  für  zweifach  kontragrediente  Systeme  die 
Verallgemeinerung  der  folgenden  zwischen  einfach  kontragredienten 
Größen: 

(2Q)  2xA  =  2xd\, 

i  X 

die  allein  an  das  Bestehen  der  Substitutionen  (1)  und  (16)  (oder  (21)), 
aber  nicht  an  die  Bedeutung  der  Variablen  gebunden  ist. 

Weitere  Verallgemeinerungen  dieser  Definitionen  und  Formeln 
liegen  auf  der  Hand,  werden  aber  an  dieser  Stelle  nicht  gebraucht. 

Nachdem  die  Gleichungen  (17)  einmal  auf  irgend  einem  Wege 
bewiesen  sind,  gelten  über  weitergehende  Folgerungen  aus  ihnen  ent- 
sprechende Schlüsse  wie  auf  S.  149.  Namentlich  besteht,  wenn  jetzt 
iCi,  ...  und  y^,  ...  irgend  zwei,  den  Größen  li,  .  •  .  kontragrediente, 
also  einander  kogrediente  Systeme  bedeuten,  die  aus  (23)  in  Ver- 
bindung mit 

und 


Vk^^s^kVl 

folgende  Gleichung 

Q 

(27) 

^f^ik^iVk-^^'xc 

in^xVn' 

i,  k  /,  /( 

Sie  kann  als  Spezialfall  von  (25)  betrachtet  werden,  insofern  das  Pro- 
dukt x^y^.  vom  Typus  'b^^.  ist. 

Solche  kontragredienten  Größen  liefert  nun  die  Hinzunahme  einer 
linearen  Form 

i 

die  mittels   der  Substitution   (1)   transformiert  wird.     Die   Gleichung 


enthält  nämlich  die  Beziehungen 

(28)  m^^^^m^s^i 

zwischen  den  ursprünglichen    und   den  transformierten   Koeffizienten. 
Demnach  folgt  aus  (27) 

(29)  ^  a^^  m,  m^  =  ^a\  ^^  m\  m\, , 

i,  k  X,fi 

und  allgemeiner,  wenn  noch  eine  zweite  lineare  Form 
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i 

eingeführt  wird: 

(30)  ^a^,  m,  w,  =^'«;  ^^  m\  n^ . 

/,  k  ).,  fi 

In  der  Theorie  der  binären  Differentialformen,  wo  alle  Koeffi- 
zienten Funktionen  zweier  Variablen  u,  v  sind,  stellen  die  linken 
Seiten  von  (29)  und  (30)  die  Verallgemeinerungen  des  Differential- 
parameters erster  Ordnung  und  des  Zwischenparameters  dar.  In  den 
Bezeichnungen  der  Flächentheorie  haben  sie  die  Ausdrücke 

-^{Gml  -  2Fm,m,  -}-  EmI), 

Die  Gleichungen  selbst   kennzeichnen  diese  Größen  als   simultane  In- 
varianten des  Formensystems  (A,  SR^,  9^o). 

Kehrt  man  nun  endlich  zu  einer  oder  mehreren  willkürlichen 
Funktionen  der  Veränderlichen  u,  v  zurück,  so  hat  man  aus  den 
Gleichungen 

(p(u,  v)  =  ip{u,  v),         fp{u,  v)  =  ip(u',  v') 
oder 

(p{u^,...  uj  =  9«, . . .  iQ,        t{u^,  • . •  M„)  =  ^(w;, . . .  u„) 

abzuleiten : 


d.  h.,  wenn 

(32)  ^  =  5, 


du'i 


dU;_ 


'iA 


gesetzt  wird: 

(33)  ^  =  Vs.  t^  , 

i 

Vermöge  der  Transformation 

«4  =  «*;.(%>  •  •  •) 


wird 


^      ^  du.      » 


oder 

(34)  du[=^^s,_idu.. 

Mit  (33)  verglichen  lehren  diese  Gleichungen,  daß  die  partiellen  Ab- 
leitungen einer  willkürlichen  Funktion  den  Differentialen  ihrer  Argu- 
mente kontragredient  sind.    Versteht  man  nun  unter  der  quadratischen 
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Form  A  eine  DiiSerentialform ,  d.  h.  setzt  man  i,^=  du-,  so  werden 
die  Gleichungen  (1)  mit  (34)  identiscli,  und  man  kann  sagen,  daß 
die  Ableitungen  von  qo  den  Größen  ^  kontragredieut  sind.  Aus  diesem 
Grunde    gelten    alle    obigen   Ergebnisse    der  Formentheorie,  wenn  x. 


oder  m..  gleicli  ^,  w.  oder  n,,  gleich  ^  angenommen  wird,  und  die 

*    °  Olli'    ^''  *•    °  CUj^  °  ' 


^,  y,  oder  n,  g'--^     "^ 
Gleichung  (27)  oder  (30)  liefert 

i,k  ?.,fi 

Die  Kovarianz  des  Zwischenparameters  ist  hierdurch,  soweit  es  der 
Natur  der  Sache  nach  tunlich  ist,  auf  formentheoretischem  Wege 
bewiesen.  Der  Ausdruck  erscheint  als  simultane  Invariante  des  Formen- 
systems A,  d(p  und  dtlf.  Er  wird  als  Kovariante  bezeichnet,  weil  er 
tatsächlich  noch  von  den  Variablen  ti  abhängt,  die  in  der  rein  alge- 
braischen Formentheorie  nicht  vorkommen. 

§  45. 

System  zweier  quadratischen  Formen.  Anwendungen  auf  die 
Theorie    der    Hauptkrümmungen    und    der    Differentialparameter. 

Am  einfachsten  und  einheitlichsten  gestaltet  sich  der  Nachweis 
der  Invarianz  des  Zwischenparameters  und  der  mit  ihm  zusammen- 
hängenden Größen,  wenn  man  ihn  an  die  Theorie  eines  Paares  qua- 
dratischer Formen  knüpft,  die  schon  in  der  elementaren  analytischen 
Geometrie  die  Grundlage  wichtiger  Untersuchungen  bildet. 

Die  Determinante  der  Form 

/,  k 

war  für  eine  homogene  lineare  Substitution 

i 

eine  algebraische  Invariante  (S.  152).  Wird  nun  gleichzeitig  mit  A 
eine  zweite  quadratische  Form 

i,k 

transformiert,  d.  h.  besteht  vermöge  derselben  Substitution  die  Gleichung 

B  =  B', 
so  ist  auch 

A-i-i[iB  =  A'-f  ^b; 
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WO  /i  eine  willkürliclie,  von  den  sonst  vorkommenden  unabhängige 
Oröße  bedeutet^  und  die  Determinante  der  Form  A  +  ft  B  genügt  der 
Gleichung 

Durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  ju,  und  Koeffizienten- Yergleichung 
ergibt  sich  für  beliebiges  (i  eine  Reihe  simultaner  Invarianten,  die 
aus  den  ünterdeterminanten  der  verschiedenen  Ordnungen  von  a  und 
b  in  bestimmter  Weise  zusammengesetzt    sind.     Durch  Division  mit 

a  =  a  s^ 

kann  man  von  vornherein  absolute  Invarianten  entstehen  lassen.  Für 
den  uns  interessierenden  Fall  n  =  2  ergibt  sich  dann 


«21+f*^217         <*22+f*^22 


«21+/^  ^21?        «22+f*^22 

und  die  Koeffizienten  von  fi^  und  ^  liefern  die  Gleichungen 
(1)  A==^ 


Um  die  erste  von  ihnen  hinzuschreiben,  also  den  Quotienten  der 
beiden  Determinanten  von  B  und  A  als  absolute  Invariante  zu  kenn- 
zeichnen, hätte  es  selbstverständlich  der  Einführung  von  yi  nicht  be- 
durft. Der  Zähler  der  linken  Seite  von  (2),  der  für  sich  allein  der 
Gleichung 

genügt,  heißt  die  bilineare  simultane  (algebraische)  Invariante  des 
Formenpaares  (A,  B).   Die  linke  Seite  selbst  kann  geschrieben  werden: 

«11^11  +  2^12^12  +  «22^22  ^^f^ikhk, 

i,k 

und  es  werde 

(3)  ^«a^-.  =  ^a(A,B) 

/,  k 

gesetzt.  Der  Index  a  soU  andeuten,  daß  bei  der  Überführung  der 
bilinearen  algebraischen  Invariante  in  eine  absolute  durch  die  Deter- 
minante a,  nicht,  wie  es  doch  auch  statthaft  wäre,  durch  h  divi- 
diert wird. 

Die  Invariante  H^{fK,  B)  ist  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  aus 
im  vorigen  Paragraphen  bereits  eingeführt  worden  (Gl.  (25)).  Sie  ist 
für  die  Anwendungen  auf  die  Flächentheorie  von  grundlegender  Wich- 


Transformation  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung,  \Q1 

tigkeit.     Man  kann  sie  z.  B.  dazu  benutzen,  sich  von  der  Bedeutung 
eines   bestimmten  Ausdrucks  in  der  Theorie  der  Hauptkrümmungen 
Rechenschaft  zu  geben. 
Außer  der  Form 

Edu^+  2Fdudv  +  Gdv^  =  ds^ 
kennt  man  nämlich  von  vornherein  noch  eine  zweite, 

Ldu^  +  2Mdu  dv  +  Ndv^  ~  ^, 

deren  Koeffizienten,  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung,  denselben 
Transformationsgleichungen  (S.  39  (8))  genügen  wie  die  Fundamental- 
größen erster  Ordnung  E,  F,  G: 

\du)  du   du    *  \du/ 

(4)       j/  =  r  1^  1^  +  3f' (1^  1^  + 1-  ~)  +  N'^^  ^ 

^  ^  ou  dv  \du    dv        du  dv  /  du  dv 

\dv )  dv    dv    ^  \dv / 

Diese  Gleichungen  folgen  mit  einem  Schlage  aus  der  Bemerkung,  daß 
der  Wert    der  Differentialform   Ldu^ -\- 2Mdudv -\- Ndv^  allein  von 

dem    Linienelement    ds   und    der    zugehörigen   Normalkrümmung  — , 

aber  nicht  von  dem  Koordinatennetze  abhängt,  daß  also  für  beliebige 
Werte  von  du  und  dv  die  Beziehung 

Ldu^-\-  2Mdudv  +  Ndv^  =  L'du'^-}-  2M'dudv' +  N'dv'^ 

gelten  muß,  in  der  L',  M',  N'  aus  x(u',  v'),  ...  ebenso  gebildet  sind 
wie  L,  M,  N  aus  x(u,  v),  .  .  .  . 

Übrigens  ist  es  leicht,  die  Gleichungen  (4)  durch  direkte  Rech- 
nung zu  prüfen.  Dazu  würde  man  zunächst  aus  den  Definitionsaus- 
drücken für  X,  Y,  Z  (S.  49  (8))  die  geometrisch  evidenten  Formeln 

(5)  X=X',         Y=Y',        Z=Z' 

ableiten.     Ferner  ist  z.  B. 

^  =  ^—  /ai/\2      2    d^x     du^dv^       d^  (dv'\^      dx  d^u        dx  dW 
du^       ~du^\du)  '^     du'dv'du   du  '^  dv"*\du)  '^  du   du^  "^  dv'du^" 


Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  X,   die  beiden  entsprechenden 

für  ^^^  und 

du* 

vermöge  (5) 


d*y  d^z 

^^^  ^.T!!  und   „5  mit   Y  und  Z  und  addiert,    sodaß  links  L,    rechts 

ou*  CU  '  ' 
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Ovflrmnrr 

du^  '    du 


auftreten,  so  fallen  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  -^-y  ,  ~^—i  wegen 


der  Identitäten 


heraus,  und  es  entsteht  die  erste  Transformationsgleichung  (4). 

Den  Gleichungen  (1)  und  (2)   zufolge  sind  hiernach   die  Größen 

LN—M^  j      GL  —  2FM-{-EN 

iiTin ■ 

EG  —  F^  EG  —  F^ 

Invarianten  für  jede  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten, 
Auch  dies  ist  vom  geometrischen  Standpunkt  aus  unmittelbar  ein- 
leuchtend. Denn  von  den  beiden  Verbindungen  aus  den  Fundamental- 
größen erster  und  zweiter  Ordnung  stellt  die  erste  das  Produkt,  die 
zweite  die  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungen  dar  (S.  77  (18, 19,20)). 
Sie  sind  vom  Koordinatensystem  unabhängig.  Bezieht  man  also  die 
Fläche  auf  ein  zweites  Koordinatennetz,  so  müssen  sie  aus  den  neuen 
Fundamentalgrößen  ebenso  zusammengesetzt  sein  wie  aus  den  alten, 
d.  h.  es  müssen  die  Gleichungen 

^~  EG—  jP*  ~  E'G'  —  F'' 

(6) 

„  ^  GL—2FM+EN  _  G'L'— 2F'M' -j- E'N' 

^=  EG  —  F'  ~  E'G'—F'^ 

bestehen. 

Freilich  läßt  sich  aus  diesen  Ergebnissen  nicht  etwa  schließen, 
daß  H  und  K  Biegungsinvarianten  seien.  Denn  von  der  Transformation 
der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  ist  in  der  Abwicklungs- 
theorie garnicht  die  Rede.  Wenn  K  dennoch  bei  der  Biegung  der 
Fläche  ungeändert  bleibt  (§  37),  so  rührt  dies  daher,  daß  die  Funda- 
mentalgrößen zweiter  Ordnung  aus  dem  Ausdruck  von  K  entfernt 
werden  können  (§  36). 

Als  quadratische  Form,  die  gleichzeitig  mit  A  transformiert  wird, 
kann  auch  das  Produkt  zweier  linearen  Formen  oder  das  Quadrat  einer 
solchen  Form  betrachtet  werden.     Für 

geben  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  erste  nach  Weglassung 
eines  Zahlenfaktors, 

/rjTN  {m^n^  —  vi^n^Y  ^  (w>g  —  m'^n'^)^ 

'^ll  ^22  ^12  CiiO^ää  ^12 
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«22  Wi  n^  —  ai2  (OTt  OTg  4-  Wg  wj  +  g^i  m^ n^  ^ 

,     .  '^11^22  '*12 

«22  W'i  W'i  ttj,  (m'i  W'ä  -(-  »^2  W'i)  -f-  «11  »»2  «2 


«11^22  «12 

Unter  der  Annahme 

liefert  (1)  kein  Ergebnis,  weil  die  Determinante  b  dann  identisch 
verschwindet;  die  Gleichung  (2)  heißt 

/Q\  «22*^*1  —  2aigWi  wjj  -f-  «11 W5 «ä»"'? —  2ai2»»im2+  «iiW^* 

^yj  ^  2  —  '    '        'S  * 

tt|  1  da  2  '   «l't»  Ct-i  1  «9  9  «1  9 

Die  linken  Seiten  von  (9)  und  (8)   lassen  sich  nach  (3)   in  der 

Form 

H^(A,mi)     nnd     HJA,WIM. 

schreiben.  Für  a^^  =  E,  a^^  =  F,  a^^  =  G  gehen  sie  in  die  auf  S,  158. 
angegebenen  Invarianten  über,  und  speziell  für 

in  den  Differentialparameter  erster  Ordnung  von  cp  und  den  Zwischen- 
parameter von  qp  und  ^.     Man  kann  also  setzen: 

(10)  Al<p=^H^(A,dcp') 

(11)  A„i<p,^i;)==R^{^,dcp.dt). 

§46. 
Die  Christoffeischen  Formeln. 

Auf  welche  Weise  man  sich  auch  von  der  Invarianz  des  Differen- 
tialparameters erster  Ordnung  überzeugen  möge,  so  hat  man  doch  die 
Gleichung 

(1)  K^-K^ 

unter  allen  Umständen  als  Resultat  einer  Elimination  aufzufassen.  Sie 
muß  nämlich  aus  den  drei  Transformationsgleichungen  für  die  Formen- 
koeffizienten, 

und  denen  für  die  beiden  partiellen  Ableitungen  der  Funktion  gp, 

durch  Wegschaffung  der  vier  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach 
den  alten, 

11* 
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ou'i         du[         du'^        du'i 

hervorgehen.     Dasselbe  gilt  für  die  Gleichung 

(4)  A„(9),^)  =  A^,(^,t^) 

unter  Hinzunahme  der  beiden  Transformationsformeln 

^  ^  dUi      ^j  du\  dUi 

Das   vollständige  System   von  7—4  Resultanten  wird  dann  durch  die 

Invarianzen  (1),  (4)  und 

(6)  A>  =  Ai,^ 

dargestellt,  von  denen  eine,  wenn 

gesetzt  wird  (vgl.  S.  44  (6)),  auch  durch 

(8)  D^{<p,t)  =  D^,{^,t) 

vertreten  werden  kann.    Die  vier  in  (1),  (4),  (6)  und  (8)  vorkommenden 
Invarianten  des  Formensystems  (A,  dq),  dili)  genügen  der  Identität 

(9)  A>  .  A>  -  A^icp,  rl^y  =  D,{<p,  ^f 
(S.44(9)). 

Wenn  man  nun  Invarianten  höherer  Ordnung  herstellen  will,  also 
zunächst  Biegungsko Varianten  einer  einzigen  Funktion,  die  auch  deren 
zweite  Ableitungen  enthalten,  so  hat  man,  die  Existenz  solcher  Ver- 
bindungen vorausgesetzt,  darauf  auszugehen,  außer  den  vier  genannten 
partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung  auch  die  sechs  Ab- 
leitungen 


d'u\ 

d'< 

a*< 

a*«; 

du\  ' 

du\ ' 

du^du^^ 

du\ 

aus  den  Transformationsgleichungen  (2,  3)  und  ihren  Derivierten  zu 
eliminieren.     Die  Anzahl   dieser  Ableitungen,    im   allgemeinen  Falle 

gleich  —  ,    stimmt    mit    der    Anzahl    der    durch    je    einmalige 

Differentiation  nach  u^,  .  .  .  u^  aus  (2)  hervorgehenden  Gleichungen 
überein,  und  zwar  sind  diese  in  den  zweiten  Ableitungen  linear  und 
nicht  homogen.  Man  wird  also,  faUs  nicht  etwa  eine  bestimmte 
Determinante  verschwindet,  die  neu  hinzutretenden  Differentialquo- 
tienten durch  folgende  Größen  eindeutig  darstellen  können:  die  Differen- 
tialquotienten der  ersten  Ordnung,  die  Ableitungen  der  Formenkoeffi- 
zienten a^^  nach  den  Variablen  u^  und  die  der  Größen  d^^  nach  den 


Die  Ableitungen  der  Koeffizienten  von  A.  165 

neuen  Veränderlichen  u'^.     Dies  wird  durch  ein  von  Christoffel  auf- 
gestelltes   Formelsystem   geleistet,    nach    dessen  Herleitung    man   die 
Elimination   der  zweiten  Ableitungen  durch   einfache  Substitution  in 
die  Derivierten  der  Gleichungen  (3)  vollziehen  kann. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  liefert 

^«»/t  _  "^    '     ^**1    ^^'f^ 1    "^    '    ^i"  _^1j6_  _l  Sr^^^/i  ^"^i  ^%  ^^1' 

oder,  wenn  in  der  ersten  Summe  die  Zeichen  k  und  a  vertauscht  und 
die  Gleichungen 

(10)  «;a=% 

benutzt  werden, 

1,1.1  1,,U  ^)l"j»' 

Nachdem  durch  diese  einfache  Umformung  erreicht  ist,  daß  die 
Größen  u,  auf  die  sich  die  zweimalige  Differentiation  bezieht,  nur 
mit  einem  und  demselben  Index  X  behaftet  vorkommen,  erscheint  es 
weiter  wünschenswert,  eine  der  beiden  vorkommenden  Doppelsummen 
zu  isolieren.     Da 

ist,  so  wird  man  der  Formel  (11)  die  beiden  an  die  Seite  stellen,  die 
durch  Vertauschung  von  i   mit  l  und  von  h  mit  l  aus   ihr  hervor- 
gehen, nämlich 
n 9^  ^"g-  _  "^  '    ^^M   d^u\         '^  ,    du'^L  d*u\         'Sr\ca\fv  cvf^  ^t*[,  du'^^ 

n  «A  ^"'ii  _  V«'    ^^'^ _i*J*L  _L  V«'    ^f"  ^'^1    ^  'sr)da^  du\du'f,du[. 
^  ^  a%      ^    ^-^'dui  duiduk^^^^'dui  duidu,,  '  ^  du',    dUi  dui  dtik 

Addiert  man  jetzt  (12)  und  (13)  und  subtrahiert  (11),  so  fallen  zwei 
der  Doppelsummen  weg,  und  es  bleibt 

da^ci   I    ^^i  _  ^«a  ^  9  "^   '     ^^t    ^^K ,    "^l^fi  l^  ^H:  ^^ 

dUi        duk        dui         "^  j^    -^i"  dui  du^dUf.      ^Li  du\.    du^   du^.  du^ 

,    "^  da'if^  du[  du'^i  du^  _  "^  ^«1^  duj^  di*'fi.du^^ 
^^  du'y    dUi   dui  dui,       ^j  du'^    du^   du,,  cuj 

X,  fi,  V  X,  fi,  V 

Von  den  drei  dreifachen  Summen  kann  die  erste  durch  Vertauschung 
von  l  mit  v,  die  zweite  durch  Vertauschung  von  /i  mit  v  so   umge- 
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formt   werden,    daß    die  Ableitungen  der  neuen  Variablen   nach   den 
alten  in  ihnen  in  derselben  Verbindung  vorkommen  wie  in  der  dritten, 

nämlich 

du'2  du'u  du'v         1 

-^  i5      "ä—      oder      s, .  s,, ,.  5^ . . 

Die  letzte  Gleichung  wird  dann 


~^^\du',     ^  du'.         du'  )  *^i^'**w 


oder  wenn,  wie  schon  im  §  40, 

n  A\  1_  l^M  4.  ^  _  ^^A  =  r*  ^1 

^  ^  2  va«,.  "^  a^^.      a«;  y'     L  z  J 

gesetzt  und  die  aus  den  Koeffizienten  von  A'  entsprechend  gebildete 
Größe  durch  Hinzufügung  eines  Akzents  gekennzeichnet  wird, 

(15)  [*/^]  -^^\,S^aY^^+^[\'']hiS,,S,i- 

Die  gesuchten  Ausdrücke  der  zweiten  partiellen  Ableitungen  ergeben 
sich  nunmehr  einzeln  mittels  der  Grundformeln  der  Determinanten- 
theorie, die  hier  für  die  Determinanten  a,  a  und  s  noch  einmal  zu- 
sammengestellt werden  mögen: 


(16)  ^^ik  ^ii  = 

i 

(17)  ^«L^iliv  = 

(18)  3a.<^i.  = 

i 

(19)  3.<^,u'  = 


1,  li^l 

0,  Jc'^l 

1,  A  =  ^ 

1,  Z;  =  Z 

0,  h'^l 

1 ,  i  =  Je 
0,  i^Ä;. 


Multipliziert  man  die  Gleichung  (15)  zunächst  mit  6  j  und 
summiert  über  l,  so  erhält  man  unter  Benutzung  von  (19)  aus  dem 
ersten  Gliede  der  rechten  Seite 
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und  hieraus  durcli  Multiplikation  mit  a^v  und  Summation  über  q 
(nach  (17)) 

X  Q 

Die  beiden  Operationen  zusammen,  also  die  Multiplikation  mit  cC/^^-^a  ^ 
und  Summation  über  l  und  q,  lassen  aus  dem  zweiten  Gliede  der 
rechten  Seite  den  Ausdruck 

hervorgehen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  liefert 

'i  Je' 


Ü'^H'^Ä^  } 


Q,l 

Diese   Summe    enthält  in  den  Verbindungen       -die   Koeffizienten 

von  A,    dagegen    in    den  Größen  a,'     die   Koeffizienten    der    transfor- 
mierten Differentialform  A'.     Mittels  der  im  §  44  bewiesenen  Rela- 
tionen 
(20)  f^a=2<fc^xi^,a 

(S.  156(23))  kann  sie  jedoch  so  umgeformt  werden,  daß  sie,  außer 
von  den  Substitutionskoeffizienten  s^^,  nur  von  der  ersten  Reihe  von 
Koeffizienten  abhängt.     Es  wird  nämlich 

i  /i,  ,u  i 

d.  h. 

i  ,« 

also 

Q,l  V  fx  vi 

l  V 

Die  innere  Summe  auf  der  rechten  Seite  ist  ebenfalls  schon  im  §  40 
abgekürzt  bezeichnet  worden: 

V 

Wird  die  entsprechende  Bezeichnung  auch  für  die- transformierte  Form 
angewendet,  so  kann  man  schreiben 
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''"*;+2iVT^...-,..-=2'r">- 


oder  bei  veränderter  Anordnung   der  Glieder  und  wenn  zugleich   die 
Substitutionskoeffizienten  s-^  durch  ihre  Werte  ersetzt  werden, 

V  X,  f.1 

Dies  sind  die  Christoffeischen  Formeln. 

Die  Einführung   der   Christoffeischen   Größen  erster  und  zweiter 

-      und       ,       ist  im   §  40   durch   bestimmte   Operationen  ver- 
anlaßt worden,  die  sich  auf  die  Gleichungen 


hk-^ 


stützten.  Hier  dagegen  zeigt  sich  die  rein  formentheoretische,  von 
der  Differentialgeometrie  unabhängige  Bedeutung  dieser  Verbindungen 
aus  den  Formenkoeffizienten  und  ihren  ersten  Ableitungen.  Gebraucht 
werden  fast  ausschließlich  die  Ausdrücke  zweiter  Art.  Wo  also  von 
Christoffeischen   Verbindungen    ohne    weiteren    Zusatz    die    Rede    ist, 

sollen  immer  die  Größen    |       |  darunter  verstanden  werden  (S.  137). 

Die  Darstellung  der  Größen  erster  Art  aus  den  Gleichungen  (22) 
ergibt 

(24)  ['M-^*".'!?' 


§47. 

Die  Christoflfelsche  Kovarianz. 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Tangentialkrümmung. 

Nun  bleibt  also  übrig,  die  Werte  der  zweiten  Ableitungen  der 
neuen  Variablen  nach  den  alten  aus  den  Christoffeischen  Formeln  in 
die  Beziehungen  zwischen  den  zweiten  partiellen  Differentialquotienten 
der  Funktionen  (p  und  ^  einzusetzen.     Diese  Gleichungen,  aus 

^  ^  dui      ^  dul  dui 

h 
abgeleitet,  lauten 

h  X,  fi 


y 


Die  Christoffeische  Kovariante.  Iiß9 

Nach  Hinzuziehung  der  Christoffeischen  Formeln  geben  sie 

h,  V  h,  X,  1.1 

.     "^      g^9       g^^    gw^ 
X,  n 

Vereinigt  man  die  zweite   und  dritte  Summe   und  wandelt  die   erste 
mit  Hilfe  von  (1)  um,  so  erhält  man 

V  X,  f.1  h 

Wird  jetzt  (vgl.  S.  129) 

r 

und  entsprechend 


gesetzt,  so  heißen  die  Gleichungen  (3): 

^^)  ^'a  =2; 9'^./. -4  auf 

oder 

Nach  der  Definitionsgleichung  für  die  Größen  |    ,  1  (S.  166)  und 
infolge  von  a^^  =  a-,^  ist 

(7)  [V]=[M. 

demnach  auch 

w  (VI  =  ['t\ 

und 

(9)  9)^  =  9P,-4  ■ 

Die  Beziehungen  (5)  oder  (6),  deren  Anzahl  somit  gleich  3  ist,  sind 
die  Transformationsgleichungen  für  die  Koeffizienten  einer  quadra- 
tischen Differentialform 

(10)  (p■^^■^^du^ -\-  2cp^^dudv  -\-  (p^^dv^  =  0, 
d.  h.  sie  ziehen  die  Gleichung 

oder  '•*  ^'■" 

(11)  0  =  0' 
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nach  sicli  und  folgen  aus  ihr  wieder.  Die  Diiferentialform  0  soll 
als  Christoffeische  Ko Variante,  und  zwar  des  Formenpaares  (A,dq)) 
oder,  wo  kein  Mißverständnis  vorkommen  kann,  der  Funktion  (p{u,  v) 
bezeichnet  werden. 

Für  q)  =  u  und  (p  =  v  gehen  die  Relationen  (5)  rückwärts  in 
die  Christoffeischen  Formeln  über. 

Die  Überlegungen  nun,  die  im  Anschluß  an  die  Transformation 
von  A  in  den  Paragraphen  43  und  44  angestellt  worden  sind,  gelten 
selbstverständlich  auch  für  die  Form  0.  Namentlich  aber  gestattet 
die  Existenz  dieser  quadratischen  Differentialform,  die  gleichzeitig  mit 
der  gegebenen  transformiert  wird,  die  Ergebnisse  der  Elimination  aller 
4  +  6  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  der  neuen  Variablen 
nach  den  alten  aus  den  3  +  3  +  2  +  6  Gleichungen  (2)  und 
§  46  (2),  (3),  (11)  in  invarianter  Form  hinzuschreiben.  Nachdem  die 
letztgenannten  sechs  Gleichungen  zur  Berechnung  der  zweiten  Ab- 
leitungen und  Überfühi-ung  von  (2)  in  (5)  verwendet  worden  sind, 
werden  die  Resultanten  mit  denen  der  Elimination  der  ersten  Ab- 
leitungen aus  (5)  und  §  46  (2),  (3)  identisch.  Sie  erscheinen  als  In- 
varianzen, wenn  man  die  Koeffizienten  der  beiden  quadratischen 
Formen  A  und  dtp^  in  der  im  §  45  beschriebenen  Weise  unter  sich 
und  mit  denen  von  O  zusammenstellt. 

Um  uns  nicht  in  Einzelheiten  der  Formentheorie  zu  verlieren, 
möge  es  hier  genügen,  eine  einzige  der  neu  hinzutretenden  Verbin- 
dungen aus  den  Formenkoeffizienten  und  den  Ableitungen  der  Funk- 
tion  cp  anzugeben.  Die  bilineare  algebraische  Invariante  von  0  und 
dip'^  (S.  160)  hat  den  Ausdruck 


/d(pY      n        8cp  dcp   ,         /dcpy 


Sie  ändert  sich  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Variablen  um 
das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante.  Anstatt  nun  mit  der 
Determinante  von  <t)  zu  dividieren,  also  bei  den  Formen  0  und  d(p^ 
stehen  zu  bleiben,  kann  man  den  Ausdruck  auch  durch  Division  mit 
der  Determinante  von  A  in  eine  absolute  Invariante  verwandeln.  In 
Verallgemeinerung  der  Definitionsgleichung  §  45  (3)  werde 


(12)  ^^^^        ,   /^  7. ^^^  =  HÄ^,  d^^) 

gesetzt.     Dann  gilt  die.  Invarianz 

(13)  H^{(t>,dy)^H^,{<t>'  d^). 
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Der  Ausdruck  (12)  kommt  für 

in  der  Gleichung  vor,  die  die  formentheoretischen  Untersuchungen  der 
letzten  Paragraphen  veranlaßt  hat,  nämlich  der  Formel  §  39(11)  (S.  129) 
für  die  Tangentialkrümmung.  Daß  II^(ß>,  dcp^)  und  A^^  bei  einer  be- 
beliebigen Transformation  der  Koordinaten  ungeändert  bleiben,  läßt 
dasselbe  für  die  Größe  g,  oder  wie  jetzt  der  Deutlichkeit  wegen  ge- 
schrieben werden  muß,  für  g  hervortreten.  Allerdings  hätte  die 
Gleichung 

(14)  g^  =  g^ 

aus  der  geometrischen  Bedeutung  von  g  sofort  gefolgert  werden 
können.  Wegen  des  Zusammenhanges  der  Transformation  von  E,  F,  G 
mit  der  Biegungstheorie  kann  man  ihren  Inhalt  dahin  aussprechen, 
daß  die  Tangentialkrümmung  einer  Kurve  (p(u,  v)  =  C  bei  der  Ab- 
wicklung der  Fläche  auf  eine  andere  in  die  Tangentialkrümmung  der 
entsprechenden  Kurve  ^(w',  v')  =  C  übergeht.  Oder  kürzer:  Bei  der 
Biegung  einer  Fläche  bleibt  die  Tangentialkrümmung  einer 
beliebigen  Kurve  ungeändert. 

Die  Theorie  der  quadratischen  DiflPerentialformen  liefert,  wie  wir 
sehen,  mehr,  nämlich  die  Biegungskovarianz  des  Zählers  (zu  dem  man 

sich   den  Faktor  -^^  hinzugezogen  zu  denken  hat)    und    des  Nenners 

von  ^  einzeln.  Benutzt  man  für  A^^qp  den  Ausdruck  S.  163(10),  so 
kann  man  schreiben 

(15)  g^^-f^.^^ 

Die  einfache  und  übersichtliche  Form,  die  g  bei  Einführung 
der  Koeffizienten  der  Christoffeischen  Kovariante  annimmt,  läßt  er- 
warten, daß  es  sich  auch  sonst  bei  flächentheoretischen  Untersuchungen 
empfehlen  wird,  an  Stelle  der  Ableitungen 

c^cp  c^cp  d'<p 

du^  '        dudv'        dv^ 
mit  den  Größen 

zu  rechnen.    In  der  Tat  findet  sich  dies  auf  Schritt  und  Tritt  bestätigt. 

§48. 
System  einer  quadratiselien  und  einer  linearen  Form. 

Der  Ausdruck  der  Tangentialkrümmung,  von  dem  eben  wieder 
die  Rede   gewesen    ist,    läßt   nicht    unmittelbar  erkennen,    daß   diese 
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Größe  nur  von   dem  Verhältnis  ~  :  -^  abhäns^t.     Auf  Grund  dessen 

ist  es  schon  im  Anfange  des  §  43  als  eine  Aufgabe  hingestellt  worden^ 
die  Größe  g  auch  für  die  Kurvendarstellung 

Wq  =  %  du  -\-  m^dv  =  0 
zu  berechnen. 

Dazu  bedarf  es  einer  systematischen  Untersuchung  der  invarianten 
und  ko Varianten  Beziehungen,  die  mit  der  simultanen  Transformation 
der  quadratischen  Form  A  und  der  linearen  Form  SJIq  zusammen- 
hängen. Die  Unterlagen  dafür  sind  in  den  vorhergehenden  Para- 
graphen bereits  gegeben  worden.  Bleibt  man  zunächst,  solange  die 
Ableitungen  von  m.^  und  m^  nicht  vorkommen,  wieder  bei  den  Me- 
thoden und  Bezeichnungen  der  algebraischen  Formentheorie  stehen^ 
so  hat  man  als  Basis  der  Theorie  des  Formenpaares  (A,  SRq)  die 
Gleichungen 

(1)  A  =  A' 

(2)  m,==W„ 
die  für  die  Substitution 

(3)  i\=:ssu% 

i 

gelten,   oder,   damit   gleichbedeutend,    die  Transformationsgleichungen 

(4)  (^ik=^(i'i,uSxiS,,k 

'A,j.i 

(5)  'mi^^m^s^^. 

Die  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Verknüpfungen 

X 

deren  zweite  Reihe  übrigens  mit  (5)  identisch  ist,  liefern  die  algebra- 
ische Kovarianz  der  Funktionaldeterminante  von  A  und  WIq, 

Um   die   Substitutionsdeterminante   wegzuschaffen,   bedienen  wir  uns, 
wie  gewöhnlich,  der  Gleichung 

a  =  s^a. 
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In    der  Plächentheorie ,   wo  s,,  = -t^—  ist,    stimmt    die    Substitutions- 

determinante  mit  der  Funktionaldeterminante  A'  der  neuen  Variablen 
nach  den  alten  überein,  und  es  sollte  allgemein  die  Festsetzung  A'>0 
gelten  (S.  43(4)).     Ist  dann,  wie  für  A  =  ds\ 

a>0, 
so  kann  man 

(7)  yä  ==  sl/7 

setzen  (S.  43  (5)) .  Handelt  es  sich  bei  der  Anwendung  um  eine  andere 
Differentialform,  deren  Determinante  nicht  immer  positiv  ist,  z.  B. 


so  kann  man  aus 


Ldu^-{-2Mdudv  +  Ndv'', 
a  =  —  s^a 


Y—a  =  sY—a 


entnehmen  und  danach  die  entstehenden  Grieichungen  ändern.  Im 
Folgenden  soll  der  Einfachheit  wegen  immer  nur  die  Annahme  a  >  0 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Dividiert  man  nun  mit  (7)  in  (6)  und  fügt  noch  den  Faktor  y 
hinzu,  so  wird  die  Größe 


(8) 


2ya  a(i„i,)       "^  '    "^ 


eine  lineare  absolute  Kovariante    von   A  und  ^Jl^.     Ihr  vollständiger 
Ausdruck  ist 


1 

yä 


^11 5l     1     ^12  52»        '^12»1  T"  ^22  »2 


m, 


m» 


oder   in    den  Bezeichnungen   der   Flächentheorie,    wenn  A  =  ds^   ge- 
nommen und  dw,  dv  für  du,  dv  geschrieben  wird. 


(9) 


Edu  +  Fdv,     Fdu  +  Gdv 


m-, 


m. 


Em^  —  Fm.  ^      ,    Fm^  —  Gm.  ^ 


Sie  gibt,  gleich  Null  gesetzt,  die  orthogonale  Trajektorie  c  der  durch 
a}Jo=0  dargesteUten  Kurve  c  (vgl.  S.  130(3)). 

Aus  dem  auf  S.  153  bei  der  Umwandlung  von  A^(g5,  t{i)  ange- 
gebenen Grunde  ist  es  für  manche  Zwecke  nützlich,  die  lineare  Ko- 
variante   anders    zu    schreiben.     Bei    einer  Ausdehnung    der   formen- 
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theoretischen  Untersuchung  über  das  binäre  Gebiet  hinaus  wird  dies 
sogar  nötig;  denn  man  hat  dann  fast  überall,  wo  man  für  n  =  2  mit 
der  Bildung  einer  Funktionaldeterminante  ausreicht,  allgemeinere 
Operationen  anzuwenden.     Setzt  man  (S.  133  (11)) 

so  wird 

oder  für 

(10)  -Tdv  =  y„         Tdu==y,'. 

(11)  ^.(A,a)?o)=^c.,,m,y,. 

i,k 

Diese  Größe  ist  vom  Typus  der  im  §  44  ((27)  und  (29))  vorkommenden 
Kovarianten.  i/^  und  y^  sind  die  Koeffizienten  von  1^  und  ^2  iii  dem 
Ausdruck 

ii?/i  +  ^2^2  =  —  T{du  dv  —  dvöu), 

der  der  Kovarianz 

(12)  T{du8v-dvdu)  =  T'(dtidv'  -  dvöu) 

genügt.    Die  Kontragredienz  der  Größen  y^,  y^  für  sich  kann  man  aus 

den  Gleichungen 

t,  du   s,    ,   ,    du  ^  , 

du  =  ^— ;0W  +  ^r->ov 

du  dv 

jt  dv  ^   ,  .    dv  ^  , 

du  dv 

unmittelbar  mit  Hilfe  der  Umkehrungsformeln  und  der  Transformations- 
gleichung für  T  schließen. 
Setzt  man 

(13)  -j- =  l^iy        -~ -^  ==  ^hf 

so  erhält  die  lineare  Kovariante  (9)  den  Wert 

(E^^+F^^)^^^  +  (-^i"i+  ^/*2)^^^  («11^1  +  «12^2)^1+  («12 /*i  + «22. «2)12» 
d.  h.  man  hat 

(14)  -D«(A,Smo)=^a,,|,^,. 

i,k 

Bei  der  gleichzeitigen  Betrachtung  der  Kurve  c  und  der  ortho- 
gonalen Trajektorie  c  ist  diese  Darstellung  der  Schreibweise  (11) 
vorzuziehen,  weil  in  ihr  die  Differentiale  nicht  durch  andere  Größen 
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ersetzt  sind,  sondern  so  Yorkommen  wie  auch  in  SJJq.  Die  beiden 
Formeln  (14)  und  (11)  für  D^{A,Wq)  entsprechen  den  beiden  Aus- 
drücken der  Grundform  A  selbst,  in  der  ursprünglichen  Gestalt 


2 


a.- 


und  in  der  Form 


k  'i  'i 


2cCik^: 


i,  k 

(§44(12)  in  Verbindung  mit  (8)). 

§49. 

Anwendung  auf  die  geometrischen  Ableitungen. 
Simultane  Transformation  zweier  quadratischen  Formen 
in  algebraische  Summen  von  Quadraten  linearer  Formen. 

Diese  verschiedenen  Formeln  gestatten  nun,  die  geometrischen  Ab- 
leitungen einer  willkürlichen  Funktion,  die  in  den  Paragraphen  40 
und  41  für  eine  spezielle  Voraussetzung  angegeben  worden  sind,  auch 
für  die  Annahme  aufzustellen,  daß  die  Grundkurve  der  Operationen 
durch  Nullsetzung  einer  beliebigen  linearen  Differentialform  definiert  ist. 
Es  handelt  sich  immer  um  die  Division  des  Differentials  von  ^(m,  v) 
durch  ein  Bogenelement,  und  zwar  für  &x  ^^s  von  c,  für  &'%  das 
der  orthogonalen  Trajektorie  c.  Zu  dem  Zweck  hat  man  das  Ver- 
hältnis der  Differentiale  der  Variablen  im  ersten  Fall  aus 

(1)  ,       ^0=0, 
im  zweiten  aus 

(2)  D„(A,3JJo)  =  0 

zu  entnehmen,  von  den  beiden  auftretenden  Vorzeichen  eines  zu  fixieren 
und  das  andere  einer  bestimmten  Äquivalenz  gemäß  zu  wählen;  alles- 
genau  so  wie  auf  S.  130 — 131  beschrieben. 
Nun  ist  nach  (1) 

du:  dv  =  nio  :  —  m^ , 
sodaß 

(3)  jr,  (Gml  -  2Fm, m,  +  Eml)  ^  ^a,,  m,  m,  ^  E,  (A,  9J?g) 

■,,k 

(S.  163)   an   die   Stelle  von  A^qo   tritt.     So   lange   eine   genauere   Be- 
zeichnung nicht  erforderlich  ist,  möge  der  Kürze  wegen 

(4)  Ä,(A,  m^)  =  A 
gesetzt  werden. 
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Für  die  Kurve  c   ist 

s,        s,           Gm.  —  Fm^     Em.  —  Fm. 
du:  ov  = -^ : —^ 

ivL  ^^  ®'y  einzuführen.     Obwolil  hierbei  der  Nenner  T  in  den  Pro- 
8s  ^ 

portionalitätsfaktor  aufgenommen,  m.  a.  W.  von  vornherein  weggelassen 
werden  könnte,  so  ist  es  doch  zweckmäßig  ihn  beizubehalten,  um  die 
Bedeutung  der  beiden  Größen 

i  i 

als  Koeffizienten  der  Kovariante  -D„(A,  äJi,,)  nicht  aus  dem  Auge  zu 
verlieren.  Im  Nenner  von  &i  erscheint  dann,  der  Größe  "/A  ent- 
sprechend, die  Quadratwurzel  aus 

i,  k  l  m  l,  TU 

Wegen  der  Werte  von  n-^  und  ftg  ist  dieser  Ausdruck  aber  wieder  gleich  A . 
Wählt  man  nun  auch  die  Vorzeichen  dem  Früheren  entsprechend, 
so  erhält  man 

(5)         0,--;^(»,4^-»,ff) 

(6)  &X  =  ^  ((»%  -  Fm,)  If  -  {Fm,  -  Em,)  |f )  • 

Für  9}lo  ==  dtp  gehen   diese  Ausdrücke  in  §  40  (16)  (S.  134)  und 
§  41  (2)  (S.  138): 

V 

über.  Ebenso  wie  hierin  mögen  auch  in  den  Formeln  (5)  und  (6) 
die  Koeffizienten  der  homogenen  linearen  Funktionen  von  —^  und  ~ 
abgekürzt  bezeichnet  werden,  und  zwar  sei 

nm  Gm^  —  Fm^  _  Fm^  —  Fm,  _ 

sodaß 

(11)  ®>:-2''-l!: 
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(12)  0'^=2^f^.|!; 

V 

wird.     Setzt  man 

(13)  ®l  =  ^,%,         ®'l  =  ^,%, 

so  kann  man  die  beiden  Formeln  noch  in  die  eine 

(14)  *<^=2;f<.-fi 

V 

zusammenfassen;  eine  Schreibweise,  die  nicht  nur  für  die  Verall- 
gemeinerung der  Theorie  wichtig,  sondern  auch  im  binären  Gebiete 
zur  Vereinfachung  mancher  Rechnungen  nützlich  ist. 

Den  zweiten  Ausdrücken  in  (7)  und  (8)  entsprechend   darf  man 
setzen 


(15)  ®x  = 

(16)  ®'x  = 


Den  Gleichungen  (11,  12)  oder  (14)  zwischen  den  gewöhnlichen 
und  den  geometrischen  Ableitungen  einer  willkürlichen  Funktion 
treten  solche  zwischen  den  Differentialen  der  Variablen  und  bestimmten 
homogenen  linearen  Funktionen  dieser  Größen  an  die  Seite.  Erinnert 
man  sich  der  Kontragredienz  der  Differentialquotienten  gegen  die 
Differentiale  (S.  159)  und  bedenkt,  daß  für  die  Kontragredienz  zweier 
Größensysteme  nur  die  Form  der  Beziehungen  auf  S.  155,  aber  nicht 
die  Bedeutung  der  darin  vorkommenden  Variablen  und  Substitutions- 
koeffizienten maßgebend  ist,  so  kann  man  zur  Bestimmung  der  ge- 
suchten Funktionen  SR^,  SiJig  sofort  den  Ansatz 

(17)  ^«„=Ä-.9)J, 

i 

machen.  Einfacher:  Die  Koeffizienten  m^^, . . .  Wgg  der  linearen  Differen- 
tialformen 

(18)  9JJ,^2X>^M, 


ergeben  sich  durch  Vergleichung  von 


mit 


(19)     'ix=;^»a-m,^;^{;^^j^){^m„d»,) 

i  i  V  k 
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Man  erhält 
(20) 


^^ikH^iv=  hv, 


d.  h.,  wie  es  nach  der  Theorie  der  Kontragredienz  sein  muß,  die 
Grundformeln  der  Determinantentheorie,  Einzeln  haben  die  gesuchten 
Koeffizienten  folgende  Werte: 


(21) 

tn,,  = 

TyÄ     ' 

Fm^  —  Gm. 
«2,2  =  — ;= — - 

(22) 

Sie  liefern 

m,,  = 

m. 

(23) 

l/A 

^ 

Ä^^o) 

(24) 


VA 


Unter  der  Menge  von  Relationen,  die  zwischen  den  Koeffizienten  m-^ 
bestehen,  können  die  wichtigsten  aus  der  Tatsache  abgelesen  werden, 
daß  das  Quadrat  der  Funktionaldeterminante  von  A  und  Wq  als  ganze 
rationale  Funktion  dieser  beiden  Formen  selbst  darstellbar  ist.  Ordnet 
man  D^^f^,  3JJo)>  ohne  den  Ausdruck  durch  eine  Determinante  zweiten 
Grades  aufzugeben,  das  eine  Mal,  wie  bisher,  nach  m^  und  m^,  das 
andere  Mal  nach  |^  und  Ig;  so  erhält  man 


D,(A,3Ko)^  =  4, 


El,+Fl„  F^,^G\ 


m. 


m. 


Gm^—Fm^,  —Fm^^-^-Em^ 


^ll?l    I    '^12*2;    ^^21  ?1  "T"  ^22  b2       |  fei  7  §2 

^  ^\l  feA  >      -^  ^21  feA  fex         y  fe2 

%        1  «"2  ^^U^^^n        ^%c'^.u 


Bei  der  Komposition  von  Zeilen  mit  Zeilen  werden  die  Elemente  der 
Produktdeterminante  der  Reihe  nach: 


/.,/£ 


2 


m, 


^m,^a,^^m^^=A. 
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Die  gesuchte  Beziehung  hat  mithin  die  Form 

I    A,   3J?o 

m„  A 


AA 


(25)  D^{^,m,y  = 

oder 

oder  endlich,  nach  (23,  24): 

(26)  mi  +  mi=^A. 

Diese  Gleichung  lehrt,  daß  man  die  Bestimmung  von  SJJ^  und  9J?2 
auch  an  eine  Grundaufgabe  der  Theorie  der  quadratischen  Formen 
knüpfen  kann,  die  uns  schon  früher  (§  28)  begegnet  ist,  nämlich  zwei 
solche  Formen  simultan  in  Summen  von  Quadraten  linearer  Formen 
zu  transformieren.  Nur  handelt  es  sich  hier  um  den  Grenzfall,  daß 
die  zweite  quadratische  Form  als  Quadrat  einer  linearen,  nämlich 
gleich  ä^o,  gegeben  ist.  Legt  man  also  jetzt  die  Gleichung  (26)  zu- 
grunde, so  hat  man 

(27)  i,mi-^i,w,-=^mi 

zu  ihr  hinzuzunehmen.     Nach  S.  88  sind  dann  zunächst  aus  der  qua- 
dratischen Gleichung 

JEl—   ml  ,      Fl  —  rn^m^ 
Fl  —m.nio,      Gl—  ml 


0 


die  Wurzeln  l^  und  l^  zu  bestimmen,  deren  eine  für  die  vorliegende 
Annahme  verschwindet;  und  zwar  ist  nach  der  hier  gewählten  Be- 
zeichnung l^  gleich  Null  zu  setzen.  Die  andere  Wurzel  l^  erhält  den 
Wert  A,  und  die  Gleichung  (27)  nimmt  die  Form 

onf>2 MI 

an,  aus  der  unter  Hinzunahme  einer  Yorzeichenbestimmung  rückwärts 
die  Formeln  {22)  hervorgehen.  Die  Ausgangsgleichung  (26)  führt 
dann,  der  Identität  (25)  zufolge,  auf 

d.  h.,  wieder  nach  Entscheidung  über  ein  Vorzeichen,  auf  die 
Formeln  (21). 

Aus  (21)  und  (22)  ergibt  sich  für  die  Determinante 


12* 


der  Wert 

*^11^^22  ~  ^'^12^*21  ^  *^^ 

(28) 

*"u^"22  ~  ^^12 '^^21  =  -^   —  V(^ 
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Die  Relationen  nun,  die  unmittelbar  aus  (26),  d.  h.  aus 

l  i  k  i,  k 

folgen,  lauten 

(29)  -S'^.^Wi;.,  =  «,,. 

Was  die  Größen  ju-^j  angeht,  so  betrachten  wir  sie  von  dem  jetzt  ein- 
genommenen Standpunkt  aus  als  durch  die  Formeln  (20)  definiert. 
Als  Grundgleichungen  der  Determinantentheorie  müssen  sich  diese 
auch  in  der  Gestalt 

(30)  ^^^ki^vi-hv 

i 

schreiben  lassen.  Hieraus  findet  man  nach  Multiplikation  von  (29) 
mit  II  ^  und  Summation  über  i: 

^^hi  %i  ^pi  ^  ^^kp  ^).k  ^  f^pk  =  ^(^ik  l^pi 
oder 

(31)  ^ik  =  ^O'Xkl^a, 

und  durch  Auflösung  nach  den  Größen  ^: 

(32)  Nk-^<^kx^ix- 

Mittels  dieser  Formeln  ergeben  sich  die  weiteren  Relationen 

(33)  ^ttpj  ii,p  11^^  =  s^^ 

p,i 


(34) 

p,i 

=  «, 

und  nach 

(28) 

und 

(29): 

(35) 

/^ii 

f*22         ^12  ^21  ^ 

1 

(36) 

2l^Xi^Xk  = 

^ik' 

Ya 


Um  endlich  zu  den  Invarianten  d^^i^&%  und  0^2%^  ®  %  zurückzu- 
kehren, die  für  A  ==  ds^  die  geometrischen  Ableitungen  von  %  für  die 
Differentiationen  senkrecht  zu  den  Kurven  'Sil^  =  0  und  W^  =  0  dar- 
stellen, so  kann  man  setzen 

(37)  ^a-D^^di^m,) 

(38)  ^,%-T>a{^udx). 
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§50. 
■Verallgemeinerung  der  Christoffeischen  Kovariante. 

Wenn  in  einer  flächentheoretischen  Untersuchung  außer  den 
Fornienkoeffizienten  m^,  m^  auch  deren  erste  Ableitungen  auftreten, 
wie  bei  der  Berechnung  der  Tangentialkrümmung  g  einer  Fiächen- 
kurve  Wq^O,  so  wird  man  nach  §  47  erwarten  dürfen,  die  größte 
Übersichtlichkeit  der  Resultate  vermittelst  einer  bestimmten  Kovariante 
des  Formenpaares  (A,  9J?o)  zu  erreichen,  die  als  Verallgemeinerung 
der  Christoffelschen  für  '^q=  d(p  zu  definieren  wäre.  Die  Existenz 
und  das  Bildungsgesetz  einer  solchen  Kovariante  läßt  sich  aus  den 
Formeln  des  §  47  selbst  unmittelbar  entnehmen.  Man  braucht  nur 
die  Gleichungen  (1)  durch  die  Transformationsgleichungen  der  Form  9lRq, 
nämlich 

(1)  *^^  =  Z^^at*! 

h 

(S.  172  (5))  zu  ersetzen  und  im  übrigen  genau  wie  dort  zu  verfahren, 
indem  man 

du/i       ^Li     '*  i^Wj-^M^t      -^  3w^  ^%  ^% 

h  X,  II 

bildet  und  die  zweiten  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach  den 
alten  mittels  der  Christoffelschen  Formeln  eliminiert.  Setzt  man,  der 
Gleichung  S.  169  (4)  entsprechend, 

V 

so  findet  man  (vgl.  a.  a.  0.  (5)) 

oder 

(4)  ni,„  =  ^m\^S;,,s^^. 

x,n 

Es  ist  aber  jetzt  nicht  allgemein  fn^^  gleich  ffi-^y  sondern  nur  dann, 
wenn  die  Differentialform  äJi^  der  Integrabilitätsbedingung 

genügt.  Man  kommt  infolgedessen  hier  mit  einer  quadratischen  Ko- 
variante nicht  mehr  aus,  sondern  hat  die  Beziehungen  (3)  als  Trans- 
formationsgleichungen einer  bilinearen  Differentialform 

(5)  ^^i  kdu^öUf^^tA 

i,k 
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aufzufassen,   die  ebenfalls  als  ChristofFelsclie  Kovariante,   nämlich  der 
Formen  A  und  9)?q,  bezeichnet  werden  soU, 

Die  Grundlage  für   die  Berechnung  von  g  bildete    im   §  40   die 
Formel  (15)  (S.  134) 

in  die  jetzt  die  Ausdrücke 

(6)  A^®x  =  ^,x^  ^fi,^  -^ 

r 

(7)  Ä'^@'x^&,x  =  ^ti,,,^^ 

r 

einzusetzen  sind.    Die  ersten  Schritte  der  dort  angestellten  Rechnung 
liefern,  allein  durch  Vertauschung  von 

^1  <P2  (p'i  92 

gegen 

^11  f*12  /*21  /^22  ' 


(8)  -9  =  ^^u  ^u  i^2k  [V]  +  2^"^  ^''  ^^ijS; 

i,  k,  l  i,  k,  l 

(vgl.  S.  135  (20)),  und  man  würde  auch  bei  weiterer  Verfolgung  jener 
Operationen  ohne  Schwierigkeit  im  voraus  den  Wert  beurteilen  können, 
den  die  einzige  hier  vorkommende  Funktion  der  Differentialquotienten 

-^-^  schließlich  annimmt.     Statt    dessen   mögen   die  Einzelausdrücke 

dieser  Ableitungen,  deren  Kenntnis  für  manche  Untersuchungen  nütz- 
lich ist,  aufgestellt  und  dabei,  wie  oben  angedeutet,  grundsätzlich  die 
Koeffizienten  m,,.  der  Christoifelschen  Ko Variante  benutzt  werden. 
Endlich  wollen  wir  auch  die  Differentialquotienten  der  übrigen  Größen, 
die  in  die  Theorie  des  Formenpaares  (A,  W.^  eingeführt  worden  sind, 
hier  gleich  hinzunehmen. 

Da  in  den  Ausdrücken  fn.^  die  Christoffeischen  Verbindungen  aus 
den  Koeffizienten  von  A  auftreten,  so  müssen  die  Ableitungen  der 
Koeffizienten,  wo  sie  vorkommen,  ebenfalls  durch  diese  Verbindungen 
dargestellt  werden.     Zu  dem  Ende  werde  in 

L  i  \        2  \dui    ~^  du^.         dUi  J 
(S.  135  (18))  Ti  mit  i  vertauscht  und  die  entsprechende  Gleichung 

r*  n  =  -1  ß-i}i  -I- 1^  _  ^-^\ 

[.kl        2  \dui         dui        du/^J 
zu  der  ursprünglichen  addiert,  wodurch  sich 
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(9)  t*-[V]+[V] 

ergibt.     Zieht  man  die  Gleichung  S.  137  (23) 
hinzu,  die  aufgelöst 

(10)  [•,*]=2'«..l?l 

liefert,  so  geht  (9)  in 

(11)  l?=^(v!Vl+vlVl) 

über. 

Zu    diesem    Forraelsystem    gehört    ein    zweites    für    die    Größen 

■j-^,  deren  Berechnung  im  §  40  bereits  angebahnt,  aber  nicht  aus- 
geführt worden  ist,  weil  von  den  einzelnen  Ableitungen  dort  kein 
Gebrauch  gemacht  werden  sollte.     Es  war  (S.  136  (22)) 

(12)  l?—2''u%.^; 

/.,fi 

mithin  folgt  aus  (11)  mittels  der  oft  ausgeführten  Reduktionen  und 
Bezeichnungs-Anderungen : 

(1^)  l?--2(vlVKv{V))- 

Im  ganzen  liegen  2  .  4  Größen  7n^^  und  ft^.^,  vor,  deren  erste 
Differentialquotienten  berechnet  werden  sollen.  Sie  enthalten  nach 
8.178(21,22)  und  8.176(9,10)  sämtlich  den  Nenner  f/Ä,  dessen 
Ableitungen  daher  vor  allem  gebraucht  werden.  Die  Definitions- 
gleichung für  A  war  (8.  175(3,4)) 

(14)  ^«a^i%  =  ^7 

i,k 
und  es  folgt  aus  ihr 

dA       -^  dniK    .    sn  dm.    ,    ^1  3«,-,. 

dui      ^^   '*    »  dui     '  j^   »*    ^  dui    '  ,^    »    *  dui 

i,  k  i,  k  i,  k 

Wegen  cc^.^  =  a-f.  lassen  sich  die  beiden  ersten  8umraen,  nach  Ver- 
tauschung der  Sumraationsbuchstaben  i  und  Ti  in  der  zweiten,  zu 


9  "^  gw^. 

i,k 
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vereinigen,  und  dieser  Ausdruck  wird  bei  Hinzuziehung  der  Formeln  (2) 
gleicli 

i,  k  V 

Der  noch   fehlende  Bestandteil  von  -w—  geht  nach  (13)  in 

i,  k,  Q 

über, 

«, )',  k  1',  ?■,  k 

i,  k,  V 

Addiert  man  beide  Ausdrücke,   so  fallen  die  Christoffeischen  Verbin- 
dungen, soweit  sie  explizite  vorkommen,  weg,  und  es  bleibt 

(15)  äMj^^^"^**^*'^*'- 

i,  k 

Demnach  wird 

'^  k  i 

Nach  S.  180(32)  (für  *  =  2)  in  Verbindung  mit  S.  178(22)  oder  auch 
direkt  nach  S.  176(10)  kann 

(16)  .  y^2^"^**^^"^^2A 
gesetzt  werden.     Die  gesuchte  Formel  heißt  also 


(")  ^=> 


.m. 


2q  ""(/l 

Von  den  Größen  m^i,  .  .  .  ^22  haben  m^^  und  m^^  die  einfachsten 
Ausdrücke,  nämlich  nach  der  eben  schon  benutzten  Gleichung  S.  1 78  (22) : 

(18)  «'u=^- 

Die  Differentiation  liefert 

g(wg;^yA)  ^  dm^ 
dui  dui  ' 

d.  h.  nach  (2)  und  (17) 
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Da  nun  (S.  178  (20)) 
ist,  so  wird 

y^ju'f  =^^?jK*f*i^-  ^*^) + ^ki +2{V}  '^v 

^  r 

Alle  übrigen  Ableitungen  lassen  sieb  direkt  mittels  der  vorber 
aufgestellten  Relationen  berecbnen,  obne  daß  es  der  nocbmaligen  Be- 
nutzung der  Gleichungen  (2)  bedarf.     Zunäebst  ist  naeb  S.  180(29) 


""IM         ""kk         '"2k 


mf^=  a.^.—  nK 


Ayr        ^_^    ^"^     ^_    AO/  ^^ 


wobei  außer  (19)  die  Gleicbung  (11)  für  i  =  Ic  verwendet  ist. 

VA 


^1*  Iv  =2{Vl(2''^^?'''^*~'^^^'^2^)  ~'^^^-^-2^^^^''v 


? 


Mit  Hilfe  von  S.  179  (28)  folgt  aus  den  Gleicbungen  (19)  und  (20) 
durch  eine  einfache  Rechnung 

d  log  |/ä       ■'^  f  e  Z  ] 


oder 

(22)  l^-2«2{V 


ein  Ausdruck,   der  natürlich  auch  direkt  aus  (11)   abgeleitet  werden 
kann,  weil  er  in  Wirklichkeit  mit  der  Form  9J?q  gar  nichts  zu  tun  hat. 
Zur  Darstellung  der  Differentialquotienten  der  Größen  /i^^  können 
nunmehr  die  Gleichungen  S.  180(32) 

(23)  ^  Nk-^^kx'^a 
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benutzt  werden.    Für  i  =  2  liefern  sie,  unter  sofortiger  Heranziehung 

Ton  (13)  und  (19), 

Yertauscht  man  in  der  zweiten  Doppelsumme  q  mit  A,  so  sieht  man, 
daß  sie  sich  gegen  die  vierte  streichen  läßt.  Die  nochmalige  Ver- 
wendung von  (23),  auch  für  «  =  1,  ergibt 

In  genau  derselben  Weise  folgt 

§51. 

Weitere  Umformungen  des  Ausdruckes   der  Tangentialkrüm^mung. 
Die  Integrabilitäts-Invariante  einer  linearen  Differentialform. 

Von  den  vier  Systemen  (19),  (20),  (24)  und  (25)  werden  zur 
unmittelbaren  Einführung  in  (8)  speziell  die  Ausdrücke  (24)  ge- 
braucht. Wendet  man  außerdem  sofort  die  Gleichungen  (10)  an, 
so  wird 

i,  k,l,^  i,  k,  l,  Q 

i,  k,  l,  Q 

Nach  Vertauschung  von  k  mit  q  hebt  sich  die  erste  Summe  gegen 
die  dritte.     In  der  zweiten  ist 

i 

(S.  180(31)),  und  hierauf 

k 

(a.  a.  0.  (30))  zu  setzen.  Für  die  Tangentialkrümmung  ergibt  sich  dann, 
wenn  i^Jc  für  q,1  geschrieben  wird, 
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(1)  9  =  -  _/^  ^f*ii  f*u  '^ik ; 

'  i,k 

ein  Ausdruck,  der  dem  im  §  40  abgeleiteten  (S.  137(26))  entspricht  und 
dessen  Verallgemeinerung  darstellt. 

Aus    der    Gleichung    §  50(8)    können    aber    für    die    Tangential- 
krümmung   noch     mannigfache    andere    Formeln    abgeleitet    werden. 

Behält   man    die    Ableitungen    ~^   zunächst    bei,    verfährt    aber    im 

übrigen  wie  eben,  so  findet  man 

-  9  =^%ii^ui^uHk  {  \  }  +^(^ai^Hi^u  -^ 

i,  k,  l,  Q  i,  k,  l 

(2)  -  9  =2%^f*«  Hk  { Y)  +^*^i*^n  f^- 

k,l,Q  k,l 

Unter  dem  zweiten  Summenzeichen   steht,   mit  ft^^    multipliziert,   ein 
Teil  der  Ableitung  nach  m^  von 

k 

eine  Summe,   die  nach  S.  180(30)  gleich  NuU   ist.     Man   kann    also 

setzen : 

dm.,.        "^^  [Tc  r 

1*         ^  ....      I        ,  ^ 


9  -^^uNk  ^f-  -^i^ul^^k  [ 

k,  l  *)  'j  ^ 


/,  k 


oder,  für 

V 

(4)  9=^(^2i^ik^l,ik- 

i,k 

Die  Größen  w^^  ^.^  sind  aus  den  Koeffizienten  der  Form  'SR^  =  m^^du  -\-  m^^  dv 
genau  so  gebildet  wie  die  Größen  fn-^  aus  denen  von  Wq.  Sie  können 
also  als  Koeffizienten  der  Christoffeischen  Ko Variante  von  A  und  9J?i 
aufgefaßt  werden. 

Anstatt  in  (2)    m^j  als  Faktor  zu  fi^^^  hinzuzuziehen,   kann  man 
auch,  nachdem  man  die  Formel  in  der  Gestalt 

k,l  Q 
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geschrieben  hat,  w^^.  mit  ^^^^  zusammenfassen  und  mit  Benutzung  von 
S.  178(20)  und  dann,  wie  oben,  der  Gleichung  S.  186(24), 

k,l  Q 

l  ^  l;  l,  (j 

setzen.     Der  zweite  Teil 

fällt  weg,  weil  nach  einer  wiederholt  benutzten  Relation 

k 

ist.     Wendet  man  auf  den  übrig  gebliebenen  Ausdruck 


l  l,  Q 

die  Formel  S.  185  (21)  an,  so  wird 

l  l 

(5)  _^  =  _LVl%iVS 

oder 

^        T\     du      '^       dv     }' 
d.  h.  endlich,  nach  §  49(10,21): 

^  J  ^       T\du  dv    ) 

oder  ausgeschrieben 

.„s       _  _  1  /_a Gm^  —  Fm^  d Fm^  ~Em^       "> 

\  )    y—       T\du  yQm\  —  2 Fm^ m^  +  j&m|       ^^  ]/Gml  —  2 Fnii m^  +  ^mf, 

Für  9}?o=<^^  heißt  diese  Formel: 

G^-^--F^ 
(8)  5^  = 


T  1    gtt 


r       \duj  du  dv  \dv) 


d  du  dv 

dv 


y«(ii)'-^^iiif+^Xw)' 


Tangen tialkrümmung  der  orthogonalen  Trajektorie  von  c.  189 

Sie  läßt  unmittelbar  hervortreten,  daß  in  der  Tangentialkrümmung 

die  Größen  m,    und  m,   oder  ~  und  -„—    nur   in   ihrem  Verhältnis 

^  ^  cu  Öl- 

vorkommen (vgl.  S.  171 — 172).  Die  Hauptbedeutung  des  Ausdruckes 
aber  beruht  auf  dem  einfachen  Zusammenhange  mit  einer  Grröße, 
deren  Verschwinden  für  die  Integrabilität  einer  linearen  Differential- 
form charakteristisch  ist. 

Bevor  dies  weiter  verfolgt  wird,  müssen  die  Formeln  für  die 
Tangentialkrümmung  der  Kurve  c  noch  durch  die  entsprechenden  für 
die  orthogonale  Trajektorie  c  ergänzt  werden.  Führt  man  die  auf 
S.  182  angegebenen  Vertauschungen  nunmehr  in  der  Gleichung  S.  138(4) 
aus,  so  erhält  man 

i,  k,  l  i,  k,  l 

und  weiter  nach  demselben  Verfahren  wie  oben 
9'=^^uNi^2k%  {  p  }  + 

/,  k,l,Q 

k,l,  Q  k,  l 

Die  Benutzung  von  S.  186  (24)  führt  auf 

(lÖ)  9'--7^^i^ul^ik^ik' 

^        t,k 

Diese  Gleichung  entspricht  der  Formel  (1). 

Nach  dem  zweiten  Verfahren,  das  auf  der  Hinzuziehung  der 
Relation 

k 

beruhte,  wird 

k,  l  k,  l,  Q 

(11)  9'=-^^2if^2k^l>ikJ 

i,k 

dem  Ausdruck  (4)  entsprechend. 

Die  dritte  Art  der  Umwandlung  hätte  von  der  Gleichung  (9) 
auszugehen,  wenn  sie  in  der  Gestalt 


9'=2^n,,^,,  (1^  +^{  Vi  ^2^) 


k,i 
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geschrieben  wird.  Der  Umstand,  daß  die  Formeln  für  g\  von  einem 
Vorzeichen  abgesehen,  sich  von  denen  für  g  nur  durch  das  Auftreten 
von  /ig;  statt  fi-^;  im  allgemeinen  Gliede  unterscheiden,  verhindert  aber 
hier  die  Benutzung  der  Relation  S.  178(20);  und  wenn  man  sofort  die 
Gleichung  S.  186(24)  anwendet,  so  kommt  man  naturgemäß  nur  wieder 
auf  den  Ausdruck  (10).  Dennoch  wird  man  wegen  des  gegenseitigen 
Entsprechen s  von  g  und  g\  9}?^  und  W.^  erwarten  dürfen,  daß  für  g' 
ein  Ausdruck  ähnlicher  Gestalt  wie  (6)  existiert.  Man  wird  also  ver- 
suchen müssen,  eine  der  gefundenen  Gleichungen  so  umzuformen,  daß 
die  Ableitungen  der  Größen  m^^  und  m^^  auftreten.  Mit  Hilfe  der  im 
Anfange  dieses  Paragraphen  zitierten  Formelsysteme,  die  überein- 
stimmend die  Verbindung  ^fiigWl  ^  enthalten,  ist  dies  ohne  weiteres 

Q 

möglich,  und  zwar  kommt  speziell  in  den  Gleichungen  S.  186(25),  wenn 
man  darin  l  =  Je  annimmt,  gerade  die  Größe  vor,  die  auch  in  (10) 
enthalten  ist,  nämlich 


Es  folgt,  wenn  wie  vorher  l  für  h   gesetzt  und  in  der  Doppelsumme 
Q  mit  l  vertauscht  wird, 

l  l  Q 

l  l 

^     i 

J        T\    du      '^      dv     ) 
oder  nach  §  49(9,22): 

(13)  /=-M1?^-^)- 

Dieser  Ausdruck  gehört  zu  (6).     Er  lautet  vollständig: 

a4)  ./=-iYA j»^^       A        _z^ ^ 

und  für  TIq=  d(p: 


(15) 
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8v 


^pdf  0(p    ,  ^/a«jp\* 


T 

d  du 


dv   du 


^-m 


Es  sei  nun 


V       \duj  dv    du 


p^du  -\-  p^dv  =  ^0 


eine  beliebige  lineare  Differentialform.  Die  Bedingung  für  ihre  Inte- 
grabilität  ist 

du        dv 

Sie  hängt  von  den  Variablen,  die  zur  Darstellung  von  ^q  dienen,  nicht 
ab,  und  dies  findet  seinen  Ausdruck  in  der  aus  den  Transformations- 
gleichungen 

_  "^   '  du\ 

h 
hervorgehenden  Beziehung 

(16)  |^^---?^  =  (|4-|^^)a'. 

^     ^  du         cv         \du         dv  I 

Durch  Division  mit 

T  =  T'A' 

wird  die  Invarianz  in  eine  absolute  verwandelt: 

n  7^  —  (^  —  i^\  =   ^_  (^^  —  ^\ 

^    ^  T\du         cv  J        T'Kdu         dv'}' 

Die  Größe 

eine  simultane  Invariante  des  Formenpaares  (A,  ^o)j  lieißt  die  Inte- 
grabilitäts-In Variante  der  Differentialform  ^q.  Wo  ein  Zweifel 
nicht  entstehen  kann,  soll  nicht  nur  die  Bezugnahme  auf  die  Grund- 
form A  in  Benennung  und  Bezeichnung  unterbleiben,  sondern  auch 
der  Ausdruck  J(^^  einfach  als  Invariante  von  ^^  bezeichnet  werden. 
Durch  solche  Invarianten  also  lassen  sich  g  und  g  nach  (6)  und 
(13)  darstellen,  und  zwar  ist 

(19)  9-  Jim.) 

(20)  g'=-J{m,). 
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Dabei  ging  3JJi   aus   der  Kovariante  D^i^s  '^o)f 
durcli  Division  mit  ]/A  hervor: 


^2  aus   9)^0  selbst 


(21) 


tYa 


Edu  +  Fdv,     Fdu  ^  Gdv 


m. 


-^  (m-^^du  +  m^dv) 


(22) 

(S.  178  (23),  (24)). 

§52. 
Die  geodätisclie  Windung. 

Von  den  Größen,  die  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln 
als  Koeffizienten  von  Ricbtungskosinus  aufgetreten  sind,  ist  nun  nocb 
eine  zu  berechnen:  die  geodätische  Windung  (S.  60),  definiert  durch 
die  Gleichung 

(1)  ^xeÄ'=t 

(S.  54(14)).  Sie  ist  zwar  im  §  17  (S.  61)  zu  der  Windung  selbst  und 
zu  einem  bestimmten  Winkel  in  Beziehung  gesetzt  worden,  aber  die 
Darstellung  durch  die  Bestimmungsgrößen  der  Flächenkurve  c  steht 
noch  aus. 

Ebenso  wie  bei  der  Normal-  und  Tangentialkrümmung  (§18 
und  39)   soll  auch  hier  zuerst  mit  Differentialen  operiert  werden. 

Wegen  der  zusammengesetzten  Ausdrücke  der  Richtungskosinus 
Ä',  B',  C  (S.  54(9))  ist  es  zweckmäßig,  die  Identität 

zu  benutzen  und  demnach 

(2)  t  =  -^Ä'@X 

als  Ausgangsformel  zu  betrachten.     Sie  ist  gleichbedeutend  mit 

(3)  -  tds^  =  2{Jdz  -  Zd]i)dX 

oder  in  Determinantenform 

dx  dy  dz 

X  Y  Z 

dX  dY  dZ 


dX 

ds 


(4) 


tds^  = 


Dieser  Ausdruck  ist  schon  in  der  Theorie  der  Normalkrümmung  (S.  94) 
vorgekommen.     Und  zwar  lieferte  er,  gleich  NuU  gesetzt,   die  beiden 
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Haupttangenten  der  Fläche,  sodaß  die  dort  mit  (21)  bezeichnete 
Gleichung  sich  direkt  in  die  von  früher  (§  24)  her  bekannte  Be- 
stiramungsgleichung  dieser  Tangenten  mußte  überführen  lassen.  Jeden- 
falls ergibt  sich  sofort  der  Satz,  daß  die  geodätische  Windung  einer 
Kurve,  deren  Tangente  mit  einer  Haupttangente  zusammenfällt,  gleich 
NuU  ist. 

Die  Umwandlung  der  rechten  Seite  von  (4)  für  die  Flächendar- 
steUung  (I)  ist  mit  Hilfe  der  Formeln  S.  126(4)  ausführbar,  die  u.  a. 
als  Spezialfälle  von  S.  57(1)  aufgefaßt  werden  können  und  sich  in 

(5)  Td,-Zdy-l.[{-Fl^  +  E-^)du  +  {-G^  +  F^)dv] 
zusammenziehen  lassen.     Multipliziert  man  mit 

dX  =  ^—  c?M  +  -^  dv, 
au  ov       ' 

summiert,  wie  die  Gleichung  (3)  es  fordert,  und  benutzt  die  zweiten 
Werte  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  (S.  75(4)),  so  findet  man 

(6)  Ttds^  =  {EM-  FL)du^  +  (EN-  GL)dudv  +  {FN-  GM)  dv\ 

Dieser  Ausdruck  ist  in  der  Tat  mit  der  linken  Seite  von  S.  76  (5) 
identisch,  d.  h.  es  wird 

Edu-\-Fdv,     Fdu  +  Gdv 
Ldu-\-  Mdv,     Mdu  +  Ndv 


(7)  f  = 


Tds^ 


Um    das    Bildungsgesetz    im    formentheoretischen    Sinne    zu    be- 
schreiben,  hat  man  den  Faktor  -„-  zum  Zähler  hinzuzuziehen.    Dieser 

Zähler  ist  dann  die,  durch  Division  mit  4  T  iu  eine  absolute  Kovariante 
verwandelte  Funktionaldeterminante  der  beiden  Grundformen  A  und  B. 
Die  Form 


i).(A,B)  =  -i 


Edu-^Fdv,     Fdu-\-Gdv 
Ldu-\-  Mdv,    Mdu  +  Ndv 


soU    als    die    quadratische   Kovariante    des    Formenpaares    (A,  B)    be- 
zeichnet, und 

(8)  I>.(A,B)  =  r 

gesetzt  werden.     Die  geodätische  Windung  hat  den  Wert 

(9)  t  =  L. 

Für   die   KurvendarsteUungen  9J?o=0   und  (p{u,v)  =  G  können 
die  Formeln  für  t  hieraus   sofort  abgelesen   werden.     Man  bekommt 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  13 
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und  speziell  für  TIq=  dg)  " 

,EM-  FL)  (|^)'_  iEN-  GL)^  ||  +  (^^-  O^  (||)' 


(11)       t~ 


\     \dv )  dv    öu  \du)  ) 


Nach  dem,  was  in  den  Paragraphen  44,  45,  48  und  im  Anfange 
von  49  auseinandergesetzt  worden  ist,  kann  man  diese  Ausdrücke 
noch  in  verschiedener  Weise  formal  verändern.     Wird 

(12)  r  =  %  du^  +  2ci2  du  dv  +  c^^  dv^  ^  -^^a  <^**j  <^«*  j 

also 

,.    .  EM -FL  _  EN—GL  FN  —  GM 

gesetzt,  so  nimmt  z.  B.  der  Zähler  von  (11)  (mit  dem  Faktor  -„-j 
die  Form 

^^^\du)  ^^12    du    dv    ^^11   \dvj 

an,  wird  also  gleich  dem  Zähler  des  mittels  der  Grundform  f  gebildeten 
Differentialparameters  erster  Ordnung  der  Funktion  cp.  Dividiert  man 
nun,  statt  durch  die  Determinante  von  ^f,  durch  die  der  Form  A  und 
bezeichnet 

so  erhält  man 

(15)  i  =  ^- 

Beiläufig  bemerkt,  würde  bei  dieser  Schreibweise  für  die  Normal- 
krümmung nach  S,  64  (10)  die  Formel 

(16)  n  =  ^*^ 
gelten. 

Von  den  Ausdrücken,  auf  die  man  durch  die  Formentheorie  ge- 
führt wird,  sind  die  in  Summenform  besonders  wichtig  (vgl.  S.  153). 
Für  den  Zähler  von  t  tritt  das  Bildungsgesetz  einer  solchen  Dar- 
stellung am  deutlichsten  hervor,  wenn  die  quadratische  Kovariante 
von  A  und  B, 

^11  5l  "h  ^12  ?2 )        ^21  6l    1     ^22  »2 
^11  5l  +   Oi2  ?2  y        ^21  ^1  +   ^22  S2 


^«(^'^)-^ 
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zunächst  zu  einer  bilinearen, 

^H  5l  "1"  ^12  52  7        '^21  =1  "1"  ^22  52 
^1^1+  &12%,        &21%+^22^2    I 


i),(A,B)^-i= 
ya 


verallgemeinert  wird.  Entwickelt  man  diesen  Ausdruck  nach  den 
Produkten  ^^7]^,  erweitert,  um  die  Größen  a;^  einzuführen,  mit  Ya 
und  setzt 

so  findet  man 

X,  i,  k 

Mittels  der  Theorie  der  kogredienten  und  kontragredienten  Größen- 
systeme kann  man  diese  Form  auf  mannigfache  andere  Arten  als 
kovariant  nachweisen;  doch  handelt  es  sich  für  die  vorliegende  An- 
Avendung  hierum  nicht.     Die  Formel  (10)  geht  aus  (17)  und 

i,k 

dadurch  hervor,  daß  Ij  und  r]^  übereinstimmend  durch  m^,  I2  ^^^  Vi 
durch  —  %,  also  x^  durch  yam^  und  x^  durch  yäm^  ersetzt  werden. 
Zähler  und  Nenner  für  sich  verlieren  dabei  den  Charakter  der  abso- 
luten Invarianz,  der  aber  durch  Erweiterung  mit  T~ ^  ^  a~^  wieder- 
hergestellt wird.  Der  Nenner  erhält  dann  den  Wert  A  (S.  175),  und 
der  Zähler  wird,  für 

-j.=  f^l,  jT  '^  f*2 

(S.  174(13)),  gleich 

1,1,  k 

Für  die  KurvendarsteUung  Wl^  =  0  wird  demnach  die  geodätische 
Windung  durch  die  Formel 

(18)  t  =  ^^^-* 

Z^ik  ^h  ^k 
.  «.* 

bestimmt. 

Sie  ist  u.  a.  für  den   Übergang  zur   orthogonalen  Trajektorie  c 

nützlich.     Die  Koeffizienten  m.  von  Wq  werden  hierbei  durch  die  der 

Ko Variante  D„(A,  äJi^)?  nämlich 

i 
(S.  176)  vertreten,  und  demnach  die  kontragredienten  Größen  /*,.  durch 

13* 
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Der   Nenner    des  Ausdruckes    bleibt   für    diese    Substitutionen    unge- 
ändert  (a.  a.  0.).     Der  Zähler  von  t'  erhält  den  Wert 

2i  (^xi  hk  (2<^ip  ^p)  (-2  -  «*5  »wj 

l,  i,k  p  q 

2\h  «*5  t^p^q  =  -  2<^Xi  ^kX  ^i  ^k  , 

k,p,q  X,k,i 

und  es  folgt 

(19)  t'=-t. 

Die  geodätischen  Windungen  zweier  zueinander  senkrechten  Flächen- 
kurven haben  entgegengesetzt  gleiche  Werte. 

Da    der  Nenner  in  der  Formel  (18)    gleich   A   war,    ferner    die 
Gleichungen 

=  m,,  (§49(22)) 


2<xxini,,==(i,,  (§49(32)) 

^  =  ^,,  (§48(13);  §49(9)) 

gelten,  so  kann  man 
(20)  t=2(^ikl^nhx 

k,X 

setzen.     In  dieser  Gestalt  würde  man   den  Ausdruck  erhalten  haben, 
wenn  man  in  die  Gleichung  (2),  nämlich 

t  =  -^&'x.  &X, 

sofort  die  Werte  der  geometrischen  Ableitungen,    und  zwar  für  die 
Kurvendarstellung  WIq  =  0,  eingeführt  hätte. 

Zwischen  der  geodätischen  Windung  und  der  Normalkrümmung 
besteht  ein  einfacher  Zusammenhang,  der  darauf  beruht,  daß  das 
Quadrat  der  Funktionaldeterminante  von  A  und  B  sich  in  ähnlicher 
Weise  darstellen  läßt  wie  auf  S.  179  das  Quadrat  der  Funktional- 
determinante von  A  und  einer  linearen  Form  9)^0 .  Da  die  Koeffizienten 
von  du^,  du  dv  imd  dv^  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  die  drei  Deter- 
minanten zweiten  Grades  sind,  die  sich  aus  der  Matrix 

E    F    G 
L    M    N 

bilden  lassen,    so    kann   man  den  Ausdruck  selbst   als   Determinante 
dritten  Grades  schreiben: 
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JS 

F 

G 

L 

M 

N 

dv^ 

—  dudv 

du' 

Edu  +  Fdv,     Fdu  +  Gdv 
Ldu-\-  Mdv,    Mdu  +  Ndv 


Übrigens  ist  uns  diese  Determinante  gelegentlich  einer  speziellen 
Untersuchung  über  Flächentangenten  bereits  begegnet  (S.  114).  Wir 
multiplizieren  sie  mit  sich  selbst,  ändern  aber  im  zweiten  Faktor  die 
Anordnung  der  Elemente,  wie  es  ja  bei  der  Anwendung  des  Multipli- 
kationstheorems der  Determinanten  häufig  von  Nutzen  ist.  In  der 
Produktdeterminante  treten  die  Formen  A  und  B  selbst  als  Elemente 
auf,  wenn  man  bildet: 


E 

F 

G 

du^ 

2 dudv    dv 

L 

M 

N 

G 

-2F     E 

dv^ 

—  dudv 

du^ 

N 

-2M     L 

Edu'+2Fdudv-]-Gdv',      2{EG-F^),       GL-2FM  +  EN 

Ldu^-{-  2Mdudv  +  Ndv\       GL  -  2FM-\-  EN,      2  {LN-  M') 

0,  Edu^+2Fdudv+Gdv^,   Ldu^-]-2Mdudv  + Ndv' 

A  2T^  ET' 
B  ET'  2Kr 
0       A  B 


(nach  8.77(19,20)).     Hiernach  wird 


(21) 


(22) 


■Ö«(A,B)^  =  | 


P  =  -XA2  +  £rAB-Bl 


A 

2 

E 

B 

E 

2K 

0 

A 

B 

Dieser  elementare  Satz  der  Formentheorie  ist  von  der  Bedeutung 
von  A  und  B  völlig  unabhängig,  wofern  nur  unter  E  und  K  die 
beiden  im  §  45  (S.  160)  definierten  simultanen  Invarianten  des  Paares 
(A,  B)  verstanden  werden.  Auf  die  gegenwärtige  flächen  theoretische 
Untersuchung  angewendet,  liefert  er: 

(23)  t'  =  -K+En-n' 
oder 

(24)  t'^{n^-n){n-n,), 

also  einen  Ausdruck  des  Quadrats  der  geodätischen  Windung  einer 
Kurve  durch  die  Normalkrümmung  dieser  Kurve  und  die  beiden 
Hauptkrümmungen. 
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§53. 

Die  aUgemeinen  Frenetschen  Formeln 

für  die  orthogonale  Trajektorie  einer  gegebenen  Kurve. 

Die  Fragen,  die  sich  an  die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln 
knüpften  (S.  56),  sind  nunmehr  vollständig  beantwortet;  das  Bildungs- 
gesetz sämtlicher  Glieder  der  Formeln  ist  bekannt,  und  zwar  unter 
Annahme  beliebiger  krummliniger  Koordinaten  und  für  die  allgemeinste 
Darstellung  der  Flächenkurve  c.  Im  unmittelbaren  Anschluß  an  die 
entsprechenden  Formeln  der  allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  ent- 
halten die  Gleichungen  §  16  (a),  (&),  (c)  (S.  55)  die  geometrischen  Ab- 
leitungen bestimmter  Richtungskosinus  für  eine  Differentiation  längs 
der  Kurve  c.  Aber  auch  die  Differentiation  senkrecht  zur  Kurve  hat 
im  Vorhergehenden  beständig  benutzt  werden  müssen,  und  vom  Stand- 
punkt der  Flächentheorie  aus  war  sie  sogar  als  Grundoperation  zu 
betrachten  (S.  130).  Es  bietet  sich  also  die  Aufgabe  dar,  die  Formeln 
des  §  16  durch  ein  zweites  System  zu  ergänzen,  in  welchem  die  geo- 
metrischen Ableitungen  derselben  Richtungskosinus  wie  dort  für  eine 
Differentiation  längs  der  orthogonalen  Trajektorie  c   auftreten. 

Einer  wesentlich  neuen  Untersuchung  bedarf  es  hierzu  nicht. 
Man  hat  nur  die  Festsetzungen  über  bestimmte  Größen  und  Rich- 
tungen, die  für  die  Kurve  c  getroffen  worden  sind,  auf  c  als  Grund- 
kurve anzuwenden.  Nun  ist  bereits  bestimmt  worden,  daß  f,  die 
positive  Richtung  der  Tangentialnormale  von  c,  für  die  Trajektorie  c 
dieselbe  Bedeutung  habe  wie  t  für  c,  sodaß  &'x  für  die  Kurve  c  der 
Ableitung  @x  für  die  Linie  c  entspricht.  Der  Ausdruck  von  0';^  ist 
aufgestellt  worden  (S.  138,  176).  Wird  vorübergehend  unter  ^^  die- 
jenige Richtung  der  Tangentialnormale  von  c  verstanden,  die  zu  t' 
so  liegt  wie  t'  zu  t,  sodaß 

t',  t^  '^  t,  t' 
oder  einfach 

ist,  so  mögen  alle  Größen,  die  von  t^  abhängen,  außer  mit  einem 
Akzent  (als  auf  die  Kurve  c  bezüglich)  auch  mit  einem  Index  1  ver- 
sehen werden.  Dies  gilt  namentlich  für  die  geometrische  Ableitung  &[Xf 
die  für  c  der  Ableitung  &'x  für  c  entspricht,  ferner  für  die  Rich- 
tungskosinus Ä\^&[x,  .  .  .,  und  endlich  für  die  Größen  t[  und  g[, 
wie  sie  durch  formalen  Übergang  von  c  zu  c  zu  definieren  sind,  näm- 
lich nach  S.  54(14)  und  S.  55(15): 

g[=2Ä[&'A'. 
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Dagegen  bedarf  es  der  Beifügung    des  Index   nicht  bei  der  Normal- 

krümmung  von  c', 

(1)  n'  =  ^X&'Ä'. 

Die  ersten  Formeln  der  drei  Systeme  (a),  (b),  (c)  heißen  dann 
für  die  Kurve  c 

&'Ä[=-g[A'  +  t[X 
®'X^-nÄ'  -t[A[. 

um  in  der  Tangentialebene  nicht  drei  Richtungen,  von  denen  zwei 
einander  entgegengesetzt  sind,  berücksichtigen  zu  müssen,  ist  aber 
ferner  (S.  138)  die  positive  Tangentialnormale  von  c  als  mit  t  (nicht  t^) 
zusammenfallend  angenommen,  und  demnach  die  Tangentialkrümmung 
der  Trajektorie  durch  die  Gleichung  §  41  (3)  (a.  a.  0.) 

g'  =  ^Ä&A' 
erklärt  worden.     Wegen 

A[  =  ~A,... 

kann  g[  unmittelbar  auf  g'  zurückgeführt  werden: 

g[  =  -2A&'A'^-g\ 
Für  t^  ergibt  sich  in  gleicher  Weise  der  Ausdruck 

-^X&'A  =  ^A@'X. 

Berechnet  man  diese  Größe  direkt  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen 
(S.  196)  angedeuteten  Verfahren,  so  erhält  man 

t[=^&x  .&'X 

t  k 

i,k 

also 

t[  =  -t. 

Was  die  Größe  n'  angeht,  so  läßt  sich  ihr  Wert  mittels  des 
Überganges  von  c  zu  c,  also  von  Wl^  zu  -D„(A,  WIq),  aus  dem  von  n 
ablesen: 

^  ^  **  T^{Gm\  —  iFm^m^  +  Em\) 
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Im  formentheoretisclien  Sinne  übersichtlicher  wird  der  Ausdruck  beim 
Ausgehen  von  der  Gleichung  (1)  oder 

(3)  n'=-^Ä'&'X  =  -^&'x.0'X, 
nämlich : 

i  k 

(4)  ^'  =  2i^n^2k\k' 

Die  Größe  n  selbst  würde  nach  ihrer  ursprünglichen  Definition 

d.  h. 

(5)  n  =  -2A@X  =  -2&x  .  @X, 


bei  Benutzung  des  allgemeinen  Ausdruckes  von  &%  die  Form 


-V('V„,,||)(2ft.f|) 


(6) 

i,k 

annehmen. 

Aus  (4)  und  (6)  folgt 

i,k            l 

:^U 

=  2hk  «a 

i,k 

(8.180(36)) 

=  ^.(A,B) 

(S.  160(3)) 

=  Zf 

(S.  162). 

Man    erhält    also    aus    den  allgemeinsten  Formeln   für  n  und  n    auf 
direktem  Wege  die  Relation 

(7)  n  -\-  n  =  n^ -\-  n^ 

wieder,   die  früher  (S.  85  (4))   aus  dem  Eulerschen   Satze    geschlossen 
worden  ist. 

Nach  Elimination    sämtlicher  Größen    mit    dem   Index  1    lauten 
nun  die  Ergänzungsformeln,  vollständig  zusammengestellt: 

&A=-g'A'  +  tX 
(a')  0'B  =  -g'B'+tY 

®'C  =  -g'C'  +  tZ 


A    A' 

X 

B    B' 

Y 

C    C 

Z 
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®'A'  =  g'A  +  w'X 
(V)  @'B'  =  gB  +  n'Y 

@'C'  =  g'C  +  n'Z 

&X^-tA-nÄ 
(c')  &Y==-tB-nB' 

®'Z tC-nC 

oder  in  symbolisclier  Schreibweise,  wie  S.  56(17): 

/&A,     0'B,     &'C\        /     0   —g'   t 

(8)       I  &A',    ®'B\     0'C"  I  =        g'      0    n 

\®'X,     ©T,     &Z  j       \-t  -n    0 

Diese  Gleichungen  sollen  von  nun  an  unter  der  Bezeichnung 
„allgemeine  Frenetsche  Formeln"  mit  verstanden  werden.  Die  sechs 
Gleichungssysteme  zusammen  enthalten  erst  die  vollständige  Verall- 
gemeinerung der  Frenetschen  Formeln  aus  der  Kurventheorie.  Denn 
im  zweidimensionalen  Gebiete  handelt  es  sich  um  zwei  verschiedene 

Ableitungen  einer  Funktion,  -^  und  --^ ,  und  diese  werden  durch  die 

geometrischen  Ableitungen  Qi  und  ®'%  vertreten.  Aus  diesem  Grunde 
reicht  aber  auch  die  Bedeutung  der  geometrischen  Ableitungen  weit 
über  ihr  Vorkommen  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  hinaus. 

§54. 
Die  Vertauseliungsformel  für  geometrisclie  Differentiationen. 

Als  homogene  lineare  Funktionen  von  -^  und  -J^  gehorchen  die 

geometrischen  Ableitungen  den  elementaren  Regeln  über  die  Differen- 
tiation von  Summen,  Produkten,  Quotienten,  wie  sie  auch  wiederholt 
bereits  angewendet  worden  sind.  Aber  sobald  man  über  die  erste 
Ordnung  der  Differentiationen  hinausgeht,  müssen  neue  Untersuchungen 
eintreten,  und  vor  allem  ist  es  wichtig  festzustellen,  was  aus  der 
Vertauschbarkeit  der  Differentiationsfolge,  durch  die  Gleichung 

^  ^  ovou       duov 

dargestellt,  über  die  geometrischen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ge- 
schlossen werden  kann. 

Hierzu  sind  -J'  und  ■—-  durch  0y  und  ®'y  auszudrücken.     Soll 

das  Resultat  in  eine  einzige  Formel  zusammengefaßt  werden,  so  hat 
man   nicht   nur,    wie    gewöhnlich,    die   Variablen,    sondern    auch    die 
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geometrischen  Ableitungen  mit  Indizes   zu  belegen.     Die  Auflösung 
der  Gleichungen 

(2)  ^.j:-^''-!!; 

(S.  177  (14))  liefert  dann 
oder,  nunmehr  getrennt: 
(4) 


-^  =  %1®Z  +  ^21®'Z 


(vgl.  a.  a.  0.  (19)). 

Aus  (3)  folgt  weiter 

mithin 

Der  Koeffizient  vun  ^^x  in  dem  zweiten  Summenausdruck  kann 
von  vornherein  einfacher  in  der  Form 

geschrieben  werden.     Setzt  man  dann  i  =  1,  h  =  2,  so  ergibt  sich 


Bei  der  Ausrechnung   der  ersten  Summe  ist  nur  X^v,  also   A  =  1, 

V  =  2  und  2  =  2,  v  =  1  zu  berücksichtigen,  außerdem  die  Gleichung 

S.  179(28)  ,/- 

m^i  m22  —  mi2  w^2l  =  ]/ a 

hinzuzuziehen.     Es   wird 

Geht   man  nun  zu   (1)    zurück   und  benutzt  die  Formeln   S.  188(6), 
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S.  190(13),  ohne  aber  auch  die  Größen  g  noch  mit  Indizes  zu  versehen, 
so  erhält  man  die  gesuchte  Beziehung 

(6)  ^i^,x-^^^x%-\-g^,%-9'»,i-^ 

oder 

(7)  &®x  —  ®&'%=- g®%— g'®'%. 

Die  Invarianten  von  ^l^  und  äJ?^»  ^^^  i^  ^^^  Flächentheorie  die  Tan- 
gentialkrümmungen  der  Kurven  c  und  c  darstellen,  gewinnen  hierdurch 
eine  besondere  Bedeutung  für  die  allgemeine  Theorie  der  Theta- 
Operationen. 

Die  Gleichung  (1)  ist  die  Integrabilitätsbedingung  für  die  Diffe- 
rentialform -J^du  -\-  ^dv,   und  die  linke  Seite  von  (5),   durch  l/a 
du  cv        '  ^  '"  ' 

dividiert,  repräsentiert  die  Invariante  dieser  Form  (S.  191).  Demnach 
muß  die  Gleichung  (5)  selbst  als  Spezialfall  in  einer  Formel  enthalten 
sein,  die  die  Invariante  einer  beliebigen  linearen  Differentialform  ^q 
durch  die  Invarianten  von  9JJj  und  SSl^  und  bestimmte  andere  In- 
varianten des  Formensystems  (A,  SJIq,  ^q)  ausdrückt.  In  '^^  ^=p^du  -j-p^dv 

v^erden  -^  und  -^  durch  p^  und  p^  vertreten,  das  Gleichungspaar  (2) 

durch  die  Definitionsformeln 

(8)  Pk=^}^kvPvf 

aus  denen  * 

(9)  Pi^^m^ih 

folgt.     Gesucht  wird  ein  Ausdruck  für 
(S.  191(18)).     Genau  wie  eben  ergibt  sich 

■^U«;      du,  r^' 

und  nach  Division  mit   ya : 

(10)  j(^„)  =  ^,p,  -  ^3p,  +  J"(9Jj,)Pi  +  J(m,)p,. 

Die  spezielle  Gleichung  (7)  oder  (6),  die  aus  (10)  für  ^^  =  dx 
hervorgeht,  soU  im  Folgenden  als  Vertauschungsformel  zitiert 
werden. 
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Die  drei  Fundamentalgleichungen. 

§  55. 

Drei  Belationen  zwischen  geometrisclien  Größen 

und  ihren  Ableitungen. 

Die  allgemeinen  Frenetechen  Formeln  in  ihrer  Gesamtheit  ermög- 
lichen es,  die  geometrischen  Differentialquotienten  beliebiger  Ordnung 
der  Richtungskosinus  der  Flächennormale,  sowie  der  Tangente  und 
Tangentialnormale  einer  Flächenkurve  als  homogene  lineare  Funktionen 
dieser  Richtungskosinus  selbst  darzustellen,  und  zwar  z.  B.  eine  be- 
liebige Ableitung  von  Ä  als  Funktion  von  A,  Ä',  X,  und  entsprechend 
für  die  übrigen  Kosinus.  Die  Koeffizienten  in  den  abgeleiteten  Glei- 
chungen werden  aus  denen  in  den  Ausgangsgleichungen  und  ihren 
geometrischen  Ableitungen  zusammengesetzt. 

Schon  bei  den  Differentiationen  zweiter  Ordnung  müssen  sich 
äquivalente  Resultate  herausstellen,  wenn  man  auf  einen  und  denselben 
Kosinus  einmal  die  Operation  &'&,  dann  &&'  anwendet.  Die  Wirkung 
der  Vertauschungsformel  für  %  =  JL,  Ä'  und  X  zu  untersuchen,  ist 
von  grundlegender  Wichtigkeit.  Bei  Fortsetzung  der  Operationen 
sind  dann,  ebenso  wie  in  der  gewöhnlichen  Differentialrechnung,  die 
Ergebnisse  leicht  zu  überblicken. 

Bildet  man  &'&Ä  und  @@'Ä  aus  den  ersten  Gleichungen  (a) 
und  (a')  (S.  55  und  200),  so  findet  man,  unter  sofortiger  Benutzung 
der  ersten  Gleichungen  der  übrigen  Systeme  (&),  (c),  (&'),  (c'), 

&&Ä  =  g{g'A  +  w'Z)  +  Ä®'g  -  n{t  A  +  nÄ)  -]-  X&n 

®®'A  =  g\gA  -  tX)  —  A'Qg  —  t  (nA  +  tA')-\-  X&t. 

Der  Kosinus  A  fällt  bei  der  Subtraktion  weg  und  kann  auch  auf  der 
rechten  Seite  der  Vertauschungsformel 

&0A  —  ®&A  =  g@A  —  g'&A 

nicht  wieder  auftreten.     Es  wird 

®'@A  —®&'A=-  g{gA'  +  nX)  +  g\g'Ä—  tX), 
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und  die  entstehende  Gleichung  erhält  die  Form 

Die  Größen  a  und  ß,  nur  vorübergehend  eingeführt,  haben  die  Aus- 
drücke 

a  =  @'g  +  &g'—  g^  —  g"^—  {nn  —  f) 

ß  =  &n—&t+  2g't  —  {n  —  n')g 

und  behalten  diese  Werte,  wenn  man  in  der  Rechnung  B,  B',  Y  oder 
C,  C,  Z  an  die  Stelle  von  A,  A',  X  treten  läßt.    Die  drei  Gleichungen 

ccA'+ßX  =  0,        aB'+ßY=0,        ccC'i-ßZ^O 

liefern,   mit  A',  B',  C,   dann  mit  X,  Y,  Z  multipliziert  und  addiert, 

a==0,         /3  =  0. 

Vergleicht  man  nun  weiter  &'@A'  mit  &&'A\  so  bekommt  man  eine 
neue  Gruppe  von  drei  homogenen  linearen  Gleichungen  unter  den 
Richtungskosinus,  und  zwar 

aA  +  ß'X^O,         aB-\-ß'Y==0,         aC+ß'Z^O, 
wo  «  denselben  Wert  hat  wie  oben,  und 

ß'=  @n'  —  0't  +  2gt  —  (n'—n)g' 

aus  ß  durch  unmittelbar  ersichtliche  Vertauschungen  abgelesen  werden 
kann.     Zu  den  beiden  Bedinffungen  von  vorher  tritt 

/3'=0. 

Die  Berechnung  von  &'&X  —  &  ®'X  liefert  nichts  Neues,  wegen 
der  Abhängigkeit  der  dritten  Systeme  allgemeiner  Frenetscher  Formeln 
von  den  beiden  ersten.     Man  erhält  nur 

ßA-ß'Ä=0,..,, 

drei  Gleichungen,  die  aus  den  ersten  sechs  abgeleiteten  durch  Elimi- 
nation von  X,  Y,  Z  hervorgehen. 

Hiernach  ergeben  sich  unter  den  Größen  n,  n\  t,  g,  g'  und  be- 
stimmten ihrer  geometrischen  Ableitungen  drei  Relationen: 

(A)  &g  ^®g'  —  g^  —  g'^=^nn —f 

®'n  —  ®t+  2g't  —  {n  —  n)g  =  0 

(ß) 

&n-&t-\-2gt-(n-n)g'^0. 

Alle  hierin  vorkommenden  Größen  sind,  rein  analytisch  aufgefaßt, 
Invarianten  des  Formensystems  (A,  B,  9J?q);  geometrisch  betrachtet, 
Größen,  die  mit  einer  Flächenkurve  c  zusammenhängen,  aber  von  dem 
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Koordinatensystem  auf  der  Fläche  unabhängig  sind.  Die  Gleichung  (A) 
ist  vor  den  beiden  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  der  vierglied- 
rige  Ausdruck  auf  ihrer  linken  Seite  eine  Invariante  des  Formen- 
paares (A,  9iJfo)  aUein  ist.  Denn  sowohl  g  und  y'  wie  auch  die  geo- 
metrischen Ableitungen  sind  von  den  Fundamentalgi'ößen  zweiter 
Ordnung  frei. 

§  56. 

Kurveninvarianten  und  Punktinvarianten. 

Der  Bonnetselie  Ausdruck  des  Erümmungsmaßes. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (A)  läßt  noch  eine  Vereinfachung 
zu.     Nach  S.  197  (23)  war  nämlich 

und  nach  S.  200  (7) 

n  -\-  n  =-  H. 

Führt  man  in  die  erste  dieser  Relationen  mittels  der  zweiten  die 
Größe  n'  ein,  so  folgt 

t^  =  —  K -\-  {n -{■  n)n  —  n^, 


d.  h. 

(1) 


nn  —  t^  ==  K. 


Ganz  direkt  kann  man  dies  aus  den  Formeln  für  n,  n  und  t  (S.  200(6,4) 

und  S.  196  (20)) 

(2)  ^=2^u^ikhk 


(3) 

(4) 


i,  k 
i,k 


dadurch    ableiten,    daß  man  wieder  einmal,    abgesehen  von  den  Be- 
zeichnimgen,  die  Identität  S.  34(10)  anwendet.     Sie  lautet  hier 


(5) 

f*21       /*22 

führt  also  wegen 


i.  k  i  k 

^^2i  ^i^lk  hk  J         ^^2i  -5*^*2*  h 
i  k  i  k 

k  k 


f*ll  /*22         ^12  ^''21  —  17= 


2k 

/*21 

/^12 
^22 

hl 

h2 

} 
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(S.  180(35))  auf 

Hier  tritt  der  bemerkenswerte  Umstand  ein,  daß  die  Größenver- 
bindung  auf  der  linken  Seite,  deren  einzelne  Bestandteile  ihrer  Er- 
klärung nacb  aus  der  Theorie  der  Flächenkurven  hervorgegangen  sind, 
die  Bestimmungsgrößen  der  Kurve  c,  und  damit  auch  der  orthogo- 
nalen Trajektorie  c',  gar  nicht  mehr  enthält,  vielmehr  nur  von  den 
krummlinigen  Koordinaten  des  Flächenpunktes  abhängt,  durch  den 
die  beiden  Kurven  hindurchgehen.  Um  einen  solchen  Gegensatz  kurz 
zu  kennzeichnen,  kann  man  Größen  wie  n,  n,  t,  g,  g'  und  deren  geo- 
metrische Ableitungen,  sowohl  einzeln  wie  auch  gruppenweise  zu- 
sammengefaßt, als  Kurveninvarianten  bezeichnen,  dagegen  z.  B. 
H  und  K  als  Punktinvarianten.  Die  letzteren  sind  simultane  In- 
varianten der  Formen  A  und  B  oder  auch  Invarianten  einer  einzigen 
von  ihnen;  für  die  ersteren  muß  immer  noch  eine  lineare  Differential- 
form 3J?Q  bei  der  Invariantenbildung  hinzutreten. 

Das  in  der  Gleichung  (1)  oder  (6)  enthaltene  Ergebnis  kann 
hiernach  dahin  ausgesprochen  werden,  daß  nn  —  f  nur  scheinbar  eine 
Kurveninvariante,  tatsächlich  aber  eine  Punktinvariante  ist.  Etwas 
anders:  Das  Produkt  der  Normalkrümmung  einer  Flächenkurve  mit 
der  Normalkrümmung  ihrer  orthogonalen  Trajektorie,  vermindert  um 
das  Quadrat  der  geodätischen  Windung  einer  (oder  jeder)  dieser 
Kurven,  ist  für  einen  bestimmten  Flächenpunkt  von  der  Lage  des 
Kurvenpaares  unabhängig,  nämlich  gleich  dem  Produkt  der  Haupt- 
ki'ümmungen  der  Fläche  für  diesen  Punkt. 

Seine  Hauptbedeutung  gewinnt  dieser  Satz  allerdings  erst  beim 
Zurückgreifen  auf  die  Gleichung  (A).  Da  die  rechte  Seite  eine  Punkt- 
invariante  ist,  so  muß  es  auch  die  linke  sein.  D.  h.  der  Ausdruck 
&'g -{-  ®g'  —  g^—  g'^,  der  aus  den  Tangentialkrümmungen  von  c  und 
c  sowie  je  einer  geometrischen  Ableitung  dieser  beiden  Größen 
zusammengesetzt  ist  und  in  seinen  Bestandteilen  die  Koeffizienten  m^ 
und  m^  der  Form  SJ?,,  enthält,  muß  ebenfalls  für  jede  Lage  des  durch 
einen  bestimmten  Punkt  gehenden  orthogonalen  Kurvenpaares  denselben 
Wert  haben.  Es  bietet  sich  die  Aufgabe  dar,  diesen  Wert  wirklich 
zu  berechnen;  denn  da  er  von  den  Fundamentalgrößen  zweiter  Ord- 

X  iV ilf  * 

nung  nicht  abhängt,   so  ist  er  von  dem  Ausdruck  rechts,  ^^ ^^  , 

notwendig  verschieden. 

Über  das  Ergebnis  kann  freilich,  nachdem  der  Gaußsche  Satz 
bereits  bewiesen  ist  (§  36),   von  vornherein  kein  Zweifel  sein:  es  ist 
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der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  S.  120(7),  den 
man  wiedererhalten  muß.  Jedoch  ist  zu  erwarten,  daß  man  auf  diesem 
natürlichen  Wege  zu  einem  übersichtlicheren  Bildungsgesetz  gelangen 
wird  als  dort. 

Daß  das  Krümmungsmaß  sich  mittels  der  Tangentialkrümmung 
durch  den  obigen  Ausdruck  darstellen  läßt,  ist  von  Bonnet  angegeben 
worden. 

§57. 

Herleitung    des    Gaußschen  Ausdruckes    für    das   Krümmungsmaß 

aus  dem  Bonnetsclien. 

Zur  Reduktion  des  Aggregates 

wird  man  sich  am  zweckmäßigsten  der  Darstellung  von  g  und  g'  durch 
Summen  gleichbezeichneter  Glieder  bedienen: 

(1)  9-T^  2i^u  ^ik  ^ik  (§  51  (D) 

(2)  9'=~)^:S^^u^uma,  (§51(10)) 

in  denen  die  Koeffizienten  der  ChristofFelscheu  Kovariante  durch  die 
Formeln 

(3)  ^.^-^:-2\'>^  (§50(2)) 

erklärt  waren,  g  und  g'  haben  beide  den  Nenner  ]/A,  dessen  geo- 
metrische Ableitungen  aus  den  im  §  50  ausschließlich  gebrauchten 
Formeln  S.  184(17)  für  die  gewöhnlichen  partiellen  Ableitungen, 

sofort  folgen: 

(4)  ®iV^)==^i^lki^2i^ik 

i,k 

(5)  0'{yÄ)  =  2lt'2k  ihi  ^a  • 

i,k 

Nun  wird  nach  (1)  und  (2) 

(6)  @  (gyÄ)  =2h,  ^^uH.^  +  J'ft,  Ä»  (ft,  1^*  +  f » 1^) 
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Zweite   Ableitungen    der    Größen   m^    und    m^    sind   nur    in    den 

Differentialquotienten  -^—^  enthalten,  und  auf  das  Auftreten  dieser  in 

dem  Bonnetschen  Ausdruck  hat  man  also  zuerst  sein  Augenmerk  zu 
richten.  Die  beiden  ersten  Summen  auf  den  rechten  Seiten  von  (6) 
und  (7)  geben  zusammen 


(8) 


X7  din^i  ^  dnii 

^  ^U  ^ik  ^2;  ;g,,  ^  ^li  t*'U  ^21   a,. 


Weiter  folgt  aus  (3)  durch  Differentiation  nach  u^,  wenn  die  dabei 
auftretenden  ersten  Ableitungen  der  Größen  m^  mittels  derselben 
Gleichungen  (3)  durch  die  Koeffizienten  der  Christoffeischen  Kovariante 
dargestellt  werden, 


dm. 


^1?) 


^-e^r2{'v  )K'  +2{\  I "**) -2'"'  d», 


und  bei  Vertauschung  von  Je  mit  l 

Q 


%  l 


also 
(9) 


V  Q  V 

i?-i?=2'(r.>w-(V)-..) 


+2^ 


+ 


2'(r;iiv)-{vir;i) 


Für    den    Koeffizienten   von   m^   in    der    zweiten   Summe    möge    eine 
bleibende  abkürzende  Bezeichnung  eingeführt  werden, 


(10) 


Ein  Teil  des  Wertes  von   ©(//a)  +  0'(^]/Ä)  ist  dann    nach  (8) 
und  (9): 


(11)  2l^ui^ik^2i[\  \mvl-2l^xil^'ui^il[W^vk+2^ui^lkl^2l{^'^1^^ 

i,k,l,v  ^    ^    '  i,k,l,v  ^  ^  '  i,krl,v 


W.. 
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Zur   Umwandlung    des    zweiten    Teiles    kann    man    die    Formeln 

•    8.186(24,25) 

V  Q 

(13)       ^='^i:>'^^^^.-2{\'K 

benutzen.    Werden  zuerst  die  vier  Ausdrücke  zusammengefaßt,  die  die 
Grrößen  m  enthalten,  so  findet  sich 

—  ^ti^j  ^1..  m^j  fi^^fi^^  m^j  —  ^—  ^^^,  [i^^  m^j^  ^2^  ^1,  m^.j 

+  ,7=    -2^2J  f*li  ^ik  Nk  (^iv  ^vl  +77^  2  ^2i  Hk  ^ik  ^2»  l^iv  ^vl 

yAi,k,i,v  yAi,k,i,v 


VA 


_    »,  k  v,l  i,k  v,l 


i,  k  v,l  i,k  v,l 

Nach  (2,  3,  4,  5)  nimmt  dieser  Ausdruck  die  einfache  Form  an 

(14)  g'V^  +  g  0'(l/Ä)  +  ^'2  i/Ä  +  g'@{VÄ). 

Da  die  linken  Seiten  von  (6)  und  (7)  addiert 

(15)  g'&iVÄ)  +  VÄ@g'  +  g&'iVÄ)  +  VÄ&'g 

liefern,  so  heben  sich  links  und  rechts  die  geometrischen  Ableitungen 
von  ]/A  heraus. 

Endlich  bleiben,  aus  den  zweiten  Teilen   der  Formeln  (12)   und 
(13),  rechts  noch  folgende  Aggregate  zu  berücksichtigen: 

—  ^^IJ  ^1<  ^2p  {\    ]^ik-  2l^U  ^2k  /*lo  { ^i    1  ^ik 
+  -5'/*2I  /^K  ^lo  {  \    1  ^ik  +  -2'/^2i  /^U  /*lo  {  \    I  ^.r 

Vertauscht  man  in  der  ersten  Summe  q  mit  l,  so  sieht  man,  daß  sie 
sich  gegen  die  dritte  streichen  läßt.  Die  beiden  anderen  können  mit 
den  beiden  ersten,  in  (11)  auftretenden  verglichen  werden.  Die  zweite 
ist  nämlich  gleich 

v,l,k,i  ^    ^    > 

und  die  vierte 


2l^2it^ikl^u[\  j 


m 


V,  k,  l,  i 


vk' 


Sie  heben  sich  also  gegen  jene  weg. 
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Demnacli  bleiben  in  der  aus  (6)  und  (7)  durch  Addition  hervor- 
gegangenen Gleichung  folgende  Größen  stehen:  Links  das  zweite  und 
vierte  Glied  des  Ausdruckes  (15),  rechts  das  erste  und  dritte  Glied 
von  (14)  und  die  dritte  Summe  in  (11).  Die  Gleichung  selbst  wird 
nach  Division  mit  ]/A 

(16)  ®g'  +  &9  =  ^^  +  g'^  +  -v^  2l^u l^ik ^iim,{ivJcl} . 

Durch  den  WegfaU  der  Koeffizienten  der  Christoffeischen  Kovariante 
sind  auch  die  ersten  Ableitungen  von  m^  und  m^  verschwunden.  Diese 
Größen  selbst  müssen,  soweit  sie  explizite  vorkommen,  der  Gleich- 
förmigkeit wegen  noch  durch  Größen  /i  ersetzt  werden,  was  nach  den 
Formeln 

^  =  *^2v  (§49(22)) 

>»2v  =  ^%v  t^2p  (§  49  (31)) 

p 

zu  geschehen  hat.     Setzt  man  dann 

(17)  2%A^^1cl}  =  [ipH], 
so  erhält  man 

(18)  ©g'-h  @'g-g^-g'^  =  ^tiul^ik(^^i^2pUP^U' 

i,  k,  l,p 

Wird  hier  zuerst  über  h  und  l  summiert,  so  sind  nur  die  beiden 
Wertepaare  Ti  =  1,  1  =  2  und  Tc  =  2,  1=1  beizubehalten.  Denn  für 
k  =  l  verschwindet  [ivkl]  und  damit  auch  [ipkl],  wie  aus  den 
Definitionsgleichungen  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Die  Darstellung  (18) 
geht  also  in 

®g'-\-@'g  —  g^-g'^  =  ^fi^.  fi^^ {fi^^  [i^^  [ip  1 2]  +  /t^,  fi^^  [ip 21]) 

i,  p 

über.     Die  Gleichungen  (10)  und  (17)  liefern  aber  allgemeiner 

(19)  {ivllc}  =  -  {ivM} 

(20)  [iplJc]  =-[ip1cl], 
sodaß 

(21)  @g'J^S'g-g^-g'^=  (^^^  ^^^  "  ^^12  /*2l)  ^ i^U  Np  [«>  ^  2] 

hP 

wird. 

Für  das  erste  Argumentenpaar  {i,  p)  läßt  sich  nun  von  den  Größen 
[iph^  dieselbe  Eigenschaft  aussagen  wie  für  das  zweite.  Setzt  man 
nämlich  diese  Größen  in  Beziehung  zu  den  zweiten  Ableitungen  der 
Formenkoeffizienten  a^J^,  indem  man  aus  S.  183(11) 

14* 
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(22) 


dufdup 


-2 
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■Je  r 


a 


n 


+  {V12'(%i?l+»"lVl) 


+2v4^  +  {Vl2'K!?l+«"l71) 

bildet,  so  findet  man 


also 


=  [Jcilp]  -\-  [iJclp], 


[Jcilp]  +  liklp]  =  0, 
oder  in  den  hier  gebrauchten  Bezeichnungen 
(24)  [piM]  =  -[ipkl]. 

Hiernach  ist 

^f^u  f^2p  Up  12]  =  (^11  ^22  -  ^12  /^2i)  [1212] , 


d,  h.  schließlich,  der  Relation 

zufolge, 

(25)        %'+0V-^'-^'^  =  |[1212]  =  |^a2.{1^12} 


1 


Mittels  der  Gleichungen  (19),  (20),  (24)  läßt  sich  die  Invariante  auf 
der  rechten  Seite  in  mannigfachen  verschiedenen  Formen  darstellen. 
Zu  weiterer  Abkürzung  werde 

1 


(26) 


[1212]  =  ^, 


gesetzt,  wo  also  K^  z.  B.  in  der  aus  §  36  bekannten  Weise  durch 
«11,  «12?  %2>  ^^^  sechs  ersten  Ableitungen  dieser  Größen  und  drei  be- 
stimmte zweite  Ableitungen  ausgedrückt  werden  kann.  Die  Glei- 
chung (25)  ist  dann  zu  schreiben: 

(27)  %'+ @:^-/-^'^  =  z-,. 

§58. 

Die  Bedeutung  des  Gaußschen  Satzes. 

Es  ist  wichtig,  sich  klar  zu  machen,  welche  von  den  Ergebnissen 

der  beiden    letzten   Paragraphen  rein  formenthieoretischer  Natur  sind 

und  welche  nur  für  die  Flächentheorie  gelten.    Daß  die  letzte  Gleichung 
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keine  Beziehungen  der  Formenkoeffizienten  a^j.  und  m^  zur  Geometrie 
voraussetzt,  leuclitet  ein.  Denn  denkt  man  sieh  die  Größen  g,  g',  ®'g,  ®g' 
durch  ihre  analytischen  Ausdrücke  definiert,  so  liefert  die  eben  an- 
gestellte, nur  nach  Identitäten  fortschreitende  Rechnung  die  Glei- 
chung (27)  wieder.  Die  Reduktion  des  Bonnetschen  Ausdruckes  führt 
also  auf  eine  Invariante  der  quadratischen  DiflFerentialform  A  allein, 
die  als  Gaußsche  Invariante  bezeichnet  werden  soll.  Der  Inhalt 
der  Gleichung  (27)  läßt  sich  schließlich  dahin  aussprechen,  daß  die 
Bonnetsche  Kovariante  einer  beliebigen  quadratischen  Differentialform  A 
und  einer  ebenfalls  beliebigen  linearen  Differentialform  ^^  gleich  der 
Gaußschen  Invariante  von  A  ist.  Aber  freilich  würde  man  vom 
rein  formentheoretischen  Gesichtspunkt  aus  nicht  darauf  gekommen 
sein,  den  Bonnetschen  Ausdruck  auf  die  Möglichkeit  des  WegfaRens 
von  m^  und  »Wg  zu  untersuchen,  und  überhaupt  schon  diesen  Ausdruck 
vor  anderen  auszuzeichnen,  die  irgendwie  aus  g,  g'  und  deren  vier 
ersten  geometrischen  Ableitungen  zusammengesetzt  sind. 
Daß  auch  die  Gleichung  S.  207  (6) 

für  ein  beliebiges  System  von  zwei  quadratischen  und  einer  linearen 
Form  gilt,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Sie  folgte  mittels  der 
drei  Ausdrücke  S.  206(2,  3,  4),  die  man  formentheoretisch  als  Defi- 
nitionen von  n,  n'  und  t  auffassen  kann,  aus  einer  oft  benutzten  Iden- 
tität. Bezeichnet  man  den  Quotienten  der  beiden  Determinanten  von 
A  und  B,  die  von  A  immer  als  Nenner  genommen,  mit  ^„j,  setzt  also 

(1)  ^"^"-~^4  =  ^a6, 

^     ^  «11  «22  —  «l'ü 

SO  heißt  das  Resultat 

(2)  nn  -f  =  Kai  • 

SoU  auf  der  linken  Seite  die  Verbindung  mit  der  Differential- 
geometrie auch  äußerlich  aufgehoben  werden,  so  sind  die  Größen 
n,n,t  durch  ihre  Ausdrücke  zu  ersetzen,  wobei  die  Operationszeichen 
D^  und  H^  oder  A  angewendet  werden  können  (S.  193 — 194).  Doch 
mögen  die  verschiedenen  Formen,  in  die  sich  dann  auch  dieses  Er- 
gebnis setzen  läßt,  hier  übergangen  werden,  weil  sie  für  die  Flächen- 
theorie  keine  neue  Einsicht  liefern,  nachdem  man  sich  überhaupt 
einmal  mit  der  Bedeutung  jener  Operationszeichen  vertraut  gemacht  hat. 
Im  Gegensatz  zu  den  beiden  eben  besprochenen  Resultaten  ent- 
hält die  Gleichung  S.  205  (A),  die  infolge  von  (2)  und  §  57(27),  also 
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nach  Zurückfülirung  der  linken  und  rechten  Seite  auf  Punktinvarianten, 
die  Gestalt 

annimmt,  einen  Lehrsatz  der  Differentialgeometrie.  Denn  diese  Glei- 
chung ist  (zusammen  mit  dem  System  (B))  aus  den  allgemeinen  Frenet- 
schen  Formeln  gefolgt,  die  ihrerseits  wieder  in  den  Beziehungen  der 
sechs  Formenkoeffizienten  a^^,  a^^,  a^^]  &u>  ^12?  ^22  ^^  ^^^  ^^^^  Funk- 
tionen x{u,v),  y{u,v),  z{u,v)  ihren  Grund  haben. 

§59. 
Die   allgemeinen  Frenetsohen  Formeln   für   die  Eloordinatenlinien. 

Aus  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  können  durch  Speziali- 
sierung der  Kurve  c  leicht  Gleichungssysteme  abgeleitet  werden,  die 
nur  gewöhnliche  partielle  Differentialquotienten  enthalten.  Die  Grund- 
kurve der  geometrischen  Differentiationen  falle  z.  B.  mit  der  Koordi- 
natenlinie v=G  zusammen.  Dann  wird  die  Funktion  (p(u,v)  gleich 
V  selbst  oder  wenigstens  gleich  einer  Funktion  von  v  allein;  oder 
allgemeiner,  in  der  Differentialgleichung  OJl^  =  0;  die  mit  dv  =  0 
identisch  werden  muß,  ist  m^  gleich  Null  zu  setzen,  und  m^  darf  gleich 
Eins    angenommen    werden.     Die  in  den  geometrischen  Ableitungen 

(S.  176  (5,  6))  vorkommende  Größe  A  =  -^{Gm\  -  2Fm^m^  +  Emf) 
wird  gleich  -^,  also  TYA  gleich  YE,  sodann 

^^  "^      y3  du 

(2)  &'^j^=.-±^(Ep--Fp). 

Im  besonderen  ergibt  sich  aus  (1)  für  %  =  x  der  schon  auf  S.  29 
ermittelte  Wert 

wieder,  und  dazu  tritt  nach  (2) 

(4)  Ä^=^4E^^-Fpi. 

Von  den  geometrischen  Größen,  die  ursprünglich  als  Koeffizienten 
in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  aufgetreten  waren,  sind  g^ 
und  g'„  im  %  41  (S.  139)  berechnet  worden: 


Die  Frenetschen  Formeln  für  die  Koordinatenlinien.  215 

(Q\  ^'  =  ^jVzi^'= \_^{eF— -^^F^—  —  ^E^—\^ 

^  ^  ^^  EYe  T^EyE  \        du        ^        du        ^       du,  / 

Die  drei  übrigen  haben  die  Werte 


(7)  n,-"" 


E 

NE*  —  2MEF-{-LF* 
T^E 

EM— FL 


(8)  <  = 

Setzt  man  nun  die  Ausdrücke  (3),  (4),  (5)  und  (7)  in  die  erste 
Formel  (a)  (S.  55)  ein,  behält  aber  die  Größe  X,  als  von  der  Grund- 
kurve der  geometrischen  Differentiationen  unabhängig,  in  der  Glei- 
chung bei,  so  findet  man 

yE^^\\/Edu)       E^Vdv        ^  du)  '^  E  ^' 

d^x 
also,  wenn  man  links  die  Differentiation  ausführt,  für  ;r— =  eine  homo- 
'  '  du' 

gene  lineare  Funktion  von  >5— ,  t^—  und  X, 

^  OU^    OV  ' 

(10)  |^  =  x|^  +  A'|^  +  X"X. 

^     ^  du^  du    '        dv    ^ 

Die  Koeffizienten  X  und  X'  sind  bestimmte  Funktionen  der  Funda- 
mentalgrößen erster  Ordnung  und  ihrer  ersten  Ableitungen,  während 
A"  offenbar  gleich  L  ist.  Vermöge  der  zweiten  und  dritten  Gleichung 
(a)  treten  die  beiden  Relationen 

du^  ou   '        dv 

d^z        .dz    .    .,dz    ,    1  /■/  /7 
3w*  8t*   '        dv 

hinzu. 

Die  erste  Formel  (b)  (S.  55)  liefert 

W/p  /n  /*» 

1    a  ^ä^  -  ^d^ r/j  a^     em  —  fl  ^ 


yifaM      ji/^  E' du^      TE 

oder  reduziert  und  unter  Benutzung  von  (10) 
/ii\  d^x  dx   .      ,dx    ,      „^ 
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WO  ft"  sofort  gleich  M  gefunden  wird  und  für  ii  und  ft'  Entsprechen- 
des gilt  wie  für  k  und  V. 
Endlich  wird  nach  (c) 

1    dX  L     dx       EM—FLlj^d^_-r.dx 


d.  h. 

/wnN  (^X.  CX     .  dx 

Die  Koeffizienten    sind    hier    rationale  Funktionen  der  Fundamental- 
größen beider  Reihen. 

Die  Formeln  (10,  11,  12),  die  bei  Hinzunahme  zweiter  Ableitungen 
von  y  und  z,  erster  Ableitungen  von  Y  und  Z  zusammen  drei  Systeme 
von  je  drei  Gleichungen  darstellen,  sind  nicht  die  einzigen  ihrer  Art. 
Man  bekommt  vielmehr  noch  drei  andere  Systeme,  wenn  man  die 
obige  Annahme  auch  in  die  Formeln  (a'),  (b'),  (c')  (S.  200 — 201) 
einführt.     Die  Gleichungen  haben  die  Gestalt 

/<o\  V    X  0  X       ,  r  0  X       .  rf  -TT- 

(14)  pl  =  v~  +  v''^  +  v"X 

^     -'  öv^  cu  dv 

,^p.  dX  _        ^1         ^ 

Die  erste  kann  nichts  Neues  liefern,  denn  mit  (11)  zusammengestellt 
gibt  sie 

und  entsprechend 

(^  -  ^,)  ll  -i-  (^'  -  a[)  If-  +  (^"  -  K')  ^  =  0 

drei  in  fi  —  fi^,  ^'  —  fi^,  ft"  —  /tj"  homogene  lineare  Gleichungen,  deren 
Determinante  gleich  T  ist.  Die  Koeffizienten  in  (11)  und  (13)  müssen 
also  paarweise  einander  gleich  sein. 

Da  diese  einfache  Überlegung  ebenfalls  platzgreifen  würde,  wenn 

für    TT-^  oder  ~   zwei  Ausdrücke   arleicher  Form   vorlägen,    so   muß 

sich  die  Gesamtheit  aller  fünf  Gleichungssysteme  (10),  (11),  (14); 
(12),  (15)  aus  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  auch  dadurch 
herleiten  lassen,  daß   die  andere  Koordinatenlinie  u  =  C  als  Grund- 
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kurve  der  ©-Operationen  angenommen  wird.  Trotzdem  mögen  die 
dann  den  Gleichungen  (1)  bis  (9)  entsprechenden  hier  vollständig  auf- 
geführt werden,  weil  in  einigen  von  ihnen  ein  Vorzeichen  zu  beachten 
ist,  das  sich  unter  der  Annahme  eines  orthogonalen  Koordinatennetzes 
besonders  bemerkbar  macht.     Die  P'ormeln  heißen: 

(16)  ®.';--vijfl 

(IT)  0:x-^(G|f-F|f) 

(19)  A'~-^-(gI^-F^^) 

(20-)         a  =  -^"  =  —'—  (g^^-^G^^  -  ^F^-^] 

('21')         a'  ^  ^^^ ~  '^'^'^'  —     ~  ^     (fG ^^       1  j?2 ^ ^       ^  G^^'^] 
^     /  ^u  Q.yQ  T^GYG\        ^^        ^       dv        ^       dv  / 


i^^)  n^  =  ^ 


G 

NF'  —  2MFG  +  LG' 


(23)  n^—  rj^tQ 

FN—GM 


(24) 


TG 


Über  die  Bedeutung  des  Vorzeichens  ist  jedoch  bereits  im  §  41  das 
Nötige  gesagt  worden,  und  es  gilt  auch  hier,  daß  man  für  F  =  0  am 
zweckmäßigsten  nur  die  Hälfte  aller  Formeln,  als  völlig  ausreichend^ 
in  Rechnung  zieht. 

§60. 

Die    allgemeinen  Frenetschen   rormeln    als   Gleichungen  zwischen 

gewöhnlichen  Ableitungen. 

Die  Formeln  für  die  geometrischen  Größen,  die  mit  den  Koordi- 
natenlinien zusammenhängen,  können  hier  und  da  bei  Einzelunter- 
suchungen von  Nutzen  sein.     Wendet  man  z.  B.  die  Gleichung 

Ä'=  YC-ZB, 

die  infolge  der  Orthogonalität  von  t'  zu  n  und  t  stattfindet,  auf  die 
erste  Koordinatenlinie  an,  so  ergibt  sich 
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d.h. 

(1)  yI^-z^J^^Ue^^-fPi- 

^  ^  du  üu        T\     dv  ouj 

Dieselbe  Ausgangsgleichung  liefert  für  die  zweite  Koordinatenlinie 

(2)  r|i  -  z^l  =  i  (-  gI''^  +  i^l^) . 

Das  sind  zwei  Relationen,  die  schon  im  §  39  bei  der  Berechnung  der 
Tangen tialkrümmung  gebraucht  wurden  und  dort  rein  analytisch  aus 
den  Ausdrücken  von  Y  und  Z  hergeleitet  worden  sind.  Über  eine 
etwas  veränderte  Auffassung  vgl.  S.  193. 

Aber  auch  in  manchen  Untersuchungen  allgemeinen  Charakters 
können  die  gewöhnlichen  Differentialquotienten  nicht  entbehrt  werden, 
wenigstens  bei  dem  Standpunkt,  den  man  heute  bestimmten  Gruppen 
flächentheoretischer  Probleme  gegenüber  einnimmt.  Handelt  es  sich 
z.  B.  um  die  Ermittelung  einer  Klasse  von  Flächen  mit  einer  vor- 
geschriebenen geometrischen  Eigenschaft,  und  will  man  die  partielle 
Differentialgleichung,  auf  die  die  Aufgabe  führt,  hinsichtlich  der  Mög- 
lichkeit und  vollständigen  Durchführbarkeit  ihrer  Integration  etwa 
nach  den  klassischen  Methoden  von  Monge  und  Ampere  untersuchen, 
so  kann  man  dazu  die  geometrischen  Ableitungen  nicht  gebrauchen. 
Mit  diesen  Ableitungen  so  weit  wie  möglich  zu  operieren,  wird  aller- 
dings nach  dem  bisher  Auseinandergesetzten  bei  jeder  flächentheo- 
retischen Aufgabe  zweckmäßig  sein. 

Der  im  vorigen  Paragraphen  vollzogene  Übergang  von  den  all- 
gemeinen Frenetschen  Formeln  zu  fünf  Gleichungssystenien,  in  denen 
die  Theta-Operationen  durch  Differentiationen  im  gewöhnlichen  Sinne 
ersetzt  sind,  ist  in  verschiedener  Hinsicht  unbefriedigend.  Die  Rech- 
nung ist  nicht  symmetrisch  oder  wird  es  wenigstens  nur  unter  der 
beschränkenden  Voraussetzung  F  =  0.  Infolgedessen  ist  das  Bildungs- 
gesetz der  Koeffizienten  l,  2',  ...  nicht  ohne  weiteres  zu  überblicken. 
Namentlich  aber  erkennt  man  aus  dem  eingeschlagenen  Verfahren 
nicht  sofort,  ob  das  ursprüngliche  und  das  abgeleitete  Gleichungs- 
system sich  gegenseitig  ersetzen. 

Die  natürlichste  Methode,  die  gewöhnlichen  Ableitungen  in  die 
Frenetschen  Formeln  einzuführen,  besteht  nun  offenbar  darin,  die  all- 
gemeinen Übergangsformeln  zwischen  den  gewöhnlichen  und  den  geo- 
metrischen Differentialquotienten  zu  benutzen,  ohne  durch  die  Theorie 
der  Koordinatenlinien  hindurchzugehen. 
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Schreibt  man  die  geometrisclien  Ableitungen  in  der  Indizes- 
bezeichnung und  setzt  für  Ä  und  Ä'  ihre  Ausdrücke  ein,  so  erhält 
maai  als  erste   Gleichungen   der  sechs   Systeme  Frenetscher  Formeln: 

(a)  d'^d'^x  =      g  d-^x  -[-  nX 

(b)  d-^d-^x  =  —g  ^^x  +  tX 

(c)  d-^X  =  —  nd-^x  —  td-^x 
(a')  ^^d-^x  =  —  g'd-^x  +  tX 
(V)  -0-2^2^=      g'd-^x-\-n'X 
(c')  d-^X=  —  t  ^^x  —  n^^x. 

Bevor  mit  ihnen  operiert  wird,  und  abgesehen  von  den  Ergebnissen, 
die  aus  dem  vorigen  Paragraphen  bereits  bekannt  sind,  ist  zu  bemerken, 
daß  die  vier  Gleichungen  (a,  b,  a',  b')  sicher  nicht  mehr  als  drei 
Formelsysteme  der  hier  betrachteten  Art  liefern  können.  Denn  die 
Vergleichung  von  (b)  mit  (a')  ergibt  auf  Grund  der  Vertauschungs- 
formel  lediglich  eine  Identität. 

Die  beiden  Gleichungen  (a)  und  (a')  können  in  eine  von  der  Form 

(3)  d-.d-.x  ^  p,&,x  i- q,X 
vereinigt  werden,  ebenso  (b)  und  (b')  in 

(4)  d;»,^x  ==  -  p,&^x  +  r,X', 
endlich  (c)  und  (c')  in 

(5)  ^.X^-q.d-^x-r.d-.x. 

Eine  weitere  Zusammenfassung  ist  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht 
erforderlich. 

Durch  Anwendung  der  Übergangsformeln  S.  202  (3) 

folgt  nun  aus  (3)  und  (4) 

(7)  -^^^  =      ^^x^m^p,  +  X^m,,q, 


(8)  ^,^  =  -^.^^m,K+X^ 


m,,r, 


Von  diesen  Gleichungen  kann  man  jederzeit  mittels  der  inversen  Ope- 
ration zu  den  Ausgangsformeln  zurückkehren,  d.  h.  diese  und  die  ab- 
geleiteten können  einander  vertreten,  und  es  handelt  sich  nur  noch 
um  eine  formale  Umgestaltung  der  letzteren. 
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Der  Koeffizient    von  ^■^{x)   in   (7)    hat  den  Wert   m^jg  —  m^jg', 
d.li.  nach  S.  187(1)  und  S.  189(10) 

VA  »,*  i,k 

VA   X  i,k 

=  -  "-y^^l^li^hk^^Xlf^Xk 

yA  ,,/t  / 

^-^-^^f^iÄ^,.,  (S.  178(20)) 

yA  i,k 

mithin 

(9)  m,,  g  -  rn^^g '  =  - -^  ^^i^^^, . 

Der  Koeffizient  von  X  in   derselben  Gleichung  ist  m^^n  +  m^ft,  also 
wegen  S.  200(6)  und  S.  196(20) 

^U^f^lif^lkhk  +  ^2l2^U^ikK 
i,  k  i,  k 

^2i^uK2i^ui^xk^ 

i,k  X 

(10)  m^^n  ^  m^jt^^fi^^h^i. 
Auf  der  linken  Seite  wird 


k 

oder  nach  S.  186  (25) 


^^ik  ^u^Sui'^  J^  dUj^   dUf 


All.  . 

Da  der  zweite  Teil  gleich 


~^',^^H,'-,x 


gesetzt  werden  kann,  so  hebt  sich  d-^x  links  und  rechts  heraus,  und 
die  Gleichung  (7)  geht  in 

über. 
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Bereclinet  man  in  derselben  Weise  die  einzelnen  Glieder  von  (8), 
so  findet  man  für  den  Koeffizienten  von  X 

(12)  in^ii-\-tn,in=2i^,^h^n 
und  für  die  linke  Seite  mit  Hilfe  von  S.  186  (24) 

Die  Gleichung  selbst  wird 

(13)  ^  ^2*  sildu,  =  2  { '/) ^2,  l~  +  X^^2,\, • 

Multipliziert  man  jetzt  (11)  mit  m^.,  (13)  mit  m^-  und  addiert, 
so  ergibt  sich,  wenn  in  dem  Ergebnis  k  für  l  geschrieben  wird, 

Bei  gleicher  Behandlung  der  Gleichungen  (c)  und  (c')  ist  keine 
neue  Koeffizientenberechnung  vorzunehmen,  vielmehr  liegen  die  Resul- 
tate, abgesehen  vom  Vorzeichen,  in  den  Formeln  (10)  und  (12)  bereits 
vor.     Die  abgeleitete  Gleichung  heißt 


-^^     -^  dx 


^  9* 


=  -^«.,&,.|^-  (S.  180(36)) 

Wird  nun  bleibend 

gesetzt,  so  folgt,  wie  schon  S.  216  angegeben, 
/  \  dX       ^       dx 

Die  Gleichungen  (d)  und  (e)  sind  es,  die  den  Inhalt  der  Frenet- 
schen  Formeln  in  den  gewöhnlichen  Bezeichnungen  der  Difi^erential- 
rechnung  wiedergeben. 
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§61. 
Die  Gaußschen  und  die  Weingarten  sehen  Gleichungen. 

Da  auch  diese  Gleichungen  schließlich  in  den  Ausdrücken  für  die 
Fundamentalgrößen  ihren  Grund  haben  müssen,  so  muß  man  sie  unter 
Verzicht  auf  ihre  geometrische  Bedeutung  in  einfacher  Weise  aus-  den 
Definitionen  von  JE,  F,  G\  L,  M,  N  herleiten  können.  Die  Bezeich- 
nung durch  Indizes  soll  nicht  benutzt  werden,  auch  die  Christoffel- 
schen  Verbindungen,  die  in  dem  Bildungsgesetz  der  Gleichungen  (d) 
eine  Rolle  spielen,  nicht  im  voraus  bekannt  sein;  kurz,  es  sollen  nur 
die  elementarsten  Hilfsmittel  angewendet  werden. 

Die  drei  partiellen  Ableitungen  x— g,  -^^,  k— g  stehen  in  der  Defi- 
nitionsgleichung für  die  erste  Fundamentalgröße  zweiter  Ordnung, 

(1)  z|^1-f  r|^,  +  z|^,  =  z. 

V  /  du*  du*    '        du* 

Außerdem  treten  sie  bei  der  Differentiation  der  Gleichungen 

^\du)        '  j^lj  dudv~ -^ 

nach  u  auf.  Nun  sind  die  ersten  Ableitungen  der  Fundamentalgrößen 
erster  Ordnung  im  §  36  vollständig  aufgestellt  worden;  die  hier  ge- 
brauchten Formeln  lauten 

y^)  du  du*  "^  du  du*  "^  du  du*       2  du 

rn\  dxd*x       dyd*y       dzd*z  ^dF       idE 

W  g^  g^ft  +  ^v  du*  "^  dv  du*       du       '2  dv  ' 

Bei  der  Auflösung  von  (1,  2,  3)  nach  den  einzelnen  zweiten  Ableitungen 
wird  die  Nennerdeterminante,  wie  bekannt,  gleich  T,  und  der  Zähler 

d*x 
von  ö— 5  hat  den  Ausdruck 

du* 


L  Y  Z 

1  dE  dy^  dz_ 

2  du  du  du 

dF  _^dJE  dy_  dz_ 

du        2  dv  dv  dv 


2  du  \     dv  dv/ 

"•"  [du      2  dv)\   du        du) 


Zur  Reduktion  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  dienen  die  im  vorigen 
Paragraphen  unter  (1)  und  (2)  wieder  angegebenen  Gleichungen. 
Benutzt  man  die  Bezeichnungen  S.  127(5)  oder  vielmehr,  da  hier  für 
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m  und  n  die  Ausdrücke  bereits  eingesetzt  sind,  die  Gleichungen 
S.  137(27),  so  erhält  man 

(4)  gzr*  =  ^ia^  +  ^2ä^  +  ^^- 

Das  ist  die  erste  der  Gleichungen  (d).     Aus  den  Gruppen 

dx^   d^x        dy_  d'y     ,    d^  J*z    ^IdE 
du  dudv~^  du  dudv'    du  dudv       2  dv 

dx   d^x        dy    d'y     ,    dz    d^z    ^IdG 
dv  dudv'^  dv  dudv~^  dv  dudv       2  du 

und 

dv*  dv^\  dv* 

dxd*x      dy  d*y       dzd*z  ^dF       IdG 
du  dv*  "^  du  dv*  "*~  du  dv*        dv        2  du 

dx  d*x      dy  d*y       dzd*z  ^IdG 
dv  dv*  "^  dv  dv*  "^  dv  dv*        2  dv 

folgt  in  gleicher  Weise 

(5)  f^^j;^-^j;^-^MX 

^  ■'  dudv         '■  du  ^  dv 

(6)  p",  =  j'j  I-  +  j:  1^  +  ivx. 

^  ^  dv*         ^  du    ^      ^  dv 

Die  drei  Formeln  (4,  5,  6)  bleiben  gültig,  wenn  x  durch  y  und  z,  X 
durch  Y  und  Z  ersetzt  wird.     Die  neun  Gleichungen  zusammen  soUen 
als  Gaußsche  Gleichungen  bezeichnet  werden. 
Schreibt  man  (4,  5,  6)  in  der  Form 

(7)  rcii  =  LX,  x^^  =  MX,  x^^  =  NX 

(vgl.  S.  129(10)),  wo  a^ii,  x^^,  x^i  die  Koeffizienten  der  Christoffeischen 
Kovariante  der  Funktion  x(u,  v)  sind,  so  sieht  man,  |daß  diese  Rela- 
tionen als  Ausdruck  für  das  identische  Bestehen  der  Gleichung 

(8)  x.^du^  +  2x^sdudv  +  cc^2<^^^  =  X{Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv% 
d.  h. 

(9)  S  =  XB 
aufgefaßt  werden  können. 

Um  die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungskosinus  der  Normale 
zu  bilden,  hat  man  von  den  Definitionsgleichungen  für  L,  M,  N  in 
der  zweiten  Form  auszugehen.     Es  ist  (S.  75(4)) 
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dxdX       dy  dY       dzdZ  _       j 
du  du       du  du        du  du 

SxdXdy^d_Ydz_dZ^_j^^ 
dv  du        dv  du        dv  du 

Stellt  man  diese  Gleichungen  mit 

ou  du  du 

zusammen  und  löst  auf,  so  bekommt  man  als  Nenner,  wie  vorher,  die 

Größe  T,  und  als  Zähler  von  ^— 

'  du 


L 

M 
0 


dy^ 

du 

dv 
Y 


dz_ 

du 

d^ 
dv 

Z 


dy 


■  dz 


\     dv  dv 1  \     du 


du/ 


Ebenso  führen  die  Formeln 


du  dv         du  dv         du  dv 


-M 


dv   dv         dv   dv         dv   dv 


zusammen  mit 


auf  den  Ausdruck  von 


cv  dv  dv 

dX 


0 


^    .    Die  Resultate,  die  mit  (e)  übereinstimmen 
dv  >  \  j 

und  als  Weingartensche  Gleichungen  bezeichnet  werden,  lauten, 

wenn  wieder  aus  jeder  Gruppe  von  Formeln  nur  eine  angegeben  wird, 

dX dx  dx 

d^  ^  '^11  du  +  '^12  J^ 

dx    ,  dx 


(10) 

(11) 


dX 
dv 


+ 


^21    du      '     ''22   Sv 

Die  Koeffizienten  einzeln  haben  folgende  Werte 
^11 


FM—  GL 


(12) 


EG  —  F*    ' 

_  FN— GM 
^^^~EG  —  F*    ' 


FL—  EM 
^^^~  EG 


F^ 

FM  —  EN 


EG—F' 


Die  Weingartenschen  Gleichungen  werden  häufig  auch  in  der  nach 
-K— ,  -ö— ,  .  .  .  aufgelösten  Form  gebraucht.  Die  dann  als  Nenner  auf- 
tretende Determinante  ist 
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^12 

^22 

1 

F    -G 
-E        F 

M 

N 

L 
M 

~{EG  —  F')* 

(13) 

VnV2i  —  'ni2V2i=^, 

und  man 

erhält 

(14) 

dx        1  [      dX            dX\ 

du~  K  1^22  a^           ^12  g^    } 

(15) 

dx        1  / 
dv  ^  K\ 

dX             dX\ 
^21  a^  +  nn  g^ 

• 

LN  —  M* 
EG  —  F^ 


Durch  die  Gleichung  (13)  wird  das  Produkt  der  Hauptkrümmungen 
vermittelst   der   Größen  'rl^^  dargestellt.     Die  Formel  für  die   Summe 
lautet 
(16)  -  (^u  +  ^22)  =  S, 

mithin  die  quadratische  Gleichung  für  die  Hauptkrümmungen: 

(1'7)  n^+  (Vn  +  %2)W  +  '?ll'?22  -  '^12%!  =  0- 

Die  Gleichung  der  Haupttangenten  ist 

(18)  -  V12  -  (%2  -  '^11)  ^  +  Vn  ^'  =  0. 


Betrachtet  man  X,  Y,  Z  als  kartesische  Koordinaten  der  Einheits- 


kugel 
(19) 


^X2  =  r 


auf  die  die  Fläche  durch  parallele  Normalen  abgebildet  ist,  so  kann 
man  aus  (10)  und  (11)  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  dieser 
Kugel  berechnen.     Es  werde  bleibend 


(20) 


du    dv         du  dv        du  dv        " 

(ifr+(i?r+(ifr=® 


gesetzt,  sodaß   das  Quadrat  des  Linienelements   der  Kugel  durch  die 

Formel 

(21)  "^^2=  i^d[u^+2'^dudv  +  (3dv^ 

dargestellt  wird.     Die  Weingartenschen  Gleichungen  liefern 

^===Eri^,+  2Fr],,ri,,+  Gn^ 
(22J  ^  =  Er]^^r}^^  +  Firj^^r]^^  +  i?,2%i)  +  ö^^i2^22 

(^-Eri,\-\-2Fri,,ri,,+  Gr}^,. 
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Nun  ist 


(23) 


(24) 


Erj^^  +  -^^12  =  -  L 

Lr},i  +  Jf  i?i2  ^KE-HL 

^Vn  +  ^Vn  =KF-  HM 

Lri^^  + Mri^^  =  KF  -  HM 


mithin 

Mri,,  +  Nri,,==KG-HN, 
^  =  HL  -KE 

(25) 

^  =  HM-KF 

(3  =  HN-KG 

(26) 
Wird  noch 

dö^  =  Hnds'  -  Kds\ 

(27) 

]/@@_g2_cj; 

gesetzt,  so  liefern  die  Formeln  (25) 

(28)  %^  =  K^T\ 

(29)  .    %^sKT, 
wo  s  das  Vorzeichen  von  K  bedeutet. 

§62. 

Die  drei  Fundamentalgleicliungen  als  Belationen 

zwisclien  den  Fundamentalgrößen  und  ihren  Ableitungen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  auch  die  Gleichungen  (A,  B),  mit  denen 
im  §  55  die  auf  den  Frenetschen  Formeln  fußenden  Untersuchungen 
vorläufig  abgeschlossen  worden  sind,  in  solche  zwischen  gewöhnlichen 
Differentialquotienten  umzusetzen.  Oder  wenigstens  die  Gleichungen  (B); 
denn  die  Relation  (A),  die  auf  den  Gaußschen  Satz  zurückführte,  ist 
schon  in  den  Paragraphen  56  und  57  in  der  verlangten  Weise  um- 
gestaltet worden,  und  zwar  durch  direkte  Ausrechnung  der  rechten  und 
linken  Seite.  Will  man  dieses  Verfahren  auch  auf  die  beiden  anderen 
Gleichungen  anwenden,  so  wird  man  doch  der  Symmetrie  wegen  die 
Reduktion  nur  für  eine  von  ihnen  vorzunehmen  brauchen.  Allerdings 
könnte  man  auf  Grund  einiger  Ergebnisse  des  §  60  zuerst  versuchen, 
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die  beiden  Gleichungen  in  passender  Weise  zusammenzustellen.  Wird 
nämlich  die  erste, 

(1)  ®'n  —®t  +  2g' t  —  {n-  n)g  -=  0, 

mit  Wjj,    die  zweite, 

(2)  @n'  —  @'t  +  2gt  -  {n—  n)g'==  0, 

mit  —  m^j  multipliziert  und  addiert,  so  erscheint  z.  B.  die  Größe 
mii&n-^-m^j&'t  als  Teil  einer  geometrischen  Ableitung  des  Ausdruckes 
m^iti  +  m^jtf  für  den  dort  (Formel  (10))  ein  einfacher  Wert  gefunden 
worden  ist.  Entsprechendes  läßt  sich  über  m^^Qt  -\-  m^^Qn  nach  der 
Formel  (12)  aussagen.  Die  geometrischen  Ableitungen  beziehen  sich 
dann  auf  Summen  von  Produkten  je  zweier  Größen,  während  w,  n' 
und  t  selbst  aus  Produkten  von  je  drei  Faktoren  zusammengesetzt 
sind.  Dafür  hat  sich  aber  die  Gesamtanzahl  der  zu  reduzierenden 
geometrischen  Ableitungen  vergrößert. 

Verfährt  man  demnach  ganz  direkt,  indem  man  die  beiden  in 
(1)  vorkommenden  Größen  Q'n  und  &t  durch  gewöhnliche  Ableitungen 
darstellt,  so  erhält  man  zunächst 

i        i,k  ^^i  i         i,k  ^^i 

Das  Weitere  gestaltet  sich  ähnlich  wie  im  §  57  5  man  hat  einige 
Formeln  aus  dem  §  50  anzuwenden,  die  nicht  wieder  einzeln  auf- 
geführt zu  werden  brauchen,  und  die  Summenausdrücke  für  t,  g , .  .  ^ 
beständig  zu  benutzen.     Es  wird 

i,k,i  ^n       yA    i,k  Q,i 

i,k,l,o  '^  ^   '^  > 

(3)  @'n  +  2g't  =  ^/t,,/.,,/*,,  |^  -  2^^,,^    /.„  I^Mft,,. 
Dazu  tritt 

l  i,k  ^^l  l  i,k  ^^i 

+  2i^u2hki^-2ki^ 

l  i,k  ^"J 

i,k,i  ^"'i       yA    i,k  9>' 


''llHlof*'2t  \ 
i,k,l,g 

16" 
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(4)  ®i-\-(n-n)g  =  ^i^xil^xil^^i:-^  -  ^f*if f*u f*2o  { l  \hk 

i,k,i  ^"i        »M?  "i  (  1^  ) 

-     ^^lli^lQl^ik{^i}K^ 
i,k,l,0  ^  ^       *       ' 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  wird  also: 

®n  +  2g't  —  ißt  +  (w  -  n)g)  = 

Setzt  man  nun 

(6)      ^^-^{;'K-(|^-^r;)g=5„„ 

so  kann  man  schreiben: 

(6)  @'n  +  2g't-(®t+{n  —n)g)  =  ^  ^^^  ^^^  ^^^  &  .j, . 
Da  nach  (5) 

(7)  ^  hik  =  -  &aj 
und  speziell 

ha  =  0 

ist,  so   sind  bei   der   Summation   über  k  und  l  nur   zwei   Wertepaare 

zu  berücksichtigen.     Die  rechte  Seite   von  (6)  erhält  dann  den  Wert 

i 

sodaß  nach  S.  180(35) 

(8)  &n  +  2^'if  -  {@t  +  (w  -  w')5r)  =  ^^  2i^u\n 
wird.     Ebenso  ist 

(9)  ®pf  +  2^^  -{&t  +  {n  -  w)5r')  =  ).  ^i^2i&,2i ; 

die   Vergleichung    zweier  entsprechenden   Glieder,   z.  B.  der  Anfangs- 
glieder von  &'n  und  @n,  reicht  aus,  um  dies  zu  erkennen. 

Hiernach   liefern    die    beiden   Gleichungen  (B),    die    zweite    nach 
Umkehrung  des  Vorzeichens, 

^11^112  +/*12^212  =  0 
^21  ^112  "1"  /*22.^212  ^^  ^  } 

d.  h.  wegen  des   Nichtverschwindens    der   beständig  benutzten  Deter- 
minante: 

(10)  &U2  =  0;        &212  =  0 


i 


Fundamentalgleichungen.  229 

oder  ausgescilrieben 

(11) 


^-^r;K-(l^-^{V)g=o 


du 


f-^{';K-(i^-^r;)g=o, 


In  den  Bezeichnungen   der  Flächentlieorie  lauten  diese  Formeln 

(D) 

dN       -r,,^        T/TVT       /dM 


du 


-  j[M  -  j;n  -  5f  -  j:l-j';m)  =  o 


Die  drei  Relationen  zwischen  den  Fundamentalgrößen,  zu  denen 
wir  nunmehr  gelangt  sind,  nämlich  (C)  (S.  214)  und  (D),  sollen  als 
die  Fundamentalgleichungen  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung 
(C),  die  nach  §  36  (1,  7)  die  Form 


LN—M^       ^/-r^   -r^  ^   dE  d^E 


EG  —  F 


=  f{E,F,a,yi,...,-^„..) 


hat,  ist  Tor  den  beiden  anderen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  sie  die 
Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  nur  in  einer  einfachen  algebra- 
ischen Verbindung  enthält,  während  vod  denen  der  ersten  Ordnung 
auch  die  ersten  und  drei  bestimmte  zweite  Ableitungen  vorkommen. 
In  den  beiden  anderen  Fundamentalgleichungen  treten  neben  den 
Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  auch  vier  von  ihren  sechs  ersten 
Differentialquotienten  auf,  außer  den  Fundamentalgrößen  erster  Ord- 
nung und  ihren  ersten  Ableitungen.  Alle  diese  Größen  sind  in  den 
Gleichungen  rational  enthalten. 

Aus  der  Herleitung  folgt,  daß  die  Gleichungssysteme  (A,  B)  und 
(C,  D)  einander  inhaltlich  ersetzen  können.  In  der  äußeren  Form 
unterscheiden  sich  jene  Gleichungen  von  diesen  dadurch,  daß  sie  eine 
Irrationalität,  nämlich  eine  Quadratwurzel,  aufweisen,  die  von  den  Aus- 
drücken der  geometrischen  Ableitungen  herrührt  und  in  den  mit  ihnen 
zusammenhängenden  Größen  im  allgemeinen  ebenfalls  auftritt.  Man 
kann  demnach,  wo  eine  Unterscheidung  nötig  ist,  die  Relationen 
(A,  B)  als  die  Fundamentalgleichungen  in  der  irrationalen  Form  be- 
zeichnen. 

Dieselbe  Unterscheidung  greift  auch  schon  bei  den  Gleichungen 
platz,  aus  denen  (A)  und  (B)  abgeleitet  worden  sind,  nämlich  den 
allgemeinen  Frenetschen  Formeln  (a,  .  .  .  c'),  verglichen  mit  den  Gauß- 
Weingartenschen    Gleichungen    (d,  e).      Die    letzteren    enthalten    die 
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Differentialquotienten  der  kartesischen  Koordinaten  und  der  Richtungs- 
kosinus  der  Normale,  sowie  die  Fundamentalgrößen  nebst  Ableitungen 
sämtlich  rational. 

§63. 

Über  die  Herleitung  der  Pundamentalgleichungen 

aus  den  Gaußschen  Gleicliungen. 

Die  Fundamentalgleichungen  in  der  irrationalen  Form  hatten  für 
die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  die  Bedeutung  von  Integrabili- 
tätsbedingungen.  Werden  diese  Bedingungen  für  die  inhaltlich  äqui- 
valenten Gleichungen  (d,  e)  aufgestellt,  so  müssen  die  Fundamental- 
gleichungen unmittelbar  in  der  rationalen  Gestalt  erscheinen.  Nach 
einer  früher  (S.  205)  gemachten  Bemerkung  kann  man  sich  dabei 
auf  die  Gaußschen  Gleichungen  (d)  beschränken.    Es  sind  die  beiden 

Ausdrucke  lur  c,—,-^  und  -^-w^-,,    dann    lur  ^    ^  .  und  ö- j^—    zu    ver- 

gleichen,  die  durch  Differentiation  der  Formel  (4)  des  §  61  nach  v, 
der  Formel  (5)  nach  u,  dann  derselben  Gleichung  nach  v  und  der 
Gleichung  (6)  nach  u  entstehen.    Im  ersten  Falle  ergibt  sich 

r    d'x     .     7-a*x   ,    ^  ax       /j-,d'x   ,     j,    d'x     .     ^^dX\ 


1 


dudv         ^dv*  dv        \    ^du^  ^dudv  du) 

dxdJ'i        dxdJ'2    ,     -xT-S^        /dxdJi    .    dxdJi    .    -ydL 


du  du 


öx  0^2    1     X  (  ^  4-  -~  ^  4-  Y        \ 

~^  dv  8u  du         \du  dv        ^v  dv  dv  J 


Hier    ist   die   rechte   Seite   eine  homogene  lineare  Funktion   von 


dx 

du' 

-K-,  X,  und  die  linke  läßt  sich  in  eine  solche  verwandeln,  wenn  die 

dv^      ^  ' 

Werte  der  zweiten  Ableitungen  der  kartesischen  Koordinaten  aus  den 
Gaußschen,  die  der  Größen  „  -  und  ,,  aus  den  Weingartenschen 
Gleichungen  eingesetzt  werden.    Die  Gleichung  erhält  dann  die  Form 

p|^  +  P'|^-fPoX=0, 
du  dv  °  ' 

und  gleichzeitig  mit  ihr  gelten  die  beiden 

pfl  +  P'^/  +  P  7=0 

cu  dv    ^      " 

P^^4.p'|f  4.PZ=0. 
du    *  dv  " 

Die  Determinante  des  in  P,  P',  P^,  homogenen  linearen  Systems  ist 
gleich  T,  mithin  müssen  die  Bedingungen 

.    P  =  0,     P'  =  0,     Po  =  0 
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einzeln  gelten.     In   gleicher  Weise   erhält  man  im   zweiten  FaU  aus 

du^  ^   dv 


^l5+^1^+<?oX  =  0 


die  drei  Gleichungen 

^  =  0,     (?'  =  0,     Q,  =  0. 

Hat  man  einmal  die  Werte  von  P.  P'  und  P^  berechnet,  so  folgen 
die  der  drei  übrigen  Größen  daraus  durch  Vertauschung  von  u  und  v. 
Jedenfalls  aber  scheint  es  auf  den  ersten  Anblick,  als  ob  man  hier 
mehr  Gleichungen  bekäme  als  bei  der  entsprechenden  Behandlung  der 
allgemeinen  Freuetschen  Formeln  mit  Hilfe  der  Vertauschungsformel. 
Daß  dies  tatsächlich  nicht  der  Fall  ist,  lehrt  die  wirkliche  Darstellung 
der  sechs  Größen  P,  P',  .  .  .  ^o-  I^och  soll  diese,  da  das  Resultat  der 
Untersuchung  bereits  bekannt,  diese  selbst  aber  bei  aller  theoretischen 
Einfachheit  etwas  umständlich  ist,  hier  übergangen  werden.  Es  sei 
nur  bemerkt,  daß  man  bei  der  Reduktion  der  sechs  Gleichungen  auf 
drei,  oder  genauer,  der  vier  Gleichungen  P  =  0,  P'  =  0,  ^  =  0, 
Q'  z=  0  auf  eine  einzige,  zweckmäßig  die  Relationen  zwischen  den 
Differentialquotienten  der  Christoffeischen  Verbindungen  benutzt,  die 
im  §  57  abgekürzt  angegeben  sind.     Man  findet  dann  die  Identitäten 

und,  F^O  vorausgesetzt, 

^P-fPP'  =  0,        FQ+GQ'  =  0-, 

die  Gleichungen  P'  =  0,  ^  =  0,  ^'  =  0  werden  also  von  P  =  0  ab- 
hängig.    Nimmt  man  statt  dieser 

FP+GP'  =  0     oder    EQi-FQ'  =  0, 

so  erhält  man  die  Gaußsche  Relation 

(C)  Kaö  =  K 

wieder.  Die  beiden  übrigen  Gleichungen  P^  =  0,  Qq  =  0  liefern  un- 
mittelbar die  Relationen  (D). 

Ist  P=0,  so  werden  P  =  0  und  ^'  =  0  identisch  erfüllt,  und 
die  Gleichungen  P'  ==  0,  ^  =  0  geben  übereinstimmend  die  verein- 
fachte Gaußsche  Relation. 

Obwohl,  wie  früher  erwähnt,  in  fast  allen  flächentheoretischen 
Untersuchungen  die  Christoffeischen  Verbindungen  an  Stelle  der  ersten 
Ableitungen  von  E,  F,  G  verwendet  werden  müssen,  so  mögen  doch, 
wie  im  §  36  die  Gaußsche  Relation,  so  hier  die  beiden  anderen 
Fundamentalgleichungen  vollständig  entwickelt  angegeben  werden.  Sie 
lauten: 
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\dv        du  /    '    2       \      du  dv  J 

'  \2         9w         2        ^M    '         dv  du  I 

\      ^M         2         dv  2         ou  J 

\du         dv  /  \      dv        2        du        2        dv  / 

+  M(^E'^-^o'^  +  Ff-~F^-f) 

'  \2         cw         2        gv     '         du  dv  J 

'2        \      3v  du  ) 

Will  man  sich  diese  Gleichungen  mittels  einer  möglichst  ein- 
fachen Rechnung  vergegenwärtigen,  allerdings  ohne  Rücksicht  auf 
ihren  Zusammenhang  mit  der  ersten  Fundamentalgleichung,  ja  über- 
haupt auf  ihre  eigentliche  Bedeutung,  so  kann  man  die  Größen 

>  A  1^—i^  und     >  X  -K^-i^ 
^U       du^cv  ,^j       dv^du 

aus  den  Definitionsgleichungen  für  L,  M,  N, 

auf  je  zwei  verschiedene  Arten  bilden,  alsdann  die  zweiten  Ableitungen 
der  kartesischen  Koordinaten  aus  den  Gaußschen  Gleichungen  ent- 
nehmen und  darauf  die  zweite  Darstellung  der  Fundamentalgrößen 
zweiter  Ordnung 

_    ^^^  ^  j^ 
^^  du  du  ' 

anwenden. 


VII.  Abschnitt. 

Besondere  Kurren  und  Koordinatensysteme  auf  einer  Fläche. 

§64. 
Erümmungslinien.     Ihre  Bestimmung  für  Mittelpunktsflächen 

zweiten  Grades. 

Die  Untersuchungen  über  Kurven  auf  Flächen,  soweit  sie  im 
Vorhergehenden  angestellt  worden  sind,  beziehen  sich  auf  ganz  be- 
liebige solche  Kurven.  Unter  den  Linien  von  besonderen  Eigenschaften 
ziehen  einige  nach  der  Form  der  bisherigen  Ergebnisse  von  vornherein 
die  Aufmerksamkeit  auf  sich:  diejenigen,  für  welche  eine  der  geome- 
trischen Größen,  deren  Betrachtung  sich  als  wichtig  erwiesen  hat,  den 
Wert  Null  annimmt.  Um  sie  analytisch  zu  definieren,  hat  man  auf 
die  Formeln  S.  64(5)  für  die  Normalkrümmung,  S.  127(6)  für  die  Tan- 
gentialkrümmung  und  S.  193(7)  für  die  geodätische  Windung  zurückzu- 
greifen. Man  erkennt  dann,  daß  die  Kurven,  deren  Tangentialkrümmung 
verschwindet,  durch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  be- 
stimmt werden;  diejenigen,  für  welche  die  Normalkrümmung  oder  die 
geodätische  Windung  Null  ist,  durch  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung.     Da  diese  außerdem  in  beiden  FäUen  vom  zweiten  Grade 

in  -j—  ist,  so  liefern  die  Bedingungen  w  =  0  und  ^  =  0  je  ein  Netz 

von  Kurven  auf  der  Fläche. 

Nun  ist  im  §  24  (S.  78)  bewiesen  worden,  daß  die  Determinante 
der  quadratischen  Form  in  der  Gleichung  t  =  0  oder 


(1) 


Edu  +  Fdv,     Fdu  +  Gdv  1 
Ldu-\-Mdv,     Mdu-\-Ndv\ 


unter  den  im  Anfange  gemachten  Voraussetzungen  immer  einen  nega- 
tiven Wert  hat.  Es  gibt  also  stets  ein  Netz  von  Flächenkurven, 
deren  geodätische  Windung  verschwindet;  sie  werden  als  Krümmungs- 
linien der  Fläche  bezeichnet.  Dagegen  richtet  sich  die  Determinante 
der  linken  Seite  der  Differentialgleichung 

Ldu^  4-  2Mdudv  +  Ndv^  =  0 
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im  Vorzeichen  nach  dem  von  K^^,  sodaß  die  durch  n  =  0  dargestellten 
Kurven  nur  auf  negativ  gekrümmten  Flächen  existieren. 

Die  Krümmungslinien,  die  zuerst  behandelt  werden  sollen,  können 
noch  durch  verschiedene  andere  geometrische  Eigenschaften  gekenn- 
zeichnet werden.  An  der  eben  erwähnten  Stelle  (§  24)  erschien  die 
Gleichung  (1)  als  Bestimmung  für  diejenigen  Flächentangenten,  zu 
denen  Maximum  und  Minimum  der  Normalkrüramung  gehört;  mit 
diesen  Tangenten  fallen  also  in  jedem  FJächenpunkte  die  Tangenten 
der  in  Rede  stehenden  Kurven  zusammen.  Weiter  war  in  der  Theorie 
der  Indikatrix  (§  33 — 34)  gezeigt  worden,  daß  die  beiden  Tangenten 
den  Hauptachsen  des  Dupinschen  Kegelschnitts  entsprechen.  Aus 
diesem  Grunde  werden  die  Krümmungslinien  auch  als  Haupttangenten- 
kurven bezeichnet.  Im  einzelnen  würde  man  eine  Krümmungslinie 
durch  folgende  geometrische  Konstruktion  erhalten:  Man  geht  von 
einem  beliebigen  Flächenpunkte  A  längs  einer  der  beiden  Haupt- 
tangenten zu  einem  unendlichnahen  Punkte  B  über,  legt  in  diesem 
wieder  die  beiden  Haupttangenten  an  die  Fläche  und  schreitet  längs 
derjenigen  von  ihnen,  deren  Richtung  von  AB  unendlichwenig  ab- 
weicht, weiter  zu  einem  benachbarten  Punkte  C  fort,  und  so  weiter, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  A,  B,  C,  .  .  .  eine  Krümmungs- 
linie der  Fläche. 

Die  in  der  Theorie  der  Normalkrümmung  aufgestellten  Formeln 
gestatten,  die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  für  jede 
Flächendarstellung  sofort  anzugeben.  Für  z  =  z{x,  y)  z.  B.  ist  sie 
nach  S.  80(8) 

.(2)(i,g^-(l+gV)(-^f)+((l+i)2)^_(1^^2)^)||4.((l+y),_^^^)  =  0. 

Bevor  nun  die  allgemeine  Theorie  der  Krümmungslinien  weiter 
verfolgt  wird,  sollen  diese  Kurven  für  die  Flächen  zweiten  Grades, 
aber  abgesehen  von  den  Kegel-  und  Zylinderflächen,  durch  Integration 
der  Gleichung  (2)  wirklich  bestimmt  werden. 

Die  Fläche  sei  zunächst  ein  dreiachsiges  Ellipsoid, 

(«  >  &  >  c). 


X-         y^ 
a«  "*"  &« 

+  -  = 
^   c' 

1 

Die  Werte  von  p, 

a,  r,  s, 

t  werden  nach  S. 

sl 

p  = 

c^x 

g  =  - 

c"-y 

'b^z  ' 

S  ^  — 

c*xy 

t  = 

woraus  nach  einfachen  Reduktionen 

Krümmungslinien  des  EUipsoids. 
Vertauscht  man  x  mit  y,  a  mit  &,  so  kommt 
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pqr-(l+p')s=     \,^,J   ^- 
Endlich  ist 

^i+p')t-  (1  +  q')r  -=y[r(pqt  -  (1  +  q')s)  -  t(pqr  -  (1  -\-p')s)] 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (2)   ein  und   dividiert  die   entstehende 
Gleichung  durch        i-i^iT^ ;  so  ergibt  sich 


)|-|--.v=o. 


Die  Halbachsen  a,  6,  c  der  Fläche  kommen  hier  nur  in  den  zwei  Ver- 
bindungen 

w  &2(a2_c*)        ^'  a'^  —  c'  ^ 

vor;  die  Gleichung  kann  daher  geschrieben  werden 

(5)  Axy  0  +  ix'  -Af-B)^l-xy  =  0. 

Wegen  der  Größenfolge  a^h  ^  c  sind  Ä  und  B  positiv. 

Zur  Integration  von  (5)  bieten  sich  mehrere  Wege  dar.  Man 
kann  z.  B.,  nach  Monge,  versuchen,  durch  einmaliges  Weiterdifferen- 
tiieren  und  Zusammenstellung  der  abgeleiteten  Gleichung  mit  der 
gegebenen  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  bilden,  welche 
formal  einfacher  ist  als  die  ursprüngliche,  die  zwar  nur  von  der  ersten 
Ordnung,  aber  doch  vom  zweiten  Grade  war.  Gelingt  es,  das  Inte- 
gral der  neuen  Gleichung  zu  finden,  so  hat  man  es  so  zu  speziali- 
sieren,  daß  auch   die   gegebene   befriedigt   wird.     Setzt  man  nun  zur 

Abkürzung 

dy         ,  cPy         ,, 

dx       ^ '  dx'^       ^ 

und  führt  die  Differentiation  aus,  so  folgt 

2^a;t/«/V'+  Äy'\xy'  -{- y)  +  (x^  —  Ay^  -  B)y" 

-\-2{x-  Ayy')y'  -  {xy  -f-  y)  =  0 
oder 


(6)     {Ay''-\-  \){xy-y)  +  2Axyyy"+{x'  -  Ay'  -  B)y"^0. 
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Wird  jetzt  aus  (5)  und  (6)  die  Größe  (x^  —  Äy^  —  B)  eliminiert,  so 
ergibt  sich  nach  Weglassung  des  wesentlich  positiven  Faktors  (Äy'^-\-l): 

(7)  xyy"-\-{xy'—y)y'^0 

oder,  nach  Division  mit  xyy', 

y     '    y        X  ' 

welche  Gleichung  das  Integral 

y  dx       ^^ 

liefert.     Durch  abermalige  Integration  folgt 

2/2  =  Cx^  +  C, 
worin  noch 

genommen  werden  muß,  um  die  Gleichung  (5)  zu  befriedigen;  G  bleibt 
wiUkttrlich.  Demnach  projizieren  sich  die  Krümmungslinien  des  EUip- 
soids  auf  die  (a;^)-Ebene  in  Kegelschnitten,  deren  Gleichung  ist 

BC 


(8)  Cx^  -  y" 


AC^\ 


Diese  Integrationsmethode  wird  freilich  nur  durch  den  Erfolg 
gerechtfertigt.  Es  möge  deshalb  noch  ein  anderes  Verfahren  ange- 
geben werden,  bei  dem  man  nach  einer  sehr  einfachen  Transformation 
auf  einen  bekannten  Typus  von  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung kommt.     Multipliziert  man  nämlich  (5)  mit  xy  und  setzt  dann 

^'  =  i;      y'-n, 

so  ergibt  sich 

AU^  ■\-{l-  Ayi-B)yi  -71  =  ^ 
oder 

Bf\ 


Diese  Gleichung  bildet  einen  Spezialfall  der  Clairautschen 

deren  Integral  ist 

Setzt  man  hierin 

BC 


f{C)-= 


AC-\-l 


und  führt  für  |  und  ri  ihre  Werte  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung  (8) 
wieder. 


a>h>c>0 


I 
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Die  Folgerungen,  die  man  aus  (8)  ziehen  kann,  werden  übersicht- 
licher, wenn  man  die  Halbachsen  der  Fläche  anders  bezeichnet,  die 
Flächengleichung  nämlich  in  die  Form  setzt 

(10)  V'  +  ^'^ß'  +  v'-^'"'^- 

Da  ursprünglich 

war,  so  muß  jetzt 

v>r>ß>o 

sein.     Für  diese  Bezeichnungen  wird 

An  Stelle  von  C  werde  eine  neue  Konstante  /i.^  durch  die  Gleichung 

^(7+1  =  4 

eingeführt.  Diese  Substitution  setzt  AG  -\-\  als  positive  Grröße  voraus. 
In  der  Tat,  wäre  -4(7  +  1  <  0,  so  müßte,  da  ^  >  0  ist,  (7  <  0  sein. 
Die  Gleichung  (8)  würde  dann  in  der  (a;«/) -Ebene  eine  imaginäre 
Kurve  darstellen,  was  der  Realität  der  Krüinmungslinien  widerspricht. 
Führt  man  die  neuen  Zeichen  in  (8)  ein,  so  kommt 

^^  ^*v^  '^  {li^  —  ß')(v^-ß-'')  • 

Diese  Gleichung  ist  symmetrisch  in  /a  und  v.  Sie  stellt  also,  für  v 
als  Parameter,  auch  die  Projektionen  der  Krümmungslinien  der  Fläche 

auf  die  (xy)-Ehene  dar.  In  dieselbe  Kurve  (für  bestimmtes  /i  und  v) 
projiziert  sich  aber  drittens  die  Schnittlinie  der  beiden  Flächen  (10) 
und  (12).     Denn  die  Elimination  von  z  liefert 

und  diese  Gleichung  führt  nach  ausgeführter  Vereinfachung  und 
Division  mit  v^—}i^  auf  (11)  zurück. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  man  nun  aus  der  Übereinstimmung 
der  Projektionen  der  beiden  Kurven  in  der  (Ä:«/)-Ebene  auf  die  Identi- 
•  tat  der  Kurven  selbst  schließen,  ohne  noch  die  Projektion  auf  eine 
andere  Koordinatenebene  zu  untersuchen.  Denn  die  Kanten  des  im 
räumlichen  Koordinatensystem  durch  die  Gleichung  (11)  dargestellten 
Projektionszylinders  schneiden  die  Fläche  zweiten  Grades  (10)  beider- 
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seits  der  (xy)'l^hene  nur  in  je  einem  Punkte;  m.  a.  W,,  dieser  Zylinder 
kann  die  Fläche  nicht  in  einer  Krümmungslinie  und  einer  von  ihr 
verschiedenen  Kurve,  die  Schnittlinie  mit  der  Fläche  (12)  wäre,  treffen. 
Dieses  Resultat,  auch  für  die  letztere  Fläche  ausgesprochen,  besagt, 
daß  die  Durchdringungskurve  der  Flächen  (10)  und  (12),  die  Realität 
vorausgesetzt,  Krümmungslinie  auf  beiden  sein  muß.  Nun  findet  man 
leicht,  daß  für 

ß'  >  ii' 
und  für 

(13)  y^>ii^>  ß' 

die  Schnittkurve  reell  ist,  für  ^^  >  y'^  dagegen  nicht.  Schreibt  man 
im  ersten  Fall  X  für  |ii,  setzt  also 

(14)  ß'>X'>0, 
so  ergibt  sich:  Die  Fläche 


(10) 
wird 

von 

den 

Flächen 

+ 

r 

v^  — 

ß' 

+ 

v^ 

z' 

1 

(15) 
und 

(12) 

• 

x' 

X* 

+ 

y' 

— 

z' 

1 

1 

y' 

~v 

7 

z' 

i^'- 

T 

?' 

-f^*~ 

X 

in  ihren  Krümmungslinien  geschnitten;  und  zwar  erhält  man  die 
beiden  Scharen  dieser  Kurven,  wenn  man  l  und  ^  aUe  Werte  beilegt, 
die  den  Ungleichungen  (14)  und  (13)  genügen.  Die  durchgeführte 
Untersuchung  lehrt,  daß  auch  jede  der  Flächen  (15)  und  (12)  von 
den  Flächen  (10,  12)  und  (10,  15)  in  ihren  Krümmungslinien  ge- 
schnitten wird,  wobei  der  Parameter  v  aUe  Werte 

zu  durchlaufen  hat. 

Diese  Ergebnisse  enthalten  weit  mehr  als  die  Lösung  der  an  die 
Spitze  gestellten  Aufgabe.  Nicht  nur,  daß  sie  die  Krümmungslinien 
auf  einer  ganzen  Schar  von  Flächen  kennen  lehren,  zu  denen  die  ge- 
gebene für  einen  speziellen  Wert  von  v  gehört:  sie  liefern  diese 
Kurven  auch  auf  zwei  anderen  Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades. 
Denn  daß  die  Scharen  (15)  und  (12)  von  (10)  tatsächlich  verschieden 
sind,  geht  aus  den  Ungleichheitsbedingungen  für  X,  fi,  v  unmittelbar 
hervor.  Während  in  (10)  nur  Ellipsoide  enthalten  sind,  stellen  die 
Gleichungen  (15)  und  (12)  zweischalige  und  einschalige  Hyperbo- 
loide dar. 
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Wie  aus  den  Gleichungen  ersichtlich,  haben  die  Hauptschnitte 
sämtlicher  Flächen  dieselben  Brennpunkte.  Infolge  dessen  heißen  die 
drei  durch  (10),  (15)  und  (12)  gegebenen  Scharen  von  Flächen  zweiten 
Grades  konfokal.  Das  Resultat  der  Untersuchung  läßt  sich  demnach 
schließlich  dahin  aussprechen,  daß  konfokale  Mittelpunktsflächen 
zweiten  Grades  sich  gegenseitig  in  ihren  Krümmungslinien 
schneiden.  Auf  verschiedenen  Wegen,  z.  B.  durch  Diskussion  der 
Projektionen  der  Schnittkurven  auf  die  Koordinatenebenen,  kann  man 
sich  davon  überzeugen,  daß  konfokale  Flächen  derselben  Art  einander 
niemals  trejffen,  solche  von  verschiedenen  Arten  dagegen  immer. 

Das  Schneiden  geschieht  stets  unter  rechten  Winkeln.  Denn  es 
sind  z.  B.  für  ein  EUipsoid  (10)  und  ein  einschaliges  Hyperboloid  (12) 
die  Richtungskosinus  der  Normale  den  Größen 


und 


X 

y 

z 

V«' 

v^  —  ß^' 

V='_y2 

X 

y 

—  z 

f,^' 

y'-i^' 

proportional,  und  die  Bedingung  der  Orthogonalität  längs  der  Schnitt- 
kurve, 

^'    j ^* g' 0 

ist  aus   dem  Grunde   erfüllt,  weil   sie  auch  aus   (10)  und  (12)   durch 
Subtraktion  erhalten  wird. 

§65. 

Elliptische  Koordinaten. 

Kehrt  man  jetzt  zu  dem  Ellipsoid 

a«  ^  &*  ^  cV 
zurück  und  nimmt  demnach 

an,  so  findet  man  aus  den  Ungleichungen  (14),  (13) 

Es  werde  noch 

a^  —  P  =  u,         a^  —  ^^  =  V 

gesetzt;    dann    ergibt    sich    nach  Umwandlung    der  Gleichungen  (15) 
und  (12): 
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Das  Ellipsoid 

wird  von  den  zweischaligen  Hyperboloiden 

(2)  -^-  +  -J-~  +  -y^  =1  («2  >  w  >  &2) 

und  den  einschaligen  Hyperboloiden  , 

(3)  -^  +  J^  +  ^^  =  1  (&'  >  t^  >  c^) 

in  seinen  Krümmungslinien  geschnitten. 

Um  die  kartesischen  Koordinaten  der  gegebenen  Fläche  explizite 
durch  die  Parameter  u,  v  der  Krümmungskurven  darzustellen,  braucht 
man  nur  die  in  x^,  y^,  z^  linearen  Gleichungen  nach  diesen  Größen 
aufzulösen.  Aber  noch  einfacher  kann  man,  wie  es  z.  B.  Hesse  tut, 
folgenden  Schluß  machen.  Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  haben  überein- 
stimmend die  Form 

/4^  -^  4-  -^—  +  _!!_  =  1 

^   J  a}  —  s  ^  &*  — s  ^  c'  —  s 

Für  die  erste  ist  nämlich  s  gleich  Null,  für  die  zweite  gleich  u  und 
für  die  dritte  gleich  v.  M.  a.  W.,  wenn  man  sich  x^,  y'^,  z^  als  Funk- 
tionen von  u  und  v  bestimmt  denkt,  so  hat  die  in  s  kubische  Glei- 
chung (4)  die  Wurzeln  5  ==  0,  u,  v.  Schafft  man  die  Nenner  weg 
und  setzt 

(5)         x\h^-s){c^-s)  +  y\c^-s){a'-s)  +  z\a^-s){¥-s) 
-  (a'-s)(b^-s){c'-s)  =  G(s), 

so  wird  also  die  Gleichung 

G(s)  =  0 

durch  s  =  0,  s  =  u  und  s  =  v  befriedigt.  Andererseits  sind  dieselben 
Werte  auch  Wurzeln  der  Gleichung 

(tj  (s)  =  S(S  —  W)(5  —  v)  =  0. 

Demnach  -können  sich  die  beiden  ganzen  Funktionen  6r  und  (r^  nur 
um  einen  konstanten  Faktor  unterscheiden,  der  aber  hier  offenbar 
gleich  Eins  ist.    D.  h.  es  gilt  für  beliebige  Werte  von  s  die  Identität 

x\h^-s){(^-s)i- (a2_s)(62_5)(c2-s)  =  s(s-w)(s-t;). 

Setzt  man  in  ihr  der  Reihe  nach  s  =  a'^,  s  =  h^,  5  =»  c^,  so  bekommt  man 
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(c*  — a*)(c«  — 6^) 


Diese  Darstellung  der  Koordinaten  des  EUipsoids  durch  sogenannte 
elliptische  Koordinaten  ist  auf  S.  30  bereits  angegeben  worden. 
Sie  gilt  nicht  für  eine  ümdrehungsfläche.  Doch  läßt  sich  für  solche 
Flächen  die  Frage  nach  den  Krümmungslinien  allgemein  erledigen; 
vgl.  §  69(8.255). 

Von  der  Verteilung  der  Krümmungslinien  auf  dem  dreiachsigen 
EUipsoid  gewinnt  man  eine  anschauliche  Vorstellung,  wenn  man  die 
Annahme,  u  oder  v  seien  einem  Grenzwerte  der  für  sie  geltenden 
Intervalle  gleich,  in  ihrer  Wirkung  auf  die  Darstellung  (6)  untersucht. 
Wird  zuerst 

u  =  a^ 

eingeführt,  so  ergibt  sich  ic  =  0,  d.  h.  der  Hauptschnitt,  der  die 
mittlere  und  die  kleinste  Achse  der  Fläche  enthält.  Die  zweite  und 
dritte  Formel  (6)  liefern 

Läßt  man  hierin  den  Parameter  v  stetig  alle  Werte  von  W  bis  c^ 
durchlaufen,  so  findet  man  unter  Beschränkung  auf  den  im  ersten 
Quadranten  gelegenen  vierten  Teil  des  Hauptschnitts,  daß  der  Punkt  {yz) 
stetig  alle  Lagen  zwischen  den  Scheiteln  (0,  c)  und  (6,0)  dieses  Schnittes 
durchläuft.  Entsprechendes  tritt  für  v  =  c^,  also  -^  =»  0  ein.  Dem- 
nach sind  die  beiden  Hauptschnitte,  die  die  mittlere  Achse  enthalten, 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  den  Krümmungslinien  zuzurechnen;  der 
durch  die  größte  Achse  gehende  der  ersten  Schar,  nämlich  v  =  const., 
der  andere  der  zweiten  Schar. 

Die  Annahme,  u  oder  v  sei  gleich  dem  gemeinsamen  Grenzwerte  6^ 
beider  Parameter,  ergibt  y  =  0,  den  Hauptschnitt  durch  die  größte 
und  kleinste  Achse.  Die  erste  und  dritte  Gleichung  (6)  erhalten  die 
Form 

a*  —  c*    '  a*  —  c* 

Ist  hierin  t  =  v,  und  durchläuft  dieser  Parameter  aUe  Werte  seines 
Bereiches,  so  geht  der  Punkt  (x0),  wieder  im  ersten  Quadranten,  von 
dem  Punkte  K  mit  den  Koordinaten 

Knoblauch,  I)i£ferentialgeometrle.  16 
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-y^ 


bis  zum  Scheitel  {a,  0)  ^  A,  dem  Endpunkt  der  großen  Achse.  Wird 
aber  t  =  u  angenommen,  war  also  die  gleich  V^  gesetzte  Größe  der 
Parameter  v,  so  beschreibt  der  Punkt  {xz)  das  Stück  des  Haupt- 
schnitts zwischen  dem  Endpunkt  (0,  c)  ^  C  der  kleinsten  Achse  bis 
zum  Punkte  K.  Hiernach  gehört  von  dem  vierten  Teil  des  Haupt- 
schnitts das  Stück  KC  zur  ersten,  KÄ  zur  zweiten  Schar  von  Krüm- 
mungslinien. K  ist  ein  Kreispnnkt  der  Fläche  (vgl.  S.  110).  Die 
Übertragung  dieser  Resultate  auf  den  ganzen  Hauptschnitt  ergibt 
leicht  die  folgende  Anschauung:  Die  vier  Kreispunkte  K,  K',  K",  K'" 
lassen  sich  auf  zwei  Arten  derart  zu  Paaren  gruppieren,  daß  die 
Krümmungslinien  der  ersten  Schar  die  Punkte  K,  K'  und  K",  K", 
die  der  zweiten  Schar  die  Punkte  K,  K"'  und  K',  K"  umziehen. 

Nachdem  man  einmal  die  Gleichungen,  die  das  Problem  der 
Krümmungslinien  auf  dem  Ellipsoid  lösen,  in  die  P^orm  (2,  3)  gesetzt 
und,  wie  angegeben,  geometrisch  gedeutet  hat,  kann  man  den  Zu- 
sammenhang der  Parameter  ü,  v  mit  den  Halbachsen  der  drei  konfo- 
kalen Flächen  unmittelbar  ablesen.  Eine  geometrische  Bedeutung  der 
Parameter  läßt  sich  aber  auch  aus  der  Theorie  des  Ellipsoids  allein 
entnehmen.  Es  sei  {xyz)  ^  P  ein  beliebiger,  aber  dann  bestimmter 
Punkt  der  Fläche;  die  beiden  zugehörigen  Werte  von  u  und  v  sind 
die  von  Null  verschiedenen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  (4), 
d.  h.  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

«2  -  (2Ja'  -  2Jx')s  +  2¥c^  -  2:{¥  -f-  c^)x^  =  0. 

Demnach  gelten  die  Beziehungen 


Nach  einem  bekannten  Satze  ist  aber  die  Summe  der  Quadrate 
der  Halbachsen  gleich  der  Summe  der  Quadrate  irgend  dreier  konju- 
gierten Halbmesser: 

(8)  «2  +  h^  +  c^  =  a""  -I-  V^  +  c'^ 

Hierin  werde  insbesondere  c   gleich  dem  Halbmesser  OV  angenommen, 

sodaß 

c'2  =  x^  -\-  y^  -\-  z^ 

ist,  so  liefert  die  erste  Gleichung  (7): 

(9)  M-f  t;  =  a'2-i-&'2. 
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a  und  y  sind  konjugierte  Halbmesser  der  Ellipse,  in  der  die  zu  O'B 
konjugierte,  der  Tangentialebene  in  P  parallele  Diametralebene  die 
Fläche  scbneidet.  Bezeichnen  noch  a,  und  /5  die  Halbachsen  dieses 
Schnittes,  so  gilt  die  Gleichung 

(10)  a'2  +  fe'2  =  a2  +  /3». 

Sie  enthält  den  Satz  der  Kegelschnittlehre,  dessen  Ausdehnung  auf 
den   Raum   durch    (8)    wiedergegeben   wird.    Aus   (9)  und  (10)  folgt 

(11)  u^v  =  a^-\-^\ 

Weiter  ergibt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung  (7): 
UV     _   "^  \   _   -^  / 1     .     1  \  .T^ 

_  /l  J_  1  4.  i  Vi  -  /^  -^  ^'  4-  '-^Wju  ^*  4.  y'  4-  ^' 

"~  W  "^  ö*  "^  cv\      W  "^  &^  "^  cvy"^  "^  "T"  F  ■♦"  ^ 

(^2)  ^^Fc^  ""  "^*  "^  6*  "^  c*  ' 

Nun  ist  aber 

(13)  ^^-T" 

wo  p  den  Abstand  der  Tangentialebene  im  Punkte  P  vom  Mittel- 
punkte der  Fläche  bedeutet.     Demnach  lautet  die  Gleichung  (12) 

(14)  uvp^  =  a^h^c^ . 

Nach  einem  weiteren  bekannten  Satze  ist  der  Inhalt  ahc  des 
rechtwinkligen  Parallelepipeds  aus  den  Halbachsen  gleich  dem  Vo- 
lumen des  Parallelepipeds,  das  irgend  drei  konjugierte  Halbmesser 
«',  V,  c  zu  Kanten  hat.  Dieser  Satz  erscheint  als  Verallgemeinerung 
des  anderen,  wonach  das  Rechteck  aus  a  und  ß  dem  Parallelogramm 
mit  den  Seiten  a  und  V  inhaltsgleich  ist.  Setzt  man,  unter  Fest- 
haltung von  c  =  OF,  den  Inhalt  des  schiefwinkligen  Parallelepipeds 
gleich  dem  Produkt  aus  Grundfläche  und  Höhe,  so  kann  man  nach 
dem  zweiten  Satze  die  Grundfläche  von  vornherein  gleich  aß  an- 
nehmen, während  die  Höhe  ofi'enbar  gleich  jp  ist.  Der  erste  Satz 
liefert  dann 

ahc  =  ttßp , 

und  die  Gleichung  (14)  geht  in 

(15)  UV  =  «2/3« 
über. 

16* 
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Nach  (11)  und  (15)  bedeuten  jetzt  u  und  v  die  Quadrate  der 
Halbachsen  des  dem  Halbmesser  OP  konjugierten  Diametralschnitts. 
Wird  a  >  /3  vorausgesetzt,  so  ist 

(16)  u  =  a\         v^ß\ 

Den  mannigfachen  Fo'gerungen  nachzugehen,  die  sich  hieraus 
ziehen  lassen,  ist  Sache  einer  speziellen  Theorie  der  Flächen  zweiten 
Grades.  Hier  möge  noch  untersucht  werden,  welchen  Ausdruck  das 
Linienelement  des  Ellipsoids  für  elliptische  Koordinaten  annimmt. 

Durch  logarithmische  Differentiation  folgen  aus  (6)  die  Formeln 

,  X  f    du  dv    \ 

Um  hieraus  ds^  ^  2Jdx^  zusammenzusetzen,  bedient  man  sich  zweck- 
mäßig einiger  Formeln,  die  aus  der  Theorie  des  Differenzenprodukts 
eptspringen,  nämlich 

^^^^  ^  (ä^  — &*)(a^-c2)  ^  ^  • 

Sie  liefern 

/nn\    j  2       **  —  ^/  udu^  vdv*  \ 

i^^K))  ds   =       —  [^^^^  _  ^) (^2  _  ^j (g*  _u)~  (^—  v)  (&'  —  v)  (c»  —  v))  ' 

d.h. 

jpj  ^  u{u  —  v) 


4(a«  — w)(&»  — w)(c2  — w) 

^      -^  p v(v  —  u) 

4(a*  — V)  (&*  —  »)  (c*  —  v)' 

während    F   verschwindet,    wie    es    wegen    der    Orthogonalität    der 
Krümmungslinien  sein  muß. 

Eine  Vereinfachung  der  Formel  (20)  kann  durch  die  Substitution 


2  V  (a' 


(22) 


du  =  du 


2  y  (a^-v)(b^-v)(c^-v)  ^^  ~  ^^' 


erzielt  werden,  wo  die  Ausdrücke  links  nach  den  für  u  und  v  gel- 
tenden Ungleichheitsbedingungen  reelle  Werte  haben.  Die  Gesamtheit 
der  dargestellten  Kurven  wird  hierdurch  nicht  geändert  (vgl.  §  31), 
d.  h.  u'  und  v'  sind  wieder  als  Parameter  der  Krümmungslinien  zu 
betrachten. 
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Die  Formel  (20)  für  ds^  erhält  nun  die  Gestalt 

(23)  ds^  =  {V -  r'){du''  4-  dv''), 

wo  ü'  eine  Funktion  von  u',  V  eine  solche  von  v'  allein  bedeutet. 
Im  einzelnen  wird 

(24)  E'  =  G'  =U'  -  r, 

während  F'  gleich  NuU.  geblieben  ist.  Nach  S.  29  sind  die  Bogen- 
elemente  der  Koordinatenlinien  yE'du  und  yO'dv]  sie  werden  also 
hier  einander  gleich,  wenn  man  du  =  dv  annimmt.  Man  sagt  in 
einem  solchen  Falle,  die  Fläche  werde  in  unendlichkleine  Quadrate 
geteilt,  und  nennt  das  Kurvennetz,  das  eine  solche  Zerlegung  bewirkt, 
isometrisch.  Hiernach  ergibt  sich  für  das  Ellipsoid  —  und  ebenso 
für  die  beiden  Hyperboloide  —  der  Satz,  daß  die  Krümmungslinien 
ein  Netz  isometrischer  Kurven  bilden. 

§66. 
Die  Erümmungslinien  der  Faraboloide. 

Das   elliptische  und  das  hyperbolische  Paraboloid  werden  durch 
die  Gleichung 

dargestellt,  bei  gleichen  und  verschiedenen  Vorzeichen  von  a  und  h. 

Für  die   ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  ;^- Koordinate 

ergeben  sich  die  Werte 

X  y 

aus  denen  sich  die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  in  der 

Form 

(2)  axyy'^  +  {b{a^  i- x^  —  a{h^  +  y^))y'  -bxy  =  0 

zusammensetzt.  Transformiert  man  diese  Gleichung  in  der  auf  S.  236 
angegebenen  Weise,  so  erhält  man  wieder  eine  Differentialgleichung 
der  Clairautschen  Form,  nämlich 

/Q\  fc    '    I    cih{a  —  b)rj' 

(3)  _    ,  v  =  iv  +   ft  +  av  ; 

Aus  ihrem  Integral 

kann  man  aber  hier  ebenso  wenig  wie  dort  eine  anschauliche  Vor- 
stellung von  dem  Verlauf  der  Krümmungskurven  entnehmen. 
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Nun  läßt  sich  z.  B.  die  Gleichung  des  elliptischen  Paraboloids 
aus  der  des  Ellipsoids  durch  einen  Grenzübergang  herleiten.  Man 
darf  daher  erwarten,  daß  auch  die  Kriimmungslinien  des  Paraboloids 
durch  Grenzübergang  aus  denen  des  Ellipsoids  werden  abgeleitet 
werden  können. 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  war  (S.  237(10))  in  der  Form 

v^  ^  v^  —  ß^^  v^  —  y^ 

angenommen  worden.  Hier  ist  x  bevorzugt^  in  der  Gleichung  des  Para- 
boloids dagegen  2.  Wir  vertauschen  daher  zunächst  die  Bezeichnungen 
der  Koordinaten  so,  daß  die  Ausgangsgleichung 

(^)  ^  +  v^  —  p  "^  v^  —  Y^  ^ 

wird,     ß  ist   der  Abstand   der  Brennpunkte    des  Hauptschnitts  y  =  0 

vom  Mittelpunkt. 

Man  verschiebe  nun  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten  vermittelst 

der  Substitution 

0  =  ^'  —  ß 

nach  dem  Brennpunkte  (0,  0,  —  ß),  und  setze  gleichzeitig 

(6)  v^v'  +  ß,         y^y'  +  ß. 

Da  y  >  /3  war,  so  ist 

/>0. 

Die  Transformation  liefert 

{v   +  ß)*  "^  v'^'+2ßv'  "^  v'^-\-2ßv'  —  Y'^  —  2ßY' 

oder 

^{2''-2ßz'-v''-2ßv') 

1      ^   I y =  0 


(i  +  j)  ^"'^-f      2K-/)  + 


V  '  —  y 


Unterdrückt  man  nun,  indem  man  ß  unendlich  groß  werden  läßt,  alle 
Glieder,  die  ß  nur  im  Nenner  enthalten,  so  findet  man 

W  ^('' +  -')-&  + 2v^fy 

Es  ist  v  >  ^,  also 

V  >y  , 

die  beiden  Nenner  von  x^  und  y^  in  der  Gleichung  (7)  positiv,   das 
Paraboloid  ein  elliptisches. 
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Aus    den    Gleicliungen   der   beiden    Hyperboloide   leitet    man  in 
derselben  Weise  ab 

(8)  2(/  +  D  =  |1  +  ^ 

(9)  2(.' +  ^')  =  ^ +^^-^ 
Wegen 

und 


ß>X,     d.h.     ß>X'  +  ß 
y>[i>ß,     d.h.     /  +  /5>^'  +  ^>^ 


ist  dabei 

Die  Nenner  in  (8)  sind  also  beide  negativ,  das  Paraboloid  ein  ellip- 
tisches, dessen  konkave  Seite  naeb  der  entgegengesetzten  Richtung 
gokehrt  ist  wie  die  des  ersten.  In  der  Gleichung  (9)  ist  der  erste 
Nenner  positiv,  der  zweite  negativ,  die  dargestellte  Fläche  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid. 

Der  Übergang  von  den  drei  Gleichungen  der  Mittelpunktsflächen 
zu  (7),  (8)  und  (9)  hat  einen  rein  formalen  Charakter;  es  läßt  sich 
also  keineswegs  ohne  nähere  Untersuchung  behaupten,  das  erste  Para- 
boloid werde  von  den  Scharen  der  beiden  anderen  (mit  den  Para- 
metern A'  und  ft')  in  seinen  Krümmungslinien  geschnitten.  Nun  gilt 
z.  B,  für  die  Schnittkurve  von  (7)  und  (8)  die  Gleichung 

^V*'         ''J        2    W         X')^   2    V  — /        X'—y'J 
oder 

(10)       f  +  ^^izim-a  ^2  =  _  4(.'  -  /)  (A'  -  /) . 

Um  zu  prüfen,  ob  sie  mit  (4)  in  Übereinstimmung  gebracht  werden 
kann,  hat  man  vor  allem  dort 

a==2v',         h  =  2(v'-y') 

zu  setzen.  Denn  daß  in  der  Darstellung  (7)  des  elliptischen  Para- 
boloids,  verglichen  mit  (1),  die  ^-Koordinate  noch  um  eine  additive 
Konstante  geändert  ist,  hat  auf  die  Werte  der  partiellen  Ableitungen 
und  demnach  auch  auf  die  Gleichung  (4)  keinen  Einfluß.  Nimmt 
man  nun  noch 

C  =  —  (y  — /)(^'  — /) 

v  X' 
an,  so  werden  (10)  und  (4)  in  der  Tat  identisch. 
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Wird  schließlich  für 

z      X'     \i      v      y 
wieder 

z      X      [i      V      y 

geschrieben  und  auch  v  als  Parameter  betrachtet,  so  ergibt  sich  das 
Resultat: 

Die  Flächen  der  drei  Scharen 

2(.  +  A)  =  -^^--4!-^  a<0) 

(11)  2(.  +  ^)  =  ,^  -  ^^^j  (0<,^<r) 

2(^  + '')  -  ^  +  25~7)  (ro-) 

schneiden  einander  in  ihren  Krümmungslinien.  Die  erste  und  dritte 
Schar  besteht  aus  elliptischen,  die  zweite  aus  hyperbolischen  Parabo- 
loiden. 

Auf  die  gegenseitigen  Beziehungen  dieser  Flächen  kann  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden.  Bemerkt  sei  nur  noch,  daß  man  durch 
dieselben  Schlüsse  wie  im  vorigen  Paragraphen  folgende  explizite 
Darstellung  der  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Größen  X,  ^,  v 
erhält: 

o.  4:Xu,v 

'     x^  =  —  ■ — ^— 
y 

n  2)  y^  =  ^(y  — ^)(y  — f^)(^'  — y) 

2  =  y  —  (x  +  ^  +  v). 

Bei  konstantem  v  z.  B.  enthalten  diese  Gleichungen  die  Ausdrücke 
der  Koordinaten  eines  bestimmten  elliptischen  Paraboloids  durch  die 
Parameter  seiner  Krümmungslinien.  Für  das  Quadrat  des  Linien- 
elements ergibt  sich  ohne  weiteres: 

(13)  d,._(^_,)(-^d^^  +  _|^rf.») 

oder,  wenn 

(14)     y^  äi^  -  <'»',  v^^  äv = dv' 

gesetzt  wird, 

(15)  ds'  =  {U'-V'){du"-\-dv'). 

Die  Krümmungslinien  bilden  also  auch  auf  den  Paraboloiden  ein  iso- 
metrisches Kurvennetz. 
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§67. 
Orthogonale  Koordinatenlinien. 

Die  Bedingungen  dafür,  daß  auf  irgend  einer  Fläche  die  Krüm- 
mungskurven  die  Koordinatenlinien  sind,  bestehen  in  dem  gleichzeitigen 
Verschwinden  der  beiden  mittleren  Fundamentalgrößen  erster  und 
zweiter  Ordnung.     Denn  die  Gleichungen 

(1)  F=0,         Jf=0 

besagten,  daß  die  Tangenten  der  Koordinatenlinien  sowohl  aufeinander 
senkrecht  wie  zueinander  konjugiert  sind.  Von  der  Differentialgleichung 

(2)  {EM-FL)du'  +  {EN-  GL)dudv  +  {FN-  GM)dv''  =  0 

ausgehend,  also  ohne  die  Beziehungen  zum  Dupinschen  Kegelschnitt 
zu  beachten,  kann  man  sie  dadurch  ableiten,  daß  man  fordert,  diese 
Gleichung  solle  die  Integrale  v  =  C,  u  =  C  haben,  d.  h.  durch 
dv  =  0,  du  =  0  erfüllt  werden.     Man  erhält  dann  zunächst 

FM-FL  =  0 
GM-FN=0. 

Diese  Relationen  erfordern  aber,  als  homogen  und  linear  in  M  und  F, 
das  gleichzeitige  Verschwinden  dieser  Größen.  Denn  die  Determinante 
EN—  GL,  die  in  (2)  als  Koeffizient  von  dudv  erscheint,  kann  nicht 
zugleich  mit  den  Koeffizienten  von  du^  und  dv^  gleich  Null  sein,  wenn 
die  Differentialgleichung  nicht  überhaupt  zu  bestehen  aufhören  soll. 
Prüfen  wir  nun  die  Vereinfachungen,  die  unter  den  Annahmen  (1) 
mit  den  flächentheoretischen  Grundformeln  vorgenommen  werden  können, 
und  zwar  zunächst  für  jede  der  beiden  Bedingungen  einzeln.     Es  sei 

F=0, 

also  die  Koordinatenlinien  aufeinander  senkrecht.  Die  Christoffeischen 
Verbindungen  aus  den  Fundamentalgrößen  werden  sämtlich  einglied- 
rige Ausdrücke,  nämlich 

^~  2E   du  '         "^1  ~  2E  'dv   '  1  ""  2E   du 

2        2G  Jv   '        '^'^~'  2G   du  '        ^^2        2G   8v 
Ebenso  reduzieren  sich  die  Größen  ^n,  .  •  •  Vsi  ^^^  J^  ®^^  Glied: 

(4) 


—     Il  —  —  E. 


_        M  N^ 


250  VII.  Abschnitt.     §  67. 

Die  Werte  (3)  wären  in  die  Gaußschen,  (4)  in  die  Weingartenschen 
Gleichungen  einzuführen. 

Die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Hauptkrümmungen 
sind 

(5)       .  ^=#  +  1 


(6)  K  = 


E    '    G 

LN—M* 

EG       ' 


und  die  quadratische  Gleichung  selbst,  der  die  Hauptkrümmungsradien 
genügen,  hat  die  Form 

oder 

(8)  (LN-  M')q'-{GL  +  EN)q  +  EG  =  0. 

Endlich  wird  die  Bestimmungsgleichuug  der  Haupttangenten  oder  die 
Differentialgleichung  der  Krümmungslinien: 

(9)  EMdu^  +  (EN-  GL)dudv  -  GMdv^  =  0. 

Soll  eine  Fläche,  deren  kartesische  Koordinaten  ursprünglich  durch 
beliebige  Variable  u,  v  dargestellt  sind,  auf  orthogonale  Parameter 
u,  VI  bezogen  werden,  so  darf  man  die  eine  Schar  der  neuen  Koordi- 
natenlinien, 

(10)  m'=  g)(M,  v)  =  const. 

willkürlich  annehmen.  Die  orthogonalen  Trajektorien,  mit  denen  in 
der  Theorie  der  geometrischen  Differentiationen  beständig  operiert 
worden  ist,  deren  Darstellung  in  der  Form  (10)  aber  dort  nicht  be- 
kannt zu  sein  brauchte,  werden  durch 

i^'=0, 
d.  h. 

A(m',  v')  =  0 

bestimmt.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen hängt  nun  die  Lösung  dieser  linearen  homogenen  Glei- 
chung erster  Ordnung,  nämlich 

(11)         (g^I^  -  fI^-\  ^  +  (e~1^  -  fI^)  ^;-  =  0, 

^     ■'  \      du  cv  I  du        \      ov  du)  dv 

von  der  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen  u  und  v  ab: 

(12)  (e^-  F^^\  du  -  ((^  1^  -  F^^)  dv^O. 

^     ■^  \      dv  du)  \      du  dv ) 
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Bedeutet 

ip(ii,  v)  =  const. 

das  Integral  von  (12),  so  hat  man  v'  gleich  ipiUjV)  oder  einer  will- 
kürlichen Funktion  von  il)  zu  setzen. 

Ist  die   gegebene  Kurvenschar  nicht  in   der  Form  (10),   sondern 
durch  eine  Differentialgleichung 

(13)  %=p,du^p^dv=^Q 
definiert,  so  tritt  die  Gleichung 

(14)  {Ep^  -  Fp,)du  4-  {Fp,^  -  Gp,)dv  =  0 

an  die  Stelle  von  (12).  Sie  entsteht  durch  NuUsetzung  der  Funktional- 
determinante der  quadratischen  Differentialform  A  und  der  linearen 
Differentialform  ^o  C^gl-  S.  173). 


i 


§  68. 
Konjugierte  Koordinatenlinien. 

Es  sei  zweitens 

Jf=0, 

also  die  Koordinatenlinien  einander  konjugiert.  Von  einer  Vereinfachung 

der  Koeffizienten  von  -a—  und  75—  in  den  Gaußschen  Gleichungen  kann 

du  cv  ° 

liier  zwar  nicht  die  Rede  sein,  aber  wegen  des  WegfalleDS  des  Gliedes 
mit  X  nimmt   die    zweite    dieser    Gleichungen    eine    bemerkenswerte 


Form  an: 

1) 


cudv 


J. 


>  dx 


1  du 


2  dv 


Betrachtet  man  E,  F,  G  und   damit  J^  und  J^  als  gegeben,   so   ge- 

lügen  also  die  kartesischen  Koordinaten  einer  und  derselben  linearen 

[partiellen  Differentialgleichung  des  Laplaceschen  Typus.     Umgekehrt 

[folgt  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung  (1)  für  i  =  x,y,  z  die  Bedingung 


dudv 
dudv 

du  dv 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dv 

dz^ 

dz 

du 

dv 

=  0, 


d.  h.  M=  0,  wieder. 

Die   Koeffizienten  in   den  Weingartenschen   Gleichungen  werden 
auch  hier  eingliedrige  Ausdrücke: 


I 


VII. 

Abschnit 

i.     §  68—69. 

^11  =  - 

GL 

FL 

'?12                    y2 

^21  = 

FN 

FN 

%2  —             2^8 
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(2) 


Die   quadratischen   Gleichungen   für    die   Hauptkrümmungsradien 
und  die  Haupttangenten  lauten: 

(3)  LNq^  -  {GL  +  EN)q  ^EG-F'  =  0 

(4)  -  FLdu^  +  {EN  -  GL)dudv  +  i^iV^^^w^  =  0. 

Eine  besonders  einfache  Gestalt  nehmen  die  zweite  und  dritte  Funda- 
mentalgleichung an: 

dv 


^^  -J[L-\-J^N^O 


(5) 

du  2         '        1 

Die  Bestimmung  der  Kurvenschar,  die  zu  einer  gegebenen  kon- 
jugiert ist,  erfordert   die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

(6)  {n^^  -  M l^)  ^  +  (l  -^  -M^)  1^'  =  0, 
^  ^  \      öu  dv  J  cu        \      dv  du)  dv  ' 

d.  h. 

A,(w',  v)  =  0, 
die  auf 

(7)  (l^-  M^)  du  -  (nI^  -  M^)  dv^O 
^  ^  \      dv  du)  \      du  dv) 

führt.     Der  Gleichung  (14)   des   vorigen  Paragraphen   entspricht  hier 

(8)  (ijp2  —  Mp^) du  +  {Mp^  -  Np^) dv  =  0. 

Die  linke  Seite  ist,  von  einem  Zahlenfakfcor  abgesehen,  die  Funktional- 
determinante von  B  und  ^q. 

§  69. 

Die  Krümmungskurven  als  Koordinatenlinien. 

Formeln  von  Rodrigues.     Formel  von  Bertrand. 

Um  die  Krümmungskurven  als  Koordinatenlinien  zu  kennzeichnen, 
hat  man  die  Annahmen  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  mit  ein- 
ander zu  verbinden.  Wegen  des  unmittelbaren  Zusammenhanges  der 
Krümmungslinien  mit  den  Haupttangenten  und  Hauptkrümmungen 
können  die  Parameter  dieser  Kurven  als  Hauptparameter  der  Fläche 
bezeichnet  werden.  Die  Gaußsche  Gleichung  §  68  (1)  geht,  wenn 
für  die  Koeffizienten  J^  und  J'^  ihre  Werte  aus  §  67  (3)  eingesetzt 
werden,  in 


I 
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^^  dudv       2E  dv   du       2G  du    dv 

über.  Besonders  einfach  aber  werden  jetzt  die  Weingartenschen 
Gleichungen,  denn  nach  §  67  (4)  für  Jf=0  oder  §  68  (2)  für 
J'  =  0  ist 

also 

i/q\  8X L  dx  dX N  dx 

Die  Hauptkrümmungen  lassen  sich  rational  durch  die  Fundamental- 
größen ausdrücken: 

(4)  ^i^-E'         **2  =  -^- 

Bei  dieser  Schreibweise  wird  vorausgesetzt,  daß  unter  den  Krümmungs- 
linien, etwa  durch  die  Ungleichung  n^  >  n^,  eine  bestimmte  Folge 
festgesetzt  sei,  und  daß  dann  die  erste  Krümmungskurve  als  Koor- 
dinatenlinie V  =  C  angenommen  werde. 

Für  einen  beliebigen  Normalschnitt  bestimmt  die  Formel 

,..  _  Ldu'i-Ndv* 

den  Wert  der  Krümmung. 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  beliebigen,  auf  einander  senkrechten 
Tangenten  wird  durch 

(6)  Edudu  +  Gdvdv  =  0 

gegeben,  und  die  zwischen  zwei  konjugierten  Tangenten  durch 

(7)  Ldudu-i-  Ndvdv  =  0, 

woraus  für  die  asymptotischen  Richtungen  die  Gleichung  folgt: 

8)  Ldu'  +  Ndv^  =  0. 

Führt  man  auch  in  die  zweite  und  dritte  Fundamentalgleichung  §  68  (5) 
die  Werte  der  Größen  J  aus  §  67  (3)  ein,  so  erhält  man 

i(q\  ^^        ^^^  '^  g)  dv 

du      2  v^'"*"  g)  du     ^' 

Unter  Benutzung  von  (4)  lassen  sich  diese  Gleichungen  schreiben: 
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oder  auch: 

dv         2E  V  qJ   dv 
(11) 

ÖM            2  fr    \  Q^f    du 

Aus  (10)  folgt  in  VerbinduDg  mit  §  67(3)  umgekehrt: 

j, 1         dn^  j,  _        1        dn^ 

1        Wo  —  n.    dv  ^  2       «  — «     ^<n 
(12) 


G{n^ — n^)  dv  '         i       E{n^ — n^)  du 

Eliminiert  man  die  Fundamentalgrößen  aus  (3)  und  (4),  so  er- 
gibt sich 

/-|q\  dX dx  dX dx 

^     ^  du               ^  du  '  ^v               "^  dv 
oder 

/-.  ix  dx  _  _       dX  dx^ dX^ 

^^^  'd^~       ^^  du'  dv  ^       ^^  dv' 

Es  seien  dx  und  dX.  die  Diiferentiale  von  x  und  X  beim  Fortgange 
längs  einer  Krümmungslinie,  also  für  die  erste  dx  =  ^du,  für  die 
zweite  dx  =  -^-dv,  usw.     Dann  folgt  aus  (14) 

(15)      dx  =  —  Q.dX,     dy  =  —  Q.dY,     ds  =  —  Q^dZ  («='1,  2). 

Dies  sind  die  Formeln  von  Rodrigues.  Ihre  linken  Seiten  sind 
den  Richtungskosinus  einer  Krümmungslinie  proportional,  die  rechten 
Seiten  den  Richtungskosinus  derjenigen  Kurve  auf  der  Einheitskugel, 
die  der  Krümmungslinie  bei  der  Abbildung  durch  parallele  Nor- 
malen entspricht.  Die  Tangenten  der  Krümmungslinie  und  ihres 
sphärischen  Bildes  sind  demnach  in  entsprechenden  Punkten  einander 
parallel. 

Ohne  jede  Spezialisierung  der  Koordinatenlinien  muß  sich  diese 
charakteristische  Eigenschaft  auch  aus  den  allgemeinen  Frenetschen 
Formeln  ablesen  lassen.  Alle  Größen,  die  sich  auf  die  erste  Krümmungs- 
linie beziehen,  mögen  durch  den  Index  1  gekennzeichnet,  also 
namentlich  auch  ®.^  statt  &  geschrieben  werden.  Da  die  orthogonalen 
Trajektorien  einer  Schar  von  Krümmungskurven  mit  der  anderen 
Schar  dieser  Kurven  identisch  sind,  so  bedeutet  ®'  die  geometrische 
Differentiation  längs  der  zweiten  Krümmungslinie;  für  diese  soll  der 
Index  2  gelten.  In  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  ist  ^  =  0 
zu  setzen.     Dann  wird  (S.  55  und  200—201) 


&iA 

=  ^1^2  + w^Z 

®iA 

--9iA 

&^x 

=  -  »»1 A 

®,A, 

=  -92A 

&2A 

=  ^2^1  +  WgX 

@oX 

=    —    Wg  A    . 
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(a) 
(b) 
(c) 

(a) 
(V) 
(C) 

Um  auch  die  irrationale  Form  der  Fundamentalgleieliungen  für 
die  Krümmuugslinien  als  Grundkurven  anzugeben,  so  lautet  die  Bonnet- 
sche  Formel 

(A)  &29i  +  ®i6'2  -91-91-^^^2-0, 

und  die  beiden  anderen  Gleichungen 

®^n^  —  {n^  —  n^)g2  =  0. 

Sie  folgen,  wie  sich  von  selbst  versteht,  aus  (9)  wieder,  wenn  man 
die  Transformation  dieser  Gleichungen  in  solche  zwischen  rein  geo- 
metrischen Größen  zu  Ende  bringt,  also  nicht  nur,  wie  beim  Über- 
gang zu  (10)  geschehen,  die  Normalkrümmungen,  sondern  auch  die 
Tangentialkrümmungen  der  Krümmungslinien  einführt. 

Für  eine  Umdrehungsfläche  erscheinen  die  Bedingungen  F  =  0, 
M  =  0  als  Folge  der  Darstellung  S.  101  (10).  Die  Krümmungslinien 
dieser  Flächen  bestehen  also  aus  den  Meridianen  und  den  Parallelkreisen. 

Die  in  diesem  Paragraphen  behandelte  Spezialisierung  der  Koordi- 
natenlinien möge  endlich  beispielsweise  zur  Bestimmung  eines  Vor- 
zeichens benutzt  werden.  Stellt  man  die  Formel  S.  197(24)  mit  der  des 
Eulerschen  Satzes  (S.  84(8))  zusammen,  so  erhält  man  für  die  geo- 
dätische Windung  die  Gleichung 

f  =  (n^  —  ^2)^  sin  V  cos  ^w . 

^Hierin  kann  unter  w  der  Winkel  verstanden  werden,  der  durch  posi- 
tive Drehung  der  ersten  Haupttangente  bis  zum  Zusammenfallen  mit 
ler   Tangente    der   betrachteten    Kurve    entsteht.      Nun    wird,    wenn 
hp{u,  v)  =  C  die  Darstellung  dieser  Kurve  ist,  für  t  also  der  Ausdruck 
194(11)  gilt,  unter  der  Annahme  F=0,   M  =  0: 

, ov   du 


oder,  wegen 
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.  _^         ^  *        ^'  ov   du 


-m+'^m 


Die   trigonometrischen   Funktionen    von   w   folgen    aus   S.  37  (18,  19) 
für  ilf  ^  v: 

^         ÜV 

cosw  = 


sm  w  =  — ,  • 

Demnach  wird 

(16)  t  =  (n.2  —  n^)  cos  w  sin  w 
oder 

(17)  ^  =  —-(%"" '%)^i'^^'^- 

Diese  Formel  rührt  von  Bertrand  her. 

Da  nur  2w  vorkommt,  so  kann  w,  wie  auch  sonst  das  Fortgangs- 
prinzip längs  der  Kurve  angenommen  sein  möge,  <  tc  vorausgesetzt 
werden. 

§70. 
Asymptotenkurven.    Ihre  Bestimmung  für  die  geradlinigen  Flächen. 

Im  §  64  (S,  233)  ist  ein  zweites  Netz  von  Flächenkurven  er- 
wähnt worden,  die  ebenso  wie  die  Krümmungslinien  durch  das  Ver- 
schwinden einer  speziellen  geometrischen  Größe,  und  zwar  der  Normal- 
krümmung n,  gekennzeichnet  werden,  aber  im  Gegensatz  zu  den 
Krümmungslinien  nur  auf  negativ  gekrümmten  Flächen  existieren. 
Sie  werden  durch  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zweiten 
Grades 
(1)  Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  0 

bestimmt.  Auch  im  Hinblick  auf  die  Theorie  des  Dupinschen  Kegel- 
schnitts sind  sie  den  Krümmungskurven  an  die  Seite  zu  stellen. 
Während  nämlich  die  Tangenten  dieser  Linien  überall  mit  den  Haupt- 
achsen des  (in  die  Tangentialebene  verlegten)  Dupinschen  Kegelschnitts 
zusammenfallen,  entsprechen  die  Tangenten  der  Kurven  (1)  den  Asym- 
ptoten des  Kegelschnittes.  Die  Linien  selbst  heißen  deshalb  Asym- 
ptotenkurven der  Fläche, 
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Eine  ihrer  Scharen  läßt  sich  für  eine  ausgedehnte  Klasse  von 
Flächen  sofort  angeben.     Es  seien 

(2)  X  =  Xq-\-  au,        y  =  1/0+  iu,        s  =  Zq-\-  cu 

die  Gleichungen  einer  geraden  Linie,  wo  die  verschiedenen  Werte  von 
u  den  verschiedenen  Punkten  der  Geraden  entsprechen.  Denkt  man 
sich  Xq,  i/o,  ^0,  a,  h,  c  als  Funktionen  eines  Parameters  v,  so  hat  man 
es  mit  einer  Schar  von  Geraden  zu  tun,  deren  geometrischer  Ort  eine 
geradlinige  Fläche  genannt  wird. 

Da  die  drei  kartesischen  Koordinaten  der  Fläche  den  Para- 
meter ^t  nur  im  ersten  Grade  enthalten,  so  genügen  sie  der  partiellen 
Differentialgleichung 

du''     ^' 

was  nach  der  Definition  der  ersten  Fundamentalgröße  zweiter  Ordnung, 


das  Verschwinden  dieser  Größe  nach  sich  zieht.  Infolgedessen  hat 
die  Differentialgleichung  (1)  das  partikuläre  Integral  v  =  const.,  d.  h. 
die  w-Linien  sind  Asymptotenlinien.  Die  zweite  Schar  würde  durch 
Integration  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades 

Mdu  +  Ndv  =  0 
bestimmt  werden. 

Der  hiemach  für  die  geradlinigen  Flächen  geltende  Satz,  daß  die 
eine  Schar  ihrer  Asymptotenlinien  mit  den  Erzeugenden  zusammen- 
fällt, kann  auf  bestimmte  Flächen  zweiten  Grades  angewendet  werden. 
Auf  die  Kegel-  und  Zylinderflächen  allerdings  nicht  in  dieser  Form; 
denn  für  sie  ist  LN  —  M^  =  0,  und  beide  Scharen  von  Asymptoten- 
linien fallen  mit  den  erzeugenden  Geraden  zusammen.  Dagegen  kann 
on  einem  Netz  von  Asymptotenlinien  auf  den  beiden  einzigen  konvex- 
onkaven  Flächen  zweiten  Grades  (S.  82),  dem  einschaligen  Hyper- 
oloid  und  dem  hyperbolischen  Paraboloid,  die  Rede  sein.  Und  da 
jede  der  beiden  Flächen  auf  zwei  verschiedene  Arten  durch  Bewegung 
einer  geraden  Linie  entstehen  kann,  so  müssen  die  Asymptotenlinien 
in  ihrer  Gesamtheit  mit  den  Erzeugenden  übereinstimmen.  Sie  können 
mithin  ohne  Integration  vollständig  angegeben  werden,  wenn  die 
Flächen  in  der  Form  (II),  z.  B.  durch  die  einfachsten  Gleichungen 

i^*  -L  ^*  _  ^*  —  1 

«2  "1"   &*  c^   ~  ^ 
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definiert  sind.  Wollte  man  dagegen  z.  B.  für  das  Hyperboloid  von 
der  Darstellung  der  kartesisehen  Koordinaten  durch  die  Parameter  der 
Krümmungskurven  ausgehen  (vgl.  §  65),  so  würde  man  bei  der  Be- 
stimmung der  Asymptotenlinien  auf  das  Eulersche  Integral  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichung  geführt  werden. 

Zu  den  geradlinigen  Flächen  gehört  ferner  beispielsweise  die 
Schraubenfläche.  Sie  wurde  durch  eine  Gerade  erzeugt,  die  eine 
feste  Achse  stets  senkrecht  schneidet  und  sich  dabei  so  bewegt,  daß 
die  Strecken,  um  welche  der  Schnittpunkt  auf  der  Achse  fortrückt, 
den  Winkeln  proportional  sind,  um  welche  die  Gerade  sich  dreht  (S.  23). 
Die  Fläche  war  durch  die  drei  Gleichungen 

X  =  u  cos  V 

(3)  ^  =  w  sin  V 

0  =  hv 

dargestellt;  auch  konnte  man  sich  mit 

(4)  ^  =  &  arc  tg  ^ 

begnügen  (S.  122). 

Wird  davon    abgesehen,    daß    auf   der   Schraubenfläche    die   eine 
Schar  von  Asymptotenlinien  von  vornherein  bekannt  ist,  so  kann  die 
Fläche  als  einfaches  Beispiel  für  die  Bestimmung  dieser  Linien  unter 
der  Annahme 
(III)  ^  =  <x,y) 

dienen.     Als  Differentialgleichung  (1)  ergibt  sich 

(5)  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  0 
und  im  besonderen  folgt  aus  (4) 


—  hy  hx 


(6) 


2hxy  h{y^  —  x^)  , — 2hxy 


also 

(7)  xydx^ -\- {y^  —  x^)dxdy  —  xydy^  ^0 
oder 

(8)  {ydx  —  xdy)  (xdx  +  ydy)  =  0, 
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Von  den  beiden  Integralen  dieser  Differentialgleicliung, 

(9)  y  =  Cx,       x^-\-f=G\ 

liefert  das  erste  eine  Ebene  durch  die  Achse  der  Schraubenfläche,  das 
zweite  einen  Kreiszylinder  mit  derselben  Achse.  Die  Asymptoten- 
linien bestehen  also,  außer  aus  den  erzeugenden  Geraden,  aus  einer 
Schar  von  Schraubenlinien.  Denn  solche  Kurven  werden  nach  S.  18 — 19 
für  konstantes  u  durch  die  Gleichungen  (3)  dargestellt. 

§  71. 

Eigenschaften  der  Asjnnptotenlinien. 

Bestimmung  dieser  Kurven  auf  den  Umdrehungsflächen. 

Ist  eine  Asymptotenlinie  nicht  gerade,  so  hat  sie  eine  Schmiegungs- 
ebene,  und  diese  muß,  wie  aus  n  =  li  cos  (w,  h)  (S.  59)  hervorgeht,  die 
Fläche  berühren.  Direkt  nach  §  2  und  15  aufgestellt,  würden  die 
Bedingungen  dafür 

sein.     Infolge  der  Relationen 

Fdx  +  Qdij  +  Bdz  =  0 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 

sind  sie  aber  einer  einzigen  äquivalent,  die  man  dahin  aussprechen 
[ann,  daß  die  rektifizierende  Ebene  die  Flächennormale  enthält. 


p 

Q 

R 

dx 

dy 

dz 

X 

Y 

Z 

'egen 

Qdz 

fö.  9  (12))  läßt  sich 


=  0. 


Mdy  =  ds^ d^x  —  dx  ds  dh,  . 


^Xd^x  =  0 
Schreiben.     Man  wird  also  auf 

Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^  =  0 


zurückgeführt. 

In  der  Gestalt 

[1) 


^dxdX  =  0 


(S.  74  (3))  besagt  die  Bedingung,  daß  die  Tangente  einer  Asymptoten- 
linie und  die  Tangente  ihres  sphärischen  Bildes  in  entsprechenden 
Punkten  aufeinander  senkrecht  stehen. 


L 


17" 
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Nach  der  Theorie  des  Dupinschen  Kegelschnitts  sind  die  Krüm- 
mungskurven die  Winkelhalbierungslinien  der  Asymptotenkurren. 
Sollen  die  letzteren  allenthalben  aufeinander  senkrecht  stehen,  ebenso 
wie  die  Krümmungslinien  es  tun,  so  muß  die  Bedingung 

(2)  GL-2FM-\-EN=0 

gelten;  sie  ist  notwendig  und  hinreichend.  Nach  S.  77(19)  besagt 
sie,  daß  für  aUe  Flächenpunkte 

n^  +  n^^O 

ist.  Man  kommt  auf  diese  Bedingung  bei  der  Frage  nach  den  Flächen, 
die  bei  gegebener  Begrenzung  den  kleinsten  Flächeninhalt  einschließen, 
und  bezeichnet  infolgedessen  die  durch  das  Verschwinden  der  mittleren 
Krümmung -^(Wi  +  Wg)  gekennzeichneten  Gebilde  als  Minimalflächen. 
Außer  dem  schon  im  §  31  betrachteten  Katenoid  gehört  z.  B.  die 
Schraubenfläche  zu  den  Minimalflächen.  Denn  aus  den  Werten  (6) 
des  vorigen  Paragraphen  folgt  unmittelbar 

(3)  (1  +  <f)r  -  2pqs  +  (1  +  p')t  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  nach  S.  80(12)  mit  H=0  gleichbedeutend. 
Nach  §  37  sind  diese  beiden  speziellen  Minimalflächen  aufeinander 
abwickelbar. 

Die  Differentialgleichung  der  Asymptotenkurven  möge  für  eine 
beliebige  ümdrehungsfläche  aufgestellt  werden.    Aus  S.  101(10)  folgt 


dy   dz  dz    8y_ 

du  dv         du  dv 


uf(u)  cos  V 


dz    dx        dx  dz  j.,,  x    . 

-^—  -75 -^—  -^^  =  —  uf  (u)  sm  V 

du  dv        du  dv  '  \  / 

dx  dy        dy  dx 

du  dv         du  dv  ' 

und  hieraus,    da  der  Größe  u  als  Radiusvektor  das   positive  Zeichen 
beigelegt  werden  kann, 

X  = '  _  ^^ —  cos  V 

Vi  +  f{uy 

(4)  Y=---IM=Bmv 


Die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  waren  (S.  102  (12)) 
(5)  E=\-\-  f{uf,        jP  =  0,         G==u', 
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und  die  der  zweiten  Ordnung  werden 

(6)  L^-^£M=.,        M=0,        N  =  -^£B=. 

Die  Gleichungen  F  =  0,  M  =  0  kennzeichneten  die  Koordinatenlinien 
als  Krümmungskurven  (S.  255).  Das  Problem  der  Asymptotenlinien 
führt  auf  die  Differentialgleichung 

f"{u)du^  -\-  uf'(u)dv^  =  0, 
die  durch 

gelöst  wird.  Die  Asymptotenkurven  auf  den  ümdrehungsflächen  lassen 
sich  also  durch  Quadraturen  bestimmen.  Man  sieht  (vgl.  S.  99 — 100), 
daß  die  Kurven  nur  dann  existieren,  wenn  die  Meridiankurve  gegen 
die  Achse  der  Fläche  konvex  ist. 

§72. 
Die  Asynaptotenkurven  als  Koordinatenlinien. 

Für  die  Annahme,  daß  das  Netz  der  Koordinatenlinien  mit  dem 
der  Asymptotenkurven  zusammenfällt,  gelten  die  Gleichungen 

(1)  L  =  0,        N=0. 

Dann  wird 

(2) 


_        FÜI^  _  _  EM 

V2I  2^2      )  V22  J'i 


also 

(3)  %1  —  %2  =  0, 


(4) 


u        T'\-^  du  dv) 


d 


dX       M  /      r,  dx    ,    ^  dx 


dv 


(5)  H-^^^,        K=-^^, 

(6)  l}-§{-F±yEG). 

Die  Beziehung  zwischen  zwei  konjugierten  Tangenten  ist 

(7)  -^-1  4-  ^^-  =  0 

und  die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien 

(8)  Udu'  -  Gdv'  =  0 
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zerfällt  in 

YEdu  -\-yGdv  =  0,        YEdu-YGdv^O.. 
Die  zweite  und  dritte  Fundamentalgleichung  nehmen  die  Form  an 

(9) 

Auf  die  Relationen  zwischen  den  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung 
und  ihren  Ableitungen,  die  man  aus  den  drei  Fundamentalgleichungen 
durch  Elimination  von  M  herleiten  kann,  soll  hier  nicht  eingegangen 
werden. 

Die    kartesischen    Koordinaten    genügen    den    linearen   partiellen 
Differentialgleichungen 

du^         ^    du  ~^     ^    dv 

cv^  ^    du  ^   dv 

Ein  Spezialfall  der  ersten  ist  oben  bei  den  geradlinigen  Flächen  be- 
nutzt worden. 

Das  Linienelement  der  Einheitskugel  wird  durch  die  Größen 


(11)      g=^^r,  s=- 

FM'-          ^       GM'' 

bestimmt,  die 

(12)                      dö^^^lißdu^ 

-2Fdudv-^  Gdv^) 

liefern. 

§  Td. 
-     Bedingungen  für  die  Isometrie  eines  Kurvennetzes. 

In  den  Paragraphen  65  und  66  ist  gezeigt  worden,  daß  die  Mittel- 
punktsflächen zweiten  Grades  (vom  Kegel  abgesehen)  und  die  Para- 
boloide  durch  ihre  Krümmungslinien  jn  unendlichkleine  Quadrate  ge- 
teilt werden.  Dasselbe  gilt  für  die  Umdrehungsflächen  (vgl.  S.  103(16)). 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  diese  Eigenschaft  nicht  allen  Flächen 
zukommt;  doch  gibt  es,  wie  Gauß  bewiesen  hat,  auf  jeder  gegebenen 
Fläche  unendlich  viele  Netze  isometrischer  Kurven. 

Unter  den  Bedingungen  für  ein  solches  Netz  ist  die  der  Ortho- 
gonalität  enthalten,  die  man  in  ihren  verschiedenen  Formen,  je  nach 
der  Darstellung  des  Kurvennetzes,  aus  §  13  entnehmen  kann.  Eine 
zweite  Bedingung  ergibt  sich  durch  folgende  Überlegung. 
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Es  sei  (Fig.  14)  A^^  ein  beliebiger  Flächenpunkt,  betrachtet  als 
Schnitt  zweier  Kurven  des  Netzes.  Der  Fortgang  zu  einem  benach- 
barten Punkte  auf  einer  dieser  Linien  werde,  je  nach- 
dem er  länss  der  ersten  oder  zweiten  vollzogen  wird,  j^\  ^j,-^ 
durch  das  Zeichen  d^  oder  do  gekennzeichnet.    Es  sei  also       -^ 


-^11^12  —  ^i^f         -^11-^21  —  ^i^- 


Fig.  14. 


Nach  willkürlicher  Annahme  eines  der  beiden  Punkte  J.^2  und  Ä^^ 
kann  der  andere  durch  die  Bedingung 

(1)  d^s  =  d^s 

bestimmt  werden.  Das  unendlichkleine  Viereck  Ay^A^^A,^^A^^,  das 
von  zwei  Kurvenpaaren  des  Netzes  begrenzt  wird,  ist  dann  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  als  Quadrat  zu  betrachten.     Denn  man  hat 

A^2 -^22  "^  " 2 ^  "r  d^di^s 
A^iA^^=  d^s  -\-  d^d^s. 

Nun  mögen  ferner  die  Punkte  A^^  und  A^^  durch   die  Festsetzungen 

-^12-^13  "^  ^12^22?  -^21^31   "^  -^21  ^^22 

bestimmt  sein.     Da 

^12^13  "=  ^1^  +  d^d^s 

-^21-^81  =  05^5  -(-  Ct^d^S 

ist,  so  folgen  daraus  die  Beziehungen 

(2)  d^d^s  =  d^d^s 

(3)  d^d^s  =  d^d^s. 

Wird  durch  A^^  die  zweite,  durch  A^^^  die  erste  Kurve  des  Netzes 
gezogen,  so  erscheinen  auch  die  beiden  unendlichkleinen  Vierecke 
J.12^13^23^22  ^^^  -^21-^22-^32^31  ^^^  Quadrate.  Das  vierte  in  der 
Figur  vorhandene  Viereck,  ^22^23-^33^32?  i^^  jetzt  vöUig  bestimmt. 
Soll  es  ein  Quadrat  sein,  so  muß  die  Bedingung 

~  -^22 -^23  "^^  -^22-^32' 

d.  h. 

d^s  +  ^2^1^  4-  d^(diS  +  d^d^s)  =  d.^s  +  did^s  +  d^{d^s  +  d^d^s) 
oder,  nach  Hinzuziehung  von  (1,  2,  3), 

(4)  d^d^d^s  =  d^d-^d^s 
bestehen. 
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Man  kann  sie  von  den  Differentialen  befreien,  indem  man  die 
Richtungskosinus  der  Tangenten  der  beiden  Kurven  einführt,  für  die 
in  den  hier  benutzten  Bezeichnungen  die  Formeln 

■       d,x 
A  =  ^'    j  •  •  • 

j  f  Cva  OC 

gelten.  Es  folgt  nämlich  aus  der  Bedeutung  von  d^  und  d^  und  den 
Grundeigenschaften,  die  von  den  funktionalen  Ausdrücken  der  karte- 
sischen  Koordinaten  immer  vorausgesetzt  vrorden  sind, 

2       1  ^i  t*9  i//  .    •    •    •   • 

d.  h. 

d2(ÄdiS)  =  dj^{Ä'd^s), .  . ., 
Äd^d^s  -\-  d^s  .  d^Ä  =  Ad-yd^s  +  d^s  .  d^A\  .... 

Multipliziert  man  die  drei  Gleichungen  mit  A,  By  C,  dann  mit  A', 
B',  C   und    addiert   jedesmal,    so   findet    man    unter  Benutzung    von 

ZAÄ^O 

"  d^d^s  =  d^s^Ad^A' 

d^d^jS  =  d-^s  SA'doA. 
Nun  ist 

^Ad,A'  =  d^s^A  ^-^  ~  d,s^A®A' 

=  —  d^s^A'&A  =  —  gd^s 

nach  S.  55(15),  und  entsprechend 

^A'd^A  =  —  d^s^A®'  A'  =  —  g'd^s. 
Mithin  wird 

(5) 

(6) 

Setzt  man  aus  diesen  Formeln  d^d^^s  und  d^d^s  in  (4)  ein,  so  erhält 
man  mittels  (1,  2,  3)  und  der  Formeln  (5,  6)  selbst: 

d^  s        d^s   ' 

(7)  ®g-®'g'- 

Um  zu  prüfen,  ob  diese  notwendige  Bedingung,  wenn  nur  von  vorn- 
herein   das    Kurvennetz   als    orthogonal    vorausgesetzt    wird,    für    die 
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Isometrie  auch  hinreiclit,  nehme  man   die  beiden  Scharen  des  Netzes 
als  Koordinatenlinien 

v  =  C ,        u  =  C 

an.     Nach  S.  140(11)  ist  für  i^'  =  0 

n  =  Q>  = ^  m: 

^     ^^        2EyG'  dv 

und  ferner  hat  man 

@y==_4^^  /a'    _     ^     ^^  . 

Demnach  wird 

^   ^      "^'^     yw^u\E'yG^^v')     yg^  dv\a'Y^ du ) 

1       d^ogE'  1      aMogG' 


■J/jE/'G^'   Sv'du'        yG'E'    du'dv 

(8)  0y-%=  ^ 


21/jE"G^'     ^w'^v' 


Aus  (7)  folgt  mithin 


E^  _  <p(m')^^ 
oder 

wo  A  eine   Funktion  von  it'  und  v'  bedeutet.     Für   das  Quadrat  des 
Linienelements  gilt  also  die  Formel 

Verändert  man  die  darstellenden  Parameter  der  beiden  Kurvenscharen 
durch  die  Substitution 

cp{u')du  =  du^,       xl){v')dv'  =  dv^, 
womit 

(9)  ds"  =  l{du\  +  dv\) 

wird,  so  erhält  man  für  du^  =  dn^ 
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sodaß  in  der  Tat  ein  beliebiges,  durch  zwei  Paare  benachbarter  Ko- 
ordinatenlinien begrenztes  Viereck  als  Quadrat  betrachtet  werden 
kann.     Das  heißt: 

Die  Bedingungen 

(^«)  F=0,        '^  =  0 

'  ouov 

sind  für  die  Isometrie  des  Koordinatennetzes  notwendig  und  hin- 
reichend. Und  da  die  zweite  von  ihnen  nach  (8)  auf  (7)  zurückführt, 
so  erweist  sich  diese  Gleichung  mit  der  Orthogonalität  zusammen 
als  für  die  Isometrie  eines  beliebigen  Kurvennetzes  auch  hinreichend, 

§  74. 
Bestimmung  isometrischer  Kurvennetze. 

Die  Aufgabe,  eine  gegebene  Fläche  auf  ein  Netz  isometrischer 
Kurven  zu  beziehen,  läßt  sich  so  aussprechen:  Das  Quadrat  des 
Linienelements  soll  auf  die  Form  (9)  oder 

E\du'  +  dv'') 

gebracht,  also  u,  v    und  E'  der  Gleichung 

(1)  Edu^  -f  2Fdudv  +  Gdv^  =  E'(diP  +  dv^) 

gemäß  bestimmt  werden. 

Die  Klammergröße  auf  der  rechten  Seite  kann  man  in  die  beiden 
konjugiert -komplexen  Faktoren  du  +  idv'  zerlegen.  Führt  man  eine 
solche  Zerlegung  auch  auf  der  linken  Seite  aus,  so  nimmt  die  Glei- 
chung (1)  die  Form  an 

CVEdu  +  ^^dv){yEdu  +  ^'""dv) 


(2) 

=  E'(du  -\-  idv)  (du  —  idv  ). 

Es  sei  Z  ein  integrierender  Faktor  des  ersten  der  beiden  Differential- 
ausdrücke links,  also 

X  {YEdu  +  ^4^  dv)^d{P  +  iQ), 

y  JE 

WO   P  und    Q  Funktionen  von  u  und  v  bedeuten.     Die  Bestimmung 
von  l  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 
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erfordert  die  Lösung  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

(3)  yMdu-{-^'tl^dv=-0. 

y  E 

Hat  man  deren  Integral  auf  irgend  einem  Wege  gefunden  und  in 
die  Form 

gesetzt,  so  muß  für 

l  =  ^i  -\-  vi 

bei  passender  Wahl  von  ^  und  v  die  Beziehung 

C«  +  vi)(yEdu  4-  ^^^^dv)  =  dF-\-  idQ 

y  E 

stattfinden.     Mit  ihr  gleichzeitig  gilt 

{li  -  vi) (yEdu  H T=- dv)  =  dF  —  idQ. 

y  E 

Durch  Multiplikation  beider  Gleichungen  ergibt  sich  eine  Formel,  die 
mit  (2)  identisch  wird,  wenn  man 

setzt.     Die  Auffindung  zweier  Scharen  von  Linien,  für  die 

E'  =  G',         i^'  =  0 

wird,  hängt  also  ab  von  der  Integration  der  Gleichung  (3)  oder,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  zweiten  Grades 

(4)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  0. 

Allerdings  sind  ft  und  v  Funktionen  von  u  und  v,  während  E'  als 
Funktion  von  u  und  v'  erklärt  ist.  Wenn  aber  einmal  die  Inte- 
gration von  (3)  oder  (4)  geleistet  und  damit  der  funktionale  Zusammen- 
hang zwischen  u,  v  und  u',  v  ermittelt  ist,  so  kann  — 2^7-3  in  eine 
Funktion  von  u   und  v    umgesetzt  werden. 

Angenommen  nun,  es  sei,  gleichviel  auf  welche  Weise,  noch  ein 
zweites  isometrisches  Kurvennetz  gefunden,  und  es  sei  für  dieses: 

ds'^^E^id^^^dv';). 

Dann  besteht  also  die  Gleichung 

(5)  E'idu''  +  öfv'2)  =  E^{du\  +  dv\). 
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Die   Größen  w^,  v^  sind   Funktionen   der  ursprünglichen  Koordinaten 
u  und  V,  also  auch  Funktionen  von  u   und  v'.     Setzt  man 

«w,  =  ^,  du  +  ^-J  atJ 


dv.  =  ^  du'  4-  -^  (?v' 


so  folgt  aus  (5): 

\du')  "^  Vawv      \a«'/  "^  \dv')      X 

du  dv'       du  dv' 

Die  letzte  Gleichung  ist  das  Ergebnis  der  Elimination  von  a  aus 

dv^  du^  di\  1   du^ 

du  du'         dv  a  dv' 

Werden  diese  Werte  in  die  vorhergehende  Relation  eingesetzt,  so  er- 
gibt sich  für  £  =  ±  1 

du,  du,  dv,  dv,  du, 

^    c  /V  -    jt  t-  L  c  t  . 

V  du  ou  '         dv  au 

Hieraus  folgt  weiter 

d  («1  +  iv^)  d  (Vi  —  iui) s  d(ui  -\-  ivj) 

dv  du'  i         du         ' 

d.  h.  die  Größe 

Mj  +  i'^i  =  e3 

genügt  als  Funktion  von  u   und  v    der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

da  ,  :d(0 

Ihre  allgemeine  Lösung  ist 


u  dv 


03  =  q}(u'  —  siv') 

für  ^  als  willkürliche  Funktion.  Hiernach  müssen  sich  u^  und  Vj 
aus 

(6)  WjL  -{-  iv^  =  q)(u'  i:  iv) 

durch  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären  ergeben.  Versteht  man 
unter  ip{ii  ^i  iv)  die  zu  cpiu+iv)  konjugierte  Funktion,  d.  h.  die- 
jenige, die  aus  ihr  hervorgeht,  wenn  überall,  auch  in  den  etwa  vor- 
kommenden komplexen  Konstanten,  i  mit  —  i  vertauscht  wird,  so 
kann  man  auch  die  Gleichung 

(7)  u^  —  iv^  =  ^(m'  ~p  iv) 
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hinzunehmen  und  u^,  v^  aus  (6)  und  (7)  bestimmen.    Daß  umgekehrt, 
wenn  in  den  Gleichungen 

%  +  «%  ==  (p{u  +  iv'),         u^  —  iv^  =  ■4}{u  —  iv) 
oder 

^1  +  *^'i  =  9P(^'  ~  *^')'         ^1  ~  *^i  "^  ^('^'  +  *^') 
unter  9)  eine  beliebige  Funktion  verstanden  wird,  die  Kurven  u^  =  const., 
v^  =  const.    ein    isometrisches   Netz    bilden,    ergibt    sich    unmittelbar. 
Denn  man  erhält 

du\  +  dv\  =  (p\u  ±  iv)t'(u  +  iv){du^  +  dv'^) 
oder,  bei  Hinzunahme  von  (1), 

Es  sind  also  auch  für  die  Parameter  u^,  v^  die  erste  und  dritte 
Fundamentalgröße  erster  Ordnung  einander  gleich,  die  zweite  gleich  Null. 

Hiernach  können  schließlich  alle  isometrischen  Kurvennetze  auf 
einer  Fläche  als  bekannt  angesehen  werden,  wenn  eines  von  ihnen 
gefunden  ist. 

§  75. 
Konforme  Abbildung. 

Mit  der  Theorie  der  isometrischen  Linien  hängt  eine  Abbildungs- 
aufgabe eng  zusammen.  Man  sagt  allgemein,  zwei  Flächen  seien 
(eindeutig)  aufeinander  abgebildet,  wenn  jedem  Punkte  der  ersten  ein 
Punkt  der  zweiten  entspricht,  und  umgekehrt.  Am  einfachsten  kann 
man  sich  eine  solche  Abbildung  dadurch  vollzogen  denken,  daß  man, 
wie  im  §  37,  die  kartesischen  Koordinaten  beider  Flächen  als  Funk- 
tionen derselben  Variablen  u,  v  annimmt.  Von  dieser  Art  ist  die 
durch  parallele  Normalen  vermittelte  Beziehung  einer  beliebigen  Fläche 
zur  Einheitskugel  (§  35). 

Hier  soll  speziell  von  der  konformen  Abbildung  die  Rede  sein, 
die  durch  die  Gleichung 

(1)  dSi  =  tnds 

charakterisiert  wird,  ds  und  ds^^  bedeuten  dabei  irgend  zwei  ein- 
ander entsprechende  Linienelemente  der  ersten  und  zweiten  Fläche, 
m  eine  Funktion  von  u  und  v.  Sind  E^,  F^,  G^  die  Fundamental- 
größen der  zweiten  Fläche,  so  ist  (1)  gleichbedeutend  mit 

(2)  E^du^  +  2F^dudv  -h  G^dv^  =  m\Edu^  -f-  2Fdiidv  -j-  Gdv'), 
und  für  das  Bestehen   dieser  Gleichung  wieder  sind  die  Bedingungen 

(3)  E,  =  m'E,        F^  =  m^F,         G^^m'G 
notwendig  und  hinreichend. 
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Bei  der  konformen  Abbildung  sind  die  Winkel  zwischen  ent- 
sprechenden Linienelementen  beider  Flächen  einander  gleich.  Denn 
nach  den  Formeln  §  11  (8,  12)  hängen  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen des  Winkels  zweier  Richtungen  nur  von  den  Yerhältnissen  der 
Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  ab,  ändern  sich  also  nicht,  wenn 
man  E,  F,  G  mit  einer  und  derselben  Größe  m^  multipliziert.  Nimmt 
man  auf  den  beiden  Flächen  zwei  einander  entsprechende  unendlich- 
kleine Dreiecke  an,  so  kann  man,  unter  Vernachlässigung  der  Änderung 
von  m  in  einem  solchen  Dreieck,  sagen,  daß  ihre  homologen  Seiten 
einander  proportional  sind.  Aus  diesem  Grunde  bedient  man  sich  für 
zwei  konform  aufeinander  abgebildete  Flächen  auch  des  Ausdruckes, 
sie  seien  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich. 

Wird  die  Größe  m  konstant,  =  1  angenommen,  so  geht  die  kon- 
forme Abbildung  in  die  Abwickelung  (§  37)  über. 

Es  sei  jetzt  die  zweite  Fläche  im  besonderen  eine  Ebene.    Dann 

kann  man 

dsl  =  dul  -f  dvl 

setzen,  für  u^,  v^  als  rechtwinklige  kartesische  Koordinaten,  und  die 
Gleichung  (1)  oder  ds  =  m^ds^  liefert 

(4)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^  =  ml{dul  -^  dvf). 

Dieser  Beziehung  gemäß  ist  der  funktionale  Zusammenhang  zwischen 
u,  V  und  M^,  v^  zu  bestimmen.  Die  Form  von  (4)  lehrt  in  Verbindung 
mit  S.  266(1),  daß  die  Aufgabe,  ein  Netz  isometrischer  Kurven  zu 
finden,  mit  dem  Problem  der  konformen  Abbildung  der  gegebenen 
Fläche  auf  eine  Ebene  identisch  ist.  Infolgedessen  werden  die  Größen 
Wj  und  v^,  für  welche  E^  =  (r^,  i^^  =  0  ist,  auch  als  Abbildungs- 
parameter bezeichnet.  '^ 

Liegt  die  Aufgabe  vor,  zwei  auf  verschiedene  Parameter  be- 
zogene krumme  Flächen  konform  aufeinander  abzubilden,  d.  h.  u,  v 
als  Funktionen  von  u,  v  so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichung 

E'du^  +  2F'dudv-\-  G'dv'^  =  m\Edu^  -f  2Fdudv  +  Gdv^) 

stattfindet,  so  bilde  man  beide  Flächen  zunächst  auf  die  Ebene  ab. 
Dies  geschieht  vermittelst  der  Gleichungen 

Edu'-  -\-  2Fdudv  +  Gdv^  =  ml  (dul  +  dvl) 
E'du^-\-  2F'dudv'  \-  G'dv''^  m^{du^ -\- dv'^) , 

deren  jede  die  Integration  einer  Diö'erentialgleichung  erster  Ordnung 
und  zweiten  Grades  voraussetzt.     Sind  u^  und  v^  als  Funktionen  von 
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M  und  V,  u\  und  v\  als  Funktionen  von  u  und  v'  gefunden,  so  ist 
noch  die  Gleichung 

m'lidu'l  -\-  dv'l)  =  m^m\{du\  +  dv\) 

zu  erfüllen,  was  nach  §  74  in  der  allgemeinsten  Weise  dadurch  ge- 
schieht, daß  u\  +  *Vi  gleich  einer  willkürlichen  Funktion  von  %  ±  iv-^ 
geßetzt  wird.  Hierdurch  wird  schließlich  die  gesuchte  Beziehung 
zwischen  u,  v  und  ii,  v    geliefert. 

§76. 
Konforme  Abbildung  eines  Botationsellipsoids  auf  eine  Ebene. 

Die  Gleichung  des  UmdrehungseUipsoids  sei 

w  ^-^  +  ^  =  1- 

Im  Anschluß  an  Gauß  ersetzen  wir  sie  durch 
X  =  a  sin  u  cos  v 

(2)  y  =  O'  sin  u  sin  v 

z  =  c  cos  u. 

Die  hieraus  folgenden  Ausdrücke 

(3)  JE^  =  a^cos^M  +  c^sin^w,         jP=0,         G  =  a^^\\\^u 

kennzeichnen  nach  S.  266  (10)  die  Koordinatenlinien  bereits  als  iso- 
metrisch. Um  die  Abbildung  durchzuführen^  hat  man  nur  den  Para- 
meter M  durch  eine  Funktion  u  von  u  derart  zu  ersetzen,  daß  E'  =  G' 
wird.     Zu  dem  Ende  ist  die  Differentialgleichung 


j/a^ cos^ u  -\-  c^ sin^ udu  —  aiBmudv  =  0 
oder 

(4)  ]/ctg2tt-f-^  du  -  idv  =  0 

zu  integrieren,  d.  h.,   da   die  Variablen   getrennt  und   der  Koeffizient 
von  dv  konstant  ist,  eine  Quadratur  auszuführen. 

Es   sei   für  c  <  a,   also  unter  Voraussetzung  eines  abgeplatteten 
EUipsoides, 

(5)  y^:  -  ^, 

so  liefert  die  Substitution 

(6)  ctgw  =  -|- ctgw; 

als  Differentialgleichung: 

{n\  (l  —  «*)dw  .,         ^ 

(0  -. — -jz 5 — -i—T  —  *au  =  0. 

^  ^  8mi<;(l  —  £*co8*m;) 
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Setzt  man  nun 


A  B  sin  w  C  sin  w 

+  ^1      r:;:;;^^  + 


sinw(l  —  £*cos*«>)        8in^t;        1  —  8  cos«;        l-\-scosw^ 
wobei  A,  B,  G  durcli  die  Gleichungen 

A  =  -r^,        B=C  *' 


l_a*;  ^        -  2(1  — f*) 

bestimmt  werden,  so  erhält  man  als  Integral  von  (7) 

(8)  log  ctg  -IT  +  -IT  log  :,   I \-  IV  =  ü  . 

Es  ist  u  +  vi  gleich  einer  Funktion  der  linken  Seite  dieser  Grleichung 
zu  setzen.     Im  besonderen  kann  man 

/riN  /  7    1  (     L       ^«^      /l  —  fC0S«;\2|  /  7 

(9)  ^-^lQg{^fcgY-(i  +  .cosJ   I'        ^-^'^^ 
annehmen. 

Ist  das  Rotationsellipsoid  ein  verlängertes,    also   c  >  a,  so   tritt 

(10)  V^^  =  n 

an  die  Stelle  von  (5),  und 

(11)  -. — \  '  ,     ä j-^  —  *av  =  0 

^      ^  sin  w(l -|- Tj^  cos^if;) 

an  die  Stelle  der  Differentialgleichung  (7).    Macht  man  die  Zerlegung 
1  J.  B  sin  w 


sin  w(l -|- ^*cos*  w)        sinw        1 -j- rj*c08*w' 

so  gelten  die  Bestimmungen 

1  * 


und  das  Integral  von  (11)  wird 

(12)  log  ctg  Y  '^  '^  arctg  (rj  cos  w)  +  iv  =  C\ 

Um  der  Bedingung  E' =  G'  zu  genügen,  darf  man  also  jetzt 

(13)  u  ='k  log  ctg  —  -f  ^^  arctg  (rj  cos  «^),         v'  =  kv 

setzen. 

Daß  in  (9)  und  (13)  noch  u  für  w  aus  der  Gleichung  (6)  einzu- 
führen ist,  versteht  sich  von  selbst. 
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Für  c  =  a  wird  das  Rotationsellipsoid  zu  einer  Kugel,  und  man  hat 

(14)  E  =  a\        F=-0,         G^aHm^u 

du  •  1  r\ 

-. tdv  =  0 

sin  u 

log  ctg  —  +  «!;  =  C 

(15)  m' =  it  log  ctg  Y ,        v'==Jcv, 

wie  auch  für  w  ==  u,  s  =  0  und  rj  =  0   aus  (9)  und  (13)  folgt.     Das 
Quadrat  des  Linienelements  geht  aus 

d^(du^  +  sin^  u  dv^) 


m 


{du^  +  dv') 


Jc^il  +  e  *") 
über. 

Die  konforme  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebene  ist  für  die 
Kartographie  wichtig,  doch  sollen  Einzelheiten  dieser  Anwendung 
'  hier  nicht  erörtert  werden.  Nur  das  sei  bemerkt,  daß  die  Glei- 
chungen v'  =  const.,  u  =  const.  auf  der  Kugel  die  Meridiankreise  und 
die  Parallelkreise  liefern,  in  der  Ebene  zwei  Scharen  paralleler  Ge- 
raden, die  aufeinander  senkrecht  stehen.  Diese  Abbildung  entspricht 
also  dei:  Mercatorschen  Projektion. 

Bezieht  man  dageoren  die  Ebene  auf  Polarkoordinaten  statt  auf 
kartesische,  so  entspricht  die  Abbildung  der  stereographischen  Pro- 
jektion. Denn  die  Meridiane  gehen  hier  in  gerade  Linien  über,  die 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Pol  des  Koordinatensystems, 
schneiden,  und  die  Parallelkreise  in  konzentrische  Kreise  mit  dem  Pol 
als  Mittelpunkt. 

Die  Aufgaben,  spezielle  Flächenstücke  von  gegebener  Begrenzung 
aufeinander  abzubilden,  gehören  zu  den  interessantesten  der  Analysis. 
Nach  den  Ergebnissen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  sind 
es  jedoch  nicht  Probleme  der  allgemeinen  Flächentheorie,  sondern  der 
speziellen  Funktionentheorie,  und  können  deshalb  hier  nicht  Gegen- 
stand der  Untersuchung  sein. 

§  77. 
Isometrische  Koordinatenlinien. 

Wählt  man  die  Koordinatenlinien  isometrisch  und  nimmt  die 
Parameter  von  vornherein  als  Abbildungsparameter  an,  so  erfahren 
viele  flächentheoretische  Formeln  eine  beträchtliche  Vereinfachung. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  18 
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So  reduzieren  sich  für 
(1)  E  =  G,        F=0 

die  sechs  Christofifelschen  Verbindungen  auf  zwei  Größen.     Denn  aus 
den  Definitionsgleichungen  S.  137(27)  folgt 


^1  = 

(2) 

^2  = 

1    dE 

j,        1     dE 

'^i         2E'dv    ' 

j:= 

1     dE 

2E   du  ' 

2E   du 

1     dE 
2E   dv   ' 

j,      1    dE 

"^2        ~2E   cu  ' 

j;'  = 

1     dE 
2E  dv  ' 

mithin 

(3) 

JjL    =  t/g  =  —  J^ 
"2   ^^  ^1  ^^  —  "  2  • 

Die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  in  den  Weingartenschen  Formeln 
werden 

_  _  A  —       ^ 


\-^J 

%i  =  - 

M 
E' 

nn 

,  =  - 

N 
'  E 

und  demnach  diese  Formeln 

selbst 

(5) 

dx 

du 

i(^ 

dx 

du 

■{-M 

dxy 
dv  j 

(6)  l^  =  -^(Mp--^Np-)- 
^  ^  dv  E  \       du    '  dv  J 

Für  die  Summe  und  das  Produkt  der  Hauptkrümmungen  ergeben  sich 
die  Gleichungen 

(7)  H=-^^ 


(8)  K^ 


E 
E' 


und  die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  wird 

Mdu^  -\-(N-  L)dudv  ~  Mdv'-  =  0. 

Der    Gaußsche    Ausdruck    des   Krümmungsmaßes   (S.  120  (7))    ist 
durch  die  Gleichung 

bestimmt;  die  zweite  und  dritte  Fundamentalgleichung  (S.  229(D))  lauten 
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Endlich  haben  die  Fundamentalgrößen  der  Einheitskugel  die  Werte 

(11)  .     ^  =  ~~{L  +  N)M 

aus  denen  sich  das  Quadrat  des  Linienelements  der  Kugel  in  der  Form 

( 12)  dö^  =  ^  [(Ldu  +  Mdvy  +  {Mdu  +  Ndvf] 

zusammensetzt. 

§78. 
Geodätische  Linien. 

Zu  einer  wichtigen  Klasse  von  Kurven  führt  die  Aufgabe,  auf 
einer  Fläche  die  kürzeste  Verbindung  zwischen  zwei  Punkten  zu 
finden.  Längs  eines  Kurvenstückes  mit  den  Endpunkten  Äq  und  Ä^^ 
sind  X,  y,  z  [als  Funktionen  einer  unabhängigen  Variablen  t  zu  denken, 
die  alle  Werte  eines  Intervalles  (t^  .  .  .  t^  stetig  durchläuft.  Diese 
Funktionen,  die  durch  die  Flächen  gleichung 

(1)  F{^,  y,^)-^ 

verbunden  sind,  müssen  dann  so  bestimmt  werden,  daß 


»-/Vfr+(ifr+(ifr* 


ein  Minimum  wird. 

Zwischen  Aq  und  A^  sei  noch  eine  zweite,  der  ersten  benachbarte 
Kurve  angenommen,  deren  Koordinaten  die  Ausdrücke  x{f) -\- i,(t), 
y(t)  +  rj(t),  g(t)  +  £[(0  haben  mögen  und  deren  Bogenlänge  S  heiße. 
Die  Funktionen  a;  +  |,  ...  genügen  ebenfalls  der  Flächengleichung, 
es  ist  also 

(2)  i^(a;  +  I,  1/  +  ^,  ^  +  0  =  0- 

Daß  die  gesuchte  Kurve  nur  mit  solchen  in  ihrer  Nachbarschaft  ver- 
glichen wird,  soU  analytisch  darin  seinen  Ausdruck  finden,  daß  ^,  r],^, 
ebenso  wie  deren  Ableitungen,  für  aUe  in  Betracht  kommenden  Werte 
von  t  dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  sind.  Unter  diesen 
Voraussetzungen,  im  übrigen  bei  beliebiger  Wahl  von  |,  i?,  ^  muß 
der  Aufgabe  gemäß 

S>s 

18* 
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werden.    Nun  ist 

Entwickelt  man  in  der  Differenz  S  —  s  die  Größe  unter  dem  Integral- 

,?eichen  nach  Potenzen  von  ^- ,  -^ ,  -^.,  so  findet  man  als  Aggregat 

der  linearen  Glieder 

dx  d|       dy  dr\        dz  d^ 
'di'dt'^'di'dt'^'dt'dt 


Wegen 

dx^  +  dy^  +  d^^  =  ds^ 

kann  man  dafür  kürzer 

dx  d|       dy  dri    .    dz  d^ 
ds   dt        ds   dt        ds  dt 

schreiben.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  ist  das  Anfangsglied  von 
S  —  s  und  muß  gleich  Null  sein,  wenn  die  Differenz  beständig  positiv 
sein  soU.  Ob  sie  wirklich  positiv  wird,  hängt  von  dem  Zeichen  des 
Restausdruckes  ab.  Hiernach  ergibt  sich  als  notwendige,  aber  im  all- 
gemeinen nicht  hinreichende  Bedingung: 

Zerlegt  man  das  Integral  in  drei  Summanden  und  wendet  partielle 
Integration  an,  so  erhält  man  für  den  ersten  Teil 


^dx 

ds  -,, 
—TT  dt. 

dt 


Nun  müssen  die  Größen  i,,  7],  t,  für  t  =  tQ  und  t  =  t^  verschwinden, 
da  die  Endpunkte  A^,  A^  für  die  zweite  Kurve  dieselben  sind  wie 
für  die  erste.  Die  ersten  Glieder  rechts  fallen  also  weg,  und  die 
Gleichung  (3)  wird  durch 

//       dx  dy  /i^^\ 
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ersetzt.     Infolge  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  gilt  dabei  für  |,  tj,  ^, 
unter  beständiger  Weglassung  der  höheren  Potenzen,  die  Bedingung 

Aus  (4)  und  (5)  ist  für  die  gesuchte  Kurve  eine  von  |,  rj,  l  freie 
Differentialgleichung  herzuleiten.  Das  Verfahren  wird  am  deutlichsten, 
wenn  man,  obwohl  auf  Kosten  der  Symmetrie,  die  unabhängige 
Variable  t  gleich  einer  der  kartesischen  Koordinaten  selbst,  etwa  rr, 
annimmt.     Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  erhalten  dann  die  Form 


/( 


dy   '       dz  ^ 


Durch  Elimination  von  ^  folgt 


X 

ß 


,dy         oF   ^dz 
ds  ov      ds 

dx 


dz 


eine  Bedingung,  in  welcher  nun  iq  innerhalb  gewisser  Grenzen  völlig 
willkürlich  ist  und  die  daher  nur  bestehen  kann,  wenn  der  Koeffizient 
von  ri  verschwindet.     Dies  liefert 

idy     _,dz  _  dF     dF 
ds  '     ds        dy  '  dz  ^ 

oder  bei  Benutzung  der  Frenetschen  Formeln  (I)  und  der  Ausdrücke 
8.50(12)  für  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale: 

(6)  h":c"=Y:Z, 

d.  h. 


h"  =  aY, 

c"  =  sZ 

Infolge  der  Identitäten 

^aa"  <=  0, 

^aX 

tritt  hierzu  noch 

a"  = 

sX, 

I 


womit  die  durch  die  Annahme  t  =  x  zerstörte  Symmetrie  wiederher- 
gestellt ist.  Hiernach  müssen  die  Hauptnormale  der  gesuchten  Kurve 
und  die  Normale  der  gegebenen  Fläche,  von  den  positiven  Richtungen 
abgesehen,    zusammenfallen;    oder,    was    wegen   des    Senkrechtstehens 
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beider  Geraden  auf  der  Kurveutangente  dasselbe  besagt,  die  Schinie- 
gungsebene  der  kürzesten  Linie  muß  überall  durch  die 
Fläcbennormale  bindurcbgeben.  Diese  Bedingung  ist  aber  im 
allgemeinen  ebenso  wenig  hinreichend  für  die  Kennzeichnung  der 
kürzesten  Linie  wie  die  Gleichung  (3),  aus  der  sie  abgeleitet  worden 
ist.  Infolgedessen  werden  die  Kurven,  für  die  nur  die  eben  an- 
gegebene geometrische  Eigenschaft  besteht,  als  geodätische  Linien 
von  den  kürzesten  unterschieden.  Mit  ihnen  beschäftigen  wir  uns  im 
folgenden  ausschließlich;  die  wichtige  und  interessante  Untersuchung, 
wann  die  geodätischen  Linien  zugleich  kürzeste  sind,  soll,  als  der 
Variationsrechnung  angehörig,  hier  nicht  geführt  werden. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  geodätischen  Linien  läßt 
sich  in  mancherlei  verschiedene  Formen  setzen,  die  alle  auf  verän- 
derte Ausdrücke  der  Bedingung  (6)  hinauskommen.  Die  Orthogo- 
nalität  der  Binormale  zur  Flächennormale  liefert 


(7) 
oder 

(8) 
d.  h. 

X       Y      Z 

(9)  ^  dx      dy     dB    \  =  0. 

d^x     d^y    d^z  I 

Je   nachdem    die   Fläche  in   der  Form   (1)   oder   z  ==  z{Xy  y)    ge- 
geben ist,  sind  diese  Gleichungen  mit 


(10) 


dF 

dF 

dF 

dx 

dy 

dz 

dx 

dy 

dz 

d'x 

d'y 

d^z 

=  0 


Pp-\-  Qq  —  B=-0 


oder 

(11) 
gleichbedeutend. 

Einer  weitläufigeren  Rechnung  bedarf  es,  um  die  Differential- 
gleichung der  geodätischen  Linien  für  den  Fall  zu  erhalten,  daß 
x,  y,  z  als  Funktionen  von  u  und  v  gegeben  sind.  Allein  diese  Rech- 
nung ist  bereits  früher  vollständig  erledigt  worden.  Erinnert  man 
sich  nämlich  der  Formel  S.  125(2) 


(12) 


gds^ 


X       Y      Z 

dx     dy     dz 
d^x    d^y    d^z 
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so  sieht  man,  daß  eine  geodätische  Linie  auch  durch  das  Verschwinden 
ihrer  Tangentialkrümmung  gekennzeichnet  werden  kann.  Nach  der 
damals  angestellten  Transformation,  vgl.  S.  127  (6),  wird  also  die 
Differentialgleichung: 

(J^du^  -\-2J^dudv  +  J'^dv^)du  —  (J^du^  +  2J[dudv  -j-  Jl'dv^)dv 
(13) 

+  dud^v  —  dvd^u  =  0 . 

Es  hat  wenig  Zweck,  hierin  die  Ausdrücke  der  Christoffeischen  Größen 
aus  S.  137  (27)  einzusetzen.  Nur  der  Vollständigkeit  wegen  möge 
die  entstehende  Gleichung  angegeben  werden: 

(Edu  +  Fdv)l(^^-l^~^)du'  +  i^dudv  +  l-^-ßdv''\ 
^  "^Lxdit         2   dv  /  cu  ^     2   dv         J 

(14)     -  (Fdu  +  Gdv)ll-l^du'  +  ^.^dudv  +  (?Z_  1|^.)  ,7^21 

^  -^L^   du  dv  \  ov         2  du  )        J 

-^{EG  —  F^){dud^v  -  dvd^u)  =  0. 

Nach  der  Herleituug  ist  ihre  linke  Seite  gleich  gTds^. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
muß  zwei  willkürliche  Konstanten  enthalten,  die  man  sich  im  all- 
gemeinen durch  Fixierung  zweier  Punkte,  etwa  der  Endpunkte  A^ 
und  A^  der  geodätischen  Linie,  bestimmt  denken  kann.  In  engerem 
Zusammenhange  mit  der  Natur  der  Differentialgleichung  steht  die 
Angabe  nur  eines  Punktes,  zusammen  mit  der  Richtung,  in  welcher 
die  geodätische  Linie  von  ihm  ausgehen  soll. 

§79. 

Verschiedene  Formen  der  Differentialgleicliung 

der  geodätischen  Linien. 

Man  kann  die  Gleichung  (13)  oder  (14)  des  vorigen  Para- 
graphen auch  dadurch  finden,  daß  man  direkt  die  notwendige  Be- 
dingung für  das  Minimum  des  Integrales 

h 

ableitet.     Der  Einfachheit  wegen  werde  dabei 

t  =  u 

angenommen,  also  v  längs  der  geodätischen  Linie  als  eine  noch  zu 
bestimmende  Funktion  von  u  betrachtet.  Das  zu  untersuchende 
Integral  nimmt  dann  die  Form  an 
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fyE+2F%+Gi^^:fäu^s. 


Für  eine  zweite,  der  gesuchten  beliebig  nahe  Kurve  sei  v  -^  (X) 
diejenige  Funktion  von  u,  welche  der  Größe  v  für  die  erste  Kurve 
entspricht.     Denkt  man  sich  v  -\-  cn  für  v  in  E,  F,  G  eingeführt,  so 

geht   z.  B.  _£"  in  -B  +  -75—  o  +  •  •  •  über.     Bezeichnet  man  nun  wieder 

mit  S  die  Bogenlänge  der  zweiten  Kurve  und  bildet  das  Anfangsglied 
von  S  —  s,    indem   man   die   Wurzelgröße  unter   dem   Integral  für  S 

nach  Potenzen  von  co  und    ,  ~  entwickelt  und  bei  den  Gliedern  erster 

au 


Dimension  in  diesen  Größen  stehen  bleibt,  so  findet  man  das  Integral 
/     \dv    '       dv  du       dv  \au/  /  \  du/ 


dv\^ 


uo  y  du  \duj 

welches  Null  sein  muß.     Da 


dUj 


YEdu^  +  2Fdudv  +  Gdv^-  =  ds 
ist,  so  kann  man  schreiben 

"'  ^3-2^  ,   ,    ,    .  dF ,    ^      ,    dG 


J 


i-fr—du^  -\-  2  -^:-~dudv  +  -w—dv^\  co  4-  2(Fdu  4-  Gdv)d(o 

\dv  -^       dv  -^   dv         )       ^^_Q_ 


2dsdu 


Bei  Anwendung  partieller  Integration  auf  den  zweiten  Teil  dieses 
Integrals,  der  da  enthält,  ergibt  sich 

C Fdu-\-Gdv  da   -.  rFdu-\-Gdv     1  '         T       ^    (Fdu-\-Gdv\j 

J  Ts du^^  =  [ Ts «J    -J'^-dici Ts j^^- 

Hier  fällt  das  vom  Integralzeichen  freie  Glied  der  rechten  Seite 
weg,  weil  bei  der  Variation  der  Kurve  die  Endpunkte  fest  bleiben, 
CO  also  für  m  =  w^  und  u  =  u^  gleich  Null  sein  muß.  Die  gefundene 
Gleichung  geht  über  in 


dE.  ,  .    dF  .   ,    .  dG .  , 

dv  dv  ^    dv  d  Fdu-\-Gdv 


a 


du  =■  0, 


2dsdu  du  ds 

Nach  dem  auf  S.  277  angewendeten  Schlüsse  muß  der  Koeffizient  von 
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03   verscliwiiiden,  und   man  erhält  als   Differentialgleichung  der   geo- 
dätischen Linien 

.^.  dE  j   o   ,    n^F  j    j      I    ^^j  2       oj^    j  Fdu-\-  Gdv 

(1)  -^   du^  +  2 -w- dudv  +  ^   dv^  =  Zds.d — 

^  ^  dv  dv  cv  ds 

Sie  geht  entwickelt  in  S.  279(14)  über.  Vertauscht  man  in  der  ganzen 
Rechnung  m  und  v,  so  ergibt  sich 

/o\  ^E  j   2    ,    c,dF  j    j      ,    dG  j  2       oj      jEdu-\-Fdv 

(2)  -,^du^-{-2^^—dudv  +  ^r—dir  =  2ds.d -^ —  • 

^  ^  du  du  du  ds 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  weist  auf  die  Einführung  eines 
der  Winkel  hin,  die  die  geodätische  Linie  mit  den  Koordinatenlinien 
bildet,  Ist  nämlich  w  der  durch  Drehung  in  positivem  Sinne  ent- 
standene Winkel,  den  die  Kurve  mit  der  positiven  m- Linie  ein- 
schließt, so  hat  man  nach  8.3.3(11): 

EduA-Fdv 
(d)  cos  w  = ^ 


...  .  l/FG  —  F^dv 

(4)  smw  =  ^ ^=z 

^  ^  YEds 

Mit  (2)  zusammengestellt  geben  diese  Ausdrücke: 

^du'  -h  2^ dudv  +  i^  dv^  =  2ds.  diys  cos  iv) 
du  ^       du  '    du  ^'  ^ 

dsdE  .coaw        ^  i  t/"F   •        j 
= -= 2dsyLBmw  dw 

Ye 

(Edu  i-Fdv)^  -2yEG-  F'  dv  dw 


I 


^Edu  +  FdvidE^^       dE^\_^y^^_-p,^^^^ 
E  \cu  dv       J  ' 

und  schließlich 

■./^Ff79 ^j  1    FdE.      .     1    F  dE  j      .     1  dE  j 

VEG-F'dw  =  ^^j^du-\--^^j^dv  +  -^^-^-du 

(5) 

dF  -,       1  dG. 

—  -^-du—  -  „—  dv 
du  2  du 

oder  auch 

(6)    VEG^ITF^dw  =  ^  IdE  +  4  1^  du  -  ^Jdu  -^^-ßdv. 

^  -^     '  2    E  2   dv  du  2   du 

Aus  (3)  und  (4)  folgt  noch 

/rj\  4.  E  du      .  ^ 


^EG  —  F*  ^^       YEG  —  F^ 
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Die   Elimination   von  iv   aus  (5)   und  (7)  würde  wiederum   die   Glei- 
chung S.  279  (14)  liefern. 

Bei    Einführung    der    Christoffelschen    Verbindungen    lautet    die 
Formel  (5): 


(8) 


T 


div  =  —  (J^dii  +  J'^dv). 


§  80. 
Die  geodätisclien  Linien  auf  der  Kugel. 

Bevor  die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Linien  weiter  ver- 
folgt wird,  sollen  diese  Kurven  auf  speziellen  Flächen  analytisch  dar- 
gestellt werden. 

Es  sei  erstens  eine  Kugel 

x^  -[-  y'^  -\-  z^  =  a^ 

gegebeD.    Die  Differentialgleichung  ihrer  geodätischen  Linien  ist  nach 

S.  278(10): 

y 


dx      dy      dz 
d^x     d^y     d^z 


=  0. 


Multipliziert  man  die  zweite  und  dritte  Spalte  der  Determinante  mit 
den  willkürlichen  Konstanten  B  und  C  und  addiert  sie  zur  ersten,  so 
erhält  man  die  Gleichung 


X   +    By   +    Cz  , 

y  » 

z 

dx  -f-  Bdy  +  Gdz , 

dy, 

dz 

dH  -f  Bd^y  -f  Cd^z, 

dHj, 

d^z 

die  durch 

x^By  -^  Gz  =  ^ 

befriedigt  wird.  Jede  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  trifft 
also  die  Fläche  in  einer  geodätischen  Linie,  d.  h.  diese  Linien  stimmen 
mit  den  Hauptkreisen  der  Kugel  überein.  Denkt  man  sich  die  Kon- 
stanten B,  C  durch  Angabe  zweier  Punkte  Äq,  A^  bestimmt,  zwischen 
denen  sich  die  Kurve  erstrecken  soll,  so  ist  natürlich  nur  der  eine 
der  beiden  Bogen  Ä^A^  der  kürzeste  Weg  zwischen  diesen  beiden 
Punkten. 

Die  eindeutige  Bestimmbarkeit  der  Ebene  vermittelst  der  beiden 
Punkte  hört  auf,  wenn  diese  einander  auf  der  Kugel  diametral  gegen- 
über liegen.  Alsdann  gehen  unendlich  viele  geodätische  Linien  durch 
das  Punktepaar  hindurch,  nämlich  alle  Kreise,  in  denen  die  Kugel 
von  dem  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  AqA-^  geschnitten  wird. 
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§81. 

Die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoid. 

Joachimsthalscher  Satz. 

Ist  ein  Ellipsoid  durch  die  Gleichung 

^'    I   J/ i_  _f_ -( 

a*  ■*"  ö«  "^   c^ 

dargestellt,  so  lautet  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien 


X         y 

dx      dy 

d^x    d^y 


z 
dz 


=  0. 


Mit  Hilfe  des  Differentials  der  Flächengleichung  läßt  sie  eine  für  die 
Integration  nützliche  Umformung  zu,  die  aher,  weil  auch  sonst  brauch- 
bar, an  der  allgemeinen  Gleichung  S.  278  (9)  vorgenommen  werden 
soU.     Aus 

(1)  {Yä^z-Zd''ij)dx  +  {Zd''x-Xd^z)dy  +  {Xd'y-Yd'x)dz  =  0 
ergibt  sich  in  Verbindung  mit 

(2)  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  0 
unter  Einführung  eines  Proportionalitätsfaktors: 


(3) 

d.  h. 
(4) 


^dx  =  (Zd^x  -  Xd^3)Z  -  {Xd^y  -  Yd^x)Y 

=  d^x{X^  -\-Y^  +  Z^)  -  X{Xd'x  +  Yd'y  +  Zd^z), 

^dx  =  d^x  —  nds^X. 


Die  drei  einander  entsprechenden  Formeln  für  iidx,  iidy,  ^dz 
vertreten,  weil  (2)  eine  Identität  ist,  zusammen  die  Differential- 
gleichung (1).     Multipliziert  man  sie  mit  dx,  dy,  dz  und  addiert,   so 

findet  man 

fids^  =  dsd^s, 


(5) 


In  manchen  Fällen  gelingt  es,  durch  anderweitige  Gruppierung  der 
drei  Formeln  oder  durch  Hinzunahme  des  Differentials  von  (2)  einen 
zweiten  Ausdruck  für  [x,  zu  bilden,  der  mit  dem  ersten  zusammen- 
gestellt eine  integrable  Gleichung  und  damit  ein  erstes  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  liefert. 


284  VII.  Abschnitt.     §  81. 

Für  das  EUipsoid  hat  die  Gleichung  (2)  oder  die  mit  ihr  gleich- 
bedeutende 

die  Form 

^  — jdx  =  0. 

Die  nochmalige  Bildung  des  Differentials  ergibt 


oder,  wenn 

(6) 

■VI  da:'       y 

gesetzt  wird, 

(7) 

^^.d^x  =  -r. 

Ferner  ist  für 

(8) 

l/2'5  =  Tr: 

X  = 

1 

W 

X 

V     ^  y        7- 

1     z 

sodaß  die  Gleichung 

(7) 

^Xd^x  =  -^ 

liefert.     Setzt  man  diesen  Ausdruck  und   den  von  X  in  (3)   ein,    so 
erhält  man 

fiax  =  a  X  -\-  =^^  -^ ' 

Die  drei  hierdurch  vertretenen  Formeln  mögen  nun  mit  — g-,  -^,  -^ 
multipliziert  und  addiert  werden,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (8) : 

=  ^dV+^WdW. 

Der  hierdurch  bestimmte  Wert  von  ^  liefert,  dem  ersten  gleichgesetzt, 
die  Differentialgleichung 

^  d's  _dV       ^dW 

Ihr  Integral  ist 

Ads'  =  VW", 

für  Ä  als  willkürliche  Konstante.     Demnach  steUt  die  Gleichung 
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(«)    &  + 1  +  ^)  (^  +  ¥  +  4^)  -  ^C'-'  +  "y'  +  ''^o 

das  erste  Integral  der  Differentialgleicliung  der  geodätischen  Linien 
auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  dar. 

Die  Relation  (9)  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung.  Es 
seien  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  vom  Punkte  {x,  y,  z)  nach  dem 
Punkte  (x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz)  gehenden  Flächentangente.  Soll 
diese  zugleich  Tangente  der  betrachteten  geodätischen  Linie  sein,  so 
sind  dx,  dy,  dz  dieselben  Größen  wie  in  (9),  und  man  hat 

dx  dy  ^  dz 

-j— =  cosa,        -T^  =  cosp,         -T- =  cos  Y. 

ds  '  ds  ^'  ds  * 

Die  nach  Division  mit  ds^  auf  der  linken  Seite  von  (9)   auftretende 

Verbindung 

cos^a        cos^/3        cos^y 

ergibt  sich  aber  aus  der  Flächengleichung  unmittelbar.  Denn  ist  d 
der  Halbmesser  des  EUipsoids  mit  den  Richtungswinkeln  a,  ß,  y,  also 
die  Koordinaten  seines  Endpunktes  d  .  cos  a,  d  .  cos  ß,  d  .  cos  y,  so  wird 

,9  /cos^  a    ,    cos^  ß    ,    cos*  7\        ^ 
Der  in  der  Gleichung  (9)  an  erster  SteUe  stehende  Faktor 

a*  '*'  &*  "*"  c* 

bedeutet,  wie  schon  auf  S.  243  benutzt,  das  reziproke  Quadrat  des 
Abstandes  p  der  Tangentialebene  im  Punkte  (xyz)  vom  Mittelpunkte 
der  Fläche.    Die  Gleichung  selbst  geht  in 

p^d^       ^ 
oder 

(10)  pd  =  const. 

über,  liefert  demnach  folgenden,  von  Joachimsthal  herrührenden  Satz: 
Legt  man  in  irgendeinem  Punkte  einer  geodätischen  Linie  des  EUip- 
soids die  Tangentialebene  an  die  Fläche  und  konstruiert  außerdem 
den  Halbmesser  des  EUipsoids,  welcher  der  Tangente  der  Kurve  in 
demselben  Punkte  paraUel  ist,  so  hat  das  Produkt  dieses  Halbmessers 
mit  dem  Abstände  der  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte  der  Fläche 
längs  der  ganzen  Kurve  denselben  Wert. 

Durch  Einführung  der  eUiptischen  Koordinaten  (S.  241)  ist  es 
Jacobi  gelungen,  die  Gleichung  (9)  noch  einmal  zu  integrieren.    Das 
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Quadrat  des  Linienelements  der  Fläche  ist  für  diese  Parameter  bereits 
dargestellt  worden;  setzt  man  zur  Abkürzung 

(11)  K  jy  jy  j 

so  ist  nach  S.  244  (20) 

(12)  dx^  +  dy^  +  cZ^2  =  ^     (^  ^ ^j  • 

Zur  Berechnung  von 

braucht  man  außer  den  dort  angegebenen  Formeln  (17,  18,  19)  noch 
die  folgende: 

Sie  ergibt  sich  aus  jenen  sofort,  wenn 

}Pc^  =  («2  _  h^)  («2  -  c2)  +  a\a^  +  &2  +  c2)  -  2a'' 

gesetzt  und  nach  Division  mit  {a^  —  h^)  {a^  —  c^)  über  a,  h,  c  summiert 
wird.    Man  erhält 

.,.s  dx^        dy^        dz^        u  —  v  /du^        dv^\ 

(14)  -Y  -\-  -j^^  +  -^  =       ^  [~ä^        v~) ' 

Endlich  war  (S.  243(12)) 

/>j2  ^2  ^2  'i^  "y 

Werden   die  'Ausdrücke   (12,  14,  15)   in   (9)   eingesetzt  und   noch  an 
Stelle  von  Ä  eine  neue  Konstante  G  durch  die  Gleichung 


eingeführt,  so  folgt 

u  —  V  / du^        dv^\        r^ii  —  vludu^       vdv^\ 

oder 


(16) 


{C  —  u)ü        {C—v)V 


Hier  sind  die  Variablen  getrennt.  Setzt  man  für  U  und  F  ihre  Werte 
wieder  ein  und  integriert,  so  findet  man  als  Gleichung  der  geodätischen 
Linien  auf  dem  EUipsoid 
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}/udu 


(^0 


/ 


±:Yvdv ^, 

■\/{C  —  V)  (a*  —  v)  (&«  —  V)  (c«  —  v) 


Das  Problem  ist  damit  auf  Quadraturen,  und  zwar  auf  die  Ausführung 
hyperelliptischer  Integrale  zurückgeführt. 

§  82. 
Die  geodätischen  Linien  auf  den  Umdrehungsfläclien. 

Die  vorstehende  Herleitung  gilt  nicht  mehr,  wenn  die  Hauptachsen 
des  Ellipsoides  nicht  alle  drei  voneinander  verschieden,  wenn  also  die 
Fläche  eine  ümdrehungsfläche  ist.  Es  sollen  die  geodätischen  Linien 
auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche  aufgesucht  werden. 

Für  die  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Hilfsgröße  [i  ist  auf 
S.  283  ein  bestimmter  Ausdruck  dadurch  hergestellt  worden,  daß  aus 
drei  Gleichungen,  deren  erste 

lidx  =  d^x  —  nds^X 

ist,  die  Größe  nds^  eliminiert  wurde.  Man  kann  dieselbe  Größe  auch 
aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  allein  wegschaffen,  indem  man  die 
hier  wieder  angegebene  mit  —  Y,  die  zweite, 

^dy  ■-=  d^y  —  nds^Y, 

mit  X  multipliziert  und  zur  ersten  addiert.     Dann   3rgibt  sich 


(1) 

li{Xdy  —  Ydx)  = 

=  Xd'y  - 

oder  auch 

(2) 

-„--  d^y  - 
ex       ^ 

-dx^y  ■ 

-  ^ —  d^x 
dy 

-  -^ — dx 
dy 

Für  eine 

Umdrehungsfläche 

(3)  0-f{Vx'i-f)  =  O 

erhält  man  nun,  wenn  man 


setzt, 

CF  .,,     ^   X  V  J.'  n,,     V 

-^—  =  —  /  iu)  — ,         -K—  =  —  f{u) 
dx  '  ^  ''  u  '  dy  '  V  / 

also 

^  ■'  '  xdy  —  ydx 
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Hier  ist,  ebenso  wie  in  dem  Ausdruck  S.  283(5),  der  Zähler  das  Diffe- 
rential des  Nenners.  Setzt  man  also  die  beiden  Werte  einander  gleich, 
so  ergibt  sich  die  integrable  Gleichung 

d^s       xd^y  —  yd^x 
ds         xdy  —  ydx 

Demnach  ist  das  erste  Integral  der  Differentialgleichung  der  geodä- 
tischen Linien  auf  einer  Rotationsfläche: 

(5)  xdy  —  ydx  =  Cds. 

Die  linke   Seite   weist  auf  Polarkoordinaten    in   der   (a;?/) -Ebene 

hin.     Für 

x  =  UQ,OBV,         y  =  UB\nv 
wird 

xdy  —  ydx  =  u^dv, 
mithin 

(6)  «=g-  =  C. 

Um  diese  Gleichung  geometrisch  zu  deuten,  betrachte  man  die  beiden 
Meridiane,  die  durch  zwei  benachbarte  Punkte  A  und 
C  der  geodätischen  Linie  hindurchgehen  (Fig.  15).  Der 
Fortgang  von  A  nach  C  geschehe  im  Sinne  der  wachsen- 
den V.  Es  sei  ö  der  spitze  Winkel,  den  die  Richtung 
AC  mit  dem  durch  A  gelegten  Parallelkreise  bildet, 
AB  ^udv  der  Bogen  dieses  Kreises  zwischen  den 
beiden  benachbarten  Meridiankurven.  Dann  gilt  die 
Gleichung 


Fig.  15. 


Ar,   =  COS  CO, 


AS 

AC 

udv 
ds 


=  COS  CO, 

und  (6)  geht  in 

(7)  u  cos  CO  =  C 

über.  Das  heißt:  Das  Produkt  des  Radius  eines  Parallelkreises  mit 
dem  Kosinus  des  Winkels,  den  eine  geodätische  Linie  mit  diesem 
Kreise  bildet,  ist  längs  der  ganzen  Linie  konstant.  Dies  ist  der 
Clairautsche  Satz  der  Theorie  der  geodätischen  Linien. 

Ist  w  der  Winkel  der  betrachteten  Kurve  mit  dem  Meridian,  so 
kann  man  auch  schreiben: 

(8)  u  sin  tv  =  C. 

Die  Differentialgleichung    erster    Ordnung  (G)   läßt    eine   weitere 
Integration  zu,  wenn  nach  S.  102(11) 
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eingeführt  wird.     Dann  entsteht  nämlich  die  Gleichung 

u\u^  -  C')dv^  =  C\l  +  f\u)^)du', 
deren  Integral  ist 

«0 

Das  Problem  der  Aufsuchung  der  geodätischen  Linien  auf  den  Rotations- 
flächen ist  damit  ebenfalls  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 
Es  sei  nun  insbesondere  ein  Rotationsellipsoid  gegeben: 


a;'  +  y'    I    ^*  _  1 


Hier  ist 


f{u)  =  cy 


y- 


Das    auszuführende    Integral    wird    für   u'^  =  t,    abgesehen    von    dem 
Faktor  -^  , 


l/(^^z:i<:2)^«  zTc«)  u  ~  2  J  |/(^«  —  t)it  —  c«)  * 

Macht  man  die  Wurzel  im  Zähler  rational,  indem  man 

setzt,  so  steigt  der  Radikandus  im  Nenner  auf  den  vierten  Grad.  Die 
hyperelliptischen  Integrale,  auf  welche  die  Bestimmung  der  geodä- 
tischen Linien  des  dreiachsigen  Ellipsoids  geführt  hat,  reduzieren  sich 
also  für  das  Umdrehungsellipsoid  auf  elliptische. 

§83. 
Satz  von  Liouville. 

Die  Ergebnisse  der  drei  letzten  Paragraphen  sind  in  einem  all- 
gemeineren, von  Liouville  herrührenden  Satze  enthalten,  nach  welchem 
man  für  eine  große  Klasse  von  Flächen  die  geodätischen  Linien  durch 

Iuadraturen  finden  kann.     Die  Grundlage   des  Satzes  bildet  der  Zu- 
Knoblauch,  Differentialgeometrie.  19 
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sammenhang  zwischen  der  Theorie  dieser  Linien  und  bestimmten  Auf- 
gaben der  analytischen  Mechanik.  Eine  geodätische  Linie  erscheint  näm- 
lich erstens  als  Gleichgewichtskurve  eines  vollkommen  biegsamen,  un- 
ausdehnbaren Fadens,  der  über  eine  Fläche  ausgespannt  wird,  ohne  daß 
andere  Kräfte  als  die  Spannung  auf  ihn  wirken;  zweitens  als  Bahn  eines 
materiellen  Punktes,  der  sich  auf  einer  Fläche  ohne  Einwirkung  be- 
schleunigender Kräfte  bewegt.  Halten  wir  uns  an  die  zweite  Tat- 
sache und  stellen  die  Bewegungsgleichungen  nach  Lagrange  in  der 
Form 

^    ■'  fl i.  7)  ii'         7)11.  '  fit  ?i ii'  7)  11 

auf,  wo 


dt  du        du  '  dtdv         dv 


,       du  ,       dv 

dt '  dt 


T  =  ^m  (^^)   =  \  m ißu'^  +  2Fuv  +  Gv'') 

gesetzt  ist  und  m  die  Masse  des  gegebenen  Punktes  bedeutet.  Die 
Gleichungen  erhalten  für  ii  und  v  als  Abbildungsparameter  eine  be- 
sonders einfache  Form: 

d't  \r  'dt)  ~  T  J^  \\dt)    +  [dt)  )  "~ 
(2) 

dt\-^~dt)        2    dv\\dt)   '^[dtj  ) 

Das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft  besagt  hier,  daß  die  Geschwindig- 
keit des  Punktes  konstant  ist, 

Durch  Zusammenstellung  mit  der  ersten  Gleichung  (2)  folgt 


oder 


d  (jpdux  _   A  dE 
Tt  \      dt)  ~2~Eju 


Diese  Differentialgleichung   läßt  sich    unmittelbar    integrieren,    wenn 

^ —  eine  Funktion  von  u  allein,  also 

du  ' 

(5)  E=cp{ii)-t{v) 

ist.  Aus  Gründen  einer  gewissen  Symmetrie  in  den  folgenden  Formeln 
ist  hier  ^(-y)  mit  dem  negativen  Zeichen  eingeführt  worden.  Das 
Integral  ist 

(6)  E^{^y=Äi<piu)-C), 
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und  aus  (3)  folgt  dann  weiter 

(7)  E^{^y=Ä{C-tiv)). 


Durch  Elimination  von  dt  aus  (6)  und  (7)  ergibt  sich  als  Differential- 
gleichung der  Bahnkurve 
/o\  du  dv 

(8)  -;==  =  £ 


Da  die  Variablen  getrennt  sind,  so  werden  die  geodätischen  Linien 
durch  Quadraturen  gefunden.  Dies  tritt  also  immer  dann  ein,  wenn 
die  Fläche  auf  ein  isometrisches  Koordinatennetz  derart  bezogen 
werden  kann,  daß  E  die  durch  (5)  definierte  Form  hat.  Für  die 
Rotationsflächen  und  die  Flächen  zweiten  Grades  bilden  die  Krüm- 
mungslinien  ein  solches  Netz. 

Die  Flächen,  für  welche  bei  passender  Wahl  der  Parameter 

ds^  =  ((p{u)  —  i){v)){du^  +  dv^) 

gesetzt  werden  kann,  werden  als  Liouvillesche  Flächen  bezeichnet. 
Der  Liouvillesche   Satz   kann  auch   direkt  aus   den  Formeln  des 
§  79  bewiesen  werden.     Aus  (3,  4,  7,  5)   dieses  Paragraphen  (S.  281, 
folgt  nämlich  für  E  =  G,  F  =  0: 

(9)  cosw=yE^,         smw=yE^ 

(10)  tgw;  =  ^ 
^     '^  °  du 

(11)  Edw  =  - -7^ — du — --^ — dv. 

^      -^  2    cv  2    du 

Da  hier  ^-  -  nur  von  u,  -^ —  nur  von  v  abhängt,  so  möge  die  letzte 

Gleichung  so  umgeformt  werden,  daß  die  erste  der  beiden  partiellen 
Ableitungen  mit  du,  die  zweite  mit  dv  multipliziert  erscheint.    Es  wird 

2Edw  =  „—  ctg  wdv  — -rs     tg  wdu, 

dv       ^  du     ^  ^ 

(12)  2jE'  sin  w  cos  ivdw  =  „  ~  aoB^ivdv  —  ^r—  sin^  wdu. 

^  dv  du 

Führt  man  jetzt  E  ==  cp{u)  —  ipiy)  ausdrücklich  ein,  so  nimmt  die 
Gleichung  die  Form  au 

2^  (%)  sin  tu  cos  M?  {?  m; + g)'(u)  gin*  w  rf« = 2  ^  (ü)  sin  w  cos  t(;  rf  w — V'X^)  cos' w;  <f  i; 

d((p(u)  sin^  w;)  =  —  d{tp{v)  cos^w). 

19* 
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Das  Integral 

(13)  (p{u)  sin^  w  -\-  il){v)  cos^  w  =  C 

oder 

liefert  wegen  (10)  wieder  die  Gleichung  (8). 

Auch  die  Bogenlänge  einer  geodätischen  Linie  kann  unter  der 
gemachten  Annahme  durch  Quadraturen  bestimmt  werden.  Aus  (9) 
ergibt  sich  nämlich 

(15)  ds  =yE{coswdu -\- BiRwdv), 
und  aus  (14) 

I    -1  /qp (u)  —  C  .  I       1  /C  —  ipM 

Goaw  =  ±y^^-'-j^ ,         smw  =  ±f|/ — -^^^, 

mithin  wird 

(16)  s  =  ±fyq){u)-Cdu  ±  sfyc'^^tivjdv  +  6". 

§84. 
Anwendung  des  Liouvilleselien  Satzes  auf  das  Ellipsoid. 

Es  ist  interessant,  die  geodätischen  Linien  auf  dem  dreiachsigen 
Ellipsoid  und  auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche  noch  einmal  vom 
allgemeinen  Standpunkt  der  Theorie  der  Liouvilleschen  Flächen  zu 
betrachten  und  namentlich  das  erste  Integi-al  der  Differentialgleichung 
in  der  Liouvilleschen  Darstellung  ins  Auge  zu  fassen. 

Für  das  EUipsoid  war  (S.  286(12)) 

(1)  ^^    =-4-K--^F")- 

Um  das  Linienelement  auf  die  Liouvillesche  Form  zu  bringen,  hat 
man   die   Substitution  S.  244  (22)    anzuwenden.     Dann   wird  nämlich 

(S.  245  (23)) 

ds^  =  {U'-  r')(du^+dv^), 

und  die  Gleichung  (13)  (s.  oben)  liefert,  wenn  C  =P  gesetzt  wird,- 

U'  sin^  w  -{-  V  cos^  tv  =  P. 

Der  Herleitung  nach  sind  aber  U'  und  V  nichts  anderes  als  u  und  v 
selbst,  betrachtet  als  Funktionen  von  u  und  v'.  Die  Differential- 
gleichung der  geodätischen  Linien  auf  dem  Ellipsoide  hat  also  das 
erste  Integral 

(2)  u  sin^  tv  -{■  V  cos^  w  =  P. 
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Nach  S.  244  sind  u  und  v  die  Quadrate  der  Halbachsen  a  und  ß 
des  zu  der  Tangentialebene  im  betrachteten  Punkte  parallelen  Zentral- 
schnitts der  Fläche,  und  zwar  ist  wegen  o;  >  /3 

(3)  u  =  a\         v  =  ß', 
also 

(4)  a^  sin^  w  +  ß^  cos^  w  =  P. 

Der  ursprünglichen  Erklärung  zufolge  ist  tv  der  Richtungsunterschied 
der  Tangente  t  der  geodätischen  Linie  gegen  die  Tangente  der  Koor- 
dinatenlinie V  =  const.  Diese  Kurve  ist  hier  Krümmungslinie,  ihre 
Tangente  eine  bestimmte  Hauptachse  der  in  die  Tangentialebene  ver- 
legten Indikatrix.  Nun  befinden  sich  der  betrachtete  Zentralschnitt 
und  der  Dupinsche  Kegelschnitt  in  parallelen  Ebenen,  sind  also  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen.  Demnach  kann  w  auch  als  Winkel  in  der 
Ebene  des  Zentralschnitts  gedeutet  werden,  nämlich  einer  Parallelen 
zu  t  (durch  den  Mittelpunkt)  mit  einer  der  beiden  Achsen  2  a,  2ß. 
In  welcher  Folge  diese  Achsen  und  die  des  Dupinschen  Kegelschnitts, 
also  auch  q^  und  q^,  einander  entsprechen,  ist  geometrisch  leicht 
festzustellen.  Rein  analytisch  wird  die  Zuordnung  am  deutlichsten 
bei  wirklicher  Berechnung  der  Hauptkrümmungsradien.  Gehört,  wie 
früher,  ()^  zu  v  =  const.,  ()2  zu  w  =  const.,  so  ist  nach  den  Formeln 
von  Rodrigues  (S.  254  (14)) 

du  "^  du  '  dv  "^  dv 


Aus  S.  241(6)  folgte 

(5) 

und  es  wird 

(6)  X 


dx 


dv  2{a^  —  v)' 

bc     X 


a 


'UV 


/n\  uYÜv  vYuV 

^^^  ^1  "^     ^c~'     ^2"     «yr' 

Hiemach  ist  |  ()i  |  >  |  ()2 1 ;  sodaß  a  der  Größe  q^  entspricht  und  w  den 
Winkel  der  Richtung  t  mit  einer  bestimmten  Richtung  der  Achse  2« 
bedeutet. 

Schreibt  man  die  Gleichung  (4)  in  der  Form 

cos*  w        sin*  w  P 


a*ß^ 


80  erscheint  auf  ihrer  linken  Seite  von  selbst  das   reziproke  Quadrat 
des  zu  t  parallelen  Halbmessers  d  der  Fläche.     Es  wird  also 


I 
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(8).  ä'=^^. 

Den  Joachimsthalsclien  Satz  erhält  man  hieraus  wieder,  wenn  man 
die  Formel  S.  243  (14) 

in  der  Gestalt 

(9)  aßp  =  ahc 
benutzt.     Es  wird 

(10)  pd-=^- 

§85. 
Folgerungen  aus  dem  Joachimsthalsclien  Satze. 
Der  Liouvillesehe  Satz  für  Umdrehungsfläclien. 

Über  die  Werte  der  Konstante  P  in  der  Gleichung  (2)  läßt  sich 
noch  Genaueres  aussagen.     Schreibt  man 

V  =  V  •{•  {u  —  v)  sin^  w 
=  u  —  (u  —  v)  Goa^w, 

so  sieht  man,  daß  P  mindestens  gleich  v  und  höchstens  gleich  u  ist. 
Die  Größe  muß  also  zwischen  c^  und  a^  liegen. 

Angenommen  ferner,  eine  durch  den  Punkt  (uv)  gehende  Linie 
berühre  in  ihm  die  erste  oder  die  zweite  Krümmungskurve,  so  ist 
sin  w  oder  cos  w  gleich  Null.  Im  ersten  Falle  ist  P  gleich  v  selbst, 
im  zweiten  gleich  u.  Die  Integrationskonstante  bedeutet  also  dann 
den  Parameter  derjenigen  Krümmungslinie,  die  von  der  geodätischen 
Linie  berührt  wird.  Seine  Grenzen  sind  b^  und  c^  im  ersten,  a^  und 
h^  im  zweiten  Fall.  Es  ist  von  Interesse,  P  gleich  dem  Werte  h^  zu 
setzen,  in  dem  diese  beiden  Intervalle  zusammenhängen.    Die  Gleichung 

(1)  u  sin^  w  -\-  V  cos^  w  =  h^ 

wird  durch  u  =  v  =  h^  befriedigt,  und  der  dadurch  bestimmte  Punkt 
ist,  wie  man  aus  (7)  des  vorigen  Paragraphen  verifizieren  kann,  ein 
Kreispunkt  des  Ellipsoides  (vgl.  S.  110). 

Die  Konstante  in  der  Gleichung  des  Joachimsthalschen  Satzes 
bestimmt  sich  für  P  =  h^  aus  (10)  (s.  oben);  man  erhält 

(2)  pd  =  ac. 

Hierin  ist  ac  von  der  Richtung  der  Kurve  unabhängig;  m,  a.  W,,  die 
Konstante  hat  für  alle  durch  einen  Kreispunkt  gehenden  Linien  den- 
selben Wert.     Übrigens    sind    für    alle    vier  Kreispunkte    die    beiden 
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Faktoren  des  Produktes  pd  einzeln  konstante  Größen.  Dies  folgt 
unmittelbar  daraus,  daß  alle  der  Tangentialebene  in  einem  Kreis- 
punkte parallelen  Ebenen  das  Ellipsoid  in  Kreisen  schneiden,  und 
daß  insbesondere  für  den  Zentralscbnitt 

(3)  d^l 
ist.     Hieraus  ergibt  sich  dann 

(4)  P==  f 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  verschiedene  Kreispunkte  K,  K'  und 
lassen  durch  jeden  von  ihnen  eine  geodätische  Linie  hindurchgehen. 
Die  beiden  Kurven  mögen  sich  in  A  schneiden.  Für  die  erste  gilt 
die  Gleichung  (2),  für  die  zweite  entsprechend 

p'd'  =  ac. 

Bezieht  man  jetzt  die  vier  Größen  p,  d,  p',  d'  auf  den  Punkt  A,  so 
ist  p'  mit  p  identisch,  als  Abstand  der  Tangentialebene  in  A  vom 
Mittelpunkte  der  Fläche.     Die  Beziehung 

pd  =  p'd' 

liefert  also 

d  =  d'. 

d  und  d'  sind  Halbmesser  des  der  Berührungsebene  parallelen  Zentral- 
schnitts, und  zwar  diejenigen,  die  den  Tangenten  der  beiden  geodä- 
tischen Linien  KA  und  K'A  in  A  parallel  gehen.  Sind  sie  einander 
gleich,  so  müssen  sie  gegen  jede  der  Hauptachsen  gleich  geneigt  sein. 
Oder,  wenn  man  zur  Tangentialebene  zurückgeht:  Verbindet  man  einen 
beliebigen  Punkt  A  des  EUipsoids  mit  zwei  Kreispunkten  durch  geo- 
dätische Linien,  so  bilden  diese  mit  jeder  der  beiden  durch  A  gehenden 
Krümmungskurven  gleiche  Winkel. 

Diese  Auseinandersetzungen  sollten  nur  beispielsweise  zeigen,  was 
für  anschauliche  Ergebnisse  aus  dem  Joachimsthalschen  Satze  her- 
geleitet werden  können.  Eine  systematische  Diskussion  dieses  Satzes, 
namentlich  auch  in  der  Liouvilleschen  Schreibweise,  würde  hier  zu 
weit  führen. 

Es  bleibt  noch  zu  prüfen,  was  aus  der  Gleichung  S.  292  (13)  für 
eine  beliebige  Rotationsfläche  wird.  Nach  S.  103(16)  gilt  für  das 
Quadrat  des  Linienelements  die  Formel 

ds^  =  ■ii)^(u^'^{du\  -f  dv^). 
Mithin  erhält  man 

^1  (^i)^  si^^  w  =  G 
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oder,  da  ■^i(wi)  =  u  war, 

UBinw  =  const. 

Das  ist  aber  wieder  der  Clairautsche  Satz  (S.  288  (8)). 

§86. 
Geodätische  Kreise  und  geodätiselie  Parallelkurven. 

Nehmen  wir  nun  die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Linien 
wieder  auf.  Von  einem  beliebigen  Fläehenpunkte  Ä  seien  nach  allen 
Richtungen  hin  solche  Kurven  gezogen,  die  Fläche  aber  so  begrenzt, 
daß  sie  sich  nicht  zum  zweiten  Male  schneiden.  Irgendeine  von  ihnen 
sei  als  erste  angenommen;  dann  kann  man  jede  andere  Kurve  der 
Schar  durch  Angabe  des  Winkels  bestimmen,  den  ihre  Tangente  im 
Punkte  Ä  mit  der  Tangente  der  ersten  bildet.  Denkt  man  sich  auf 
den  geodätischen  Linien  von  Ä  aus  gleiche  Bogenlängen  AB,  AB', 
AB",  .  .  .  abgetragen,  so  soll  der  geometrische  Ort  der  Endpunkte 
B,  B',  B",  ...  als  geodätischer  Kreis  bezeichnet  werden.  Dabei 
ist  jedoch  festzuhalten,  daß  eine"  solche  Kurve  im  allgemeinen  nicht 
selbst  geodätisch  ist.  Gibt  man  der  Bogenlänge  andere  Werte,  so 
erhält  man  eine  ganze  Schar  geodätischer  Kreise.  Behauptet  wird, 
daß  sie  die  geodätischen  Radienvektoren  AB,  ...  unter  rechten 
Winkeln  schneiden. 

Die  auf  den  geodätischen  Radien  abgetragene  Bogenlänge  heiße 
u,  und  V  sei  der  Winkel,  den  ein  beliebiger  dieser  Radien  mit  einem 
festen  bildet.  D.  h.  die  geodätischen  Linien  durch  A  und  die  geo- 
dätischen Kreise  sollen  als  Koordinatenlinien  betrachtet  werden.  Dieses 
Netz  erfüllt  nur  in  A  selbst  nicht  die  im  §  9  festgesetzten  Be- 
dingungen; im  übrigen  geht  durch  jeden  Punkt  des  Flächenstückes, 
auch  in  beliebiger  Nähe  von  A,  eine  geodätische  Linie  v  ==  const.  und 
ein  geodätischer  Kreis  u  =  const.  hindurch.  Die  Bedingung  dafür, 
daß  die  Linien  v  =  const.  geodätisch  sind,  daß  nämlich  die  Differen- 
tialgleichung S.  279  (13)  oder  (14)  durch  dv  =  0  erfüllt  wird,  ist 

(1)  •  ^,=  0 
oder 

(2)  .  E(|Z_||^)_|i.|^  =  0. 

^   ^  \cu  2    dv  /         2        du 

Bedeutet  ferner  ds'  das  Bogeuelement  der  ersten  Koordinatenlinie,  ist 

ds^  =  Edu^, 

so  folgt,  da  u  selbst  die  Bogenlänge  der  geodätischen  Linie  bezeich- 
nete, ds    also  gleich  du  sein  muß, 

(3)  E==l. 
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Die  Einführung  dieses  Wertes  in  (2)  liefert 

d.  h.  jP  ist  von  u  nicht  abhängig.  Gelingt  es  demnach,  F  für  irgend- 
eine besondere  Annahme  über  u  zu  bestimmen,  so  gilt  der  ermittelte 
Wert,  der  Funktion  von  v  sein  kann,  allgemein.  Wir  nehmen  u  un- 
endlichklein an;  der  geodätische  Kreis  u  =  const.  geht  dann  in  einen 
ebenen  Kreis  über,  und  AB,  AB',  .  .  .  können  als  geradlinig,  nämlich 
als  die  Radien  des  Kreises  betrachtet  werden.  Auf  der  Peripherie 
dieses,  und  damit  jedes  geodätischen  Kreises  stehen  mithin  die  geo- 
dätischen Linien  senkrecht;  der  Wert  von  F  ist  auch  von  v  unab- 
hängig, nämlich  gleich  Null. 

Die  eben  definierten  Größen  u,  v  heißen  geodätische  Polar- 
koordinaten. 

Man  kann  den  bewiesenen  Satz  als  Grenzfall  eines  anderen 
auffassen,  dessen  Voraussetzungen  folgende  sind.  Es  sei  auf  der 
Fläche  eine  beliebige  Kurve  angenommen,  deren  Punkte  eindeutig 
durch  eine  Variable  v  bestimmt  sind.  Durch  einen  Punkt  A  der 
Kurve  sei  eine  geodätische  Linie  gezogen,  deren  Tangente  auf  der 
Kurventangente  senkrecht  steht.  Eine  solche  Linie  soll  geodätische 
Normale  der  Kurve  heißen.  Sie  ist  durch  den  Wert  v  definiert,  der 
dem  Punkte  A  zugehört.  Denkt  man  sich  die  ganze  Schar  geodä- 
tischer Normalen  längs  der  angenommenen  Kurve  konstruiert  und  auf 
ihnen  allen  von  der  Kurve  aus  nach  einer  bestimmten  Seite  gleiche 
Bogen  u  abgetragen,  so  bilden  die  Endpunkte  eine  neue  Kurve,  u  =  C. 
Durch  Variation  von  C  innerhalb  eines  Intervalles  entsteht  eine 
Schar  solcher  Linien,  die  sich  nirgends  schneiden  und  daher  geodä- 
tische Parallelkurven  genannt  werden  sollen.  Stellt  man  jetzt 
die  Bedingung  dafür  auf,  daß  die  Kurven  v  =  const.  geodätisch  sind,^ 
so  ergibt  dieselbe  Rechnung  wie  vorher,  in  der  nur  v  eine  andere 
geometrische  Bedeutung  hat,  daß  F  für  alle  u  denselben  Wert  haben 
muß.     Nun  ist  für  m  =  0  und  für  alle  Werte  von  v 

F=0, 

da  die  ursprüngliche  Kurve,  die  für  (7  =  0  zu  der  Schar  u  —  C  ge- 
hört, auf  den  Linien  v  =  const.  senkrecht  ist.  Demnach  ist  allgemein 
F=0,  d.  h.  die  geodätischen  Parallelkurven  schneiden  die  geodätischen 
Normalen  der  Ausgangskurve  unter  rechten  Winkeln.  Die  Parameter 
u,v,  die  sich  auf  dieses  Kurvennetz  gründen,  werden  als  geodätische 
Parallelkoordinaten  bezeichnet. 
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Läßt  man  in    dem   zweiten  Satze   die   gegebene  Kurve   in   einen 
Punkt  ausarten,  so  erhält  man  den  zuerst  bewiesenen  wieder. 
Die  Bedingungen 

(5)  E=l,        F=0, 

mit  denen  wir  es  in  beiden  Fällen  zu  tun  gehabt  haben  und  die 

(6)  ds'^  =  du^  +  Gdv^ 

liefern,  führen,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  zu  einer  Schar  geodätischer 
Koordinatenlinien  und  der  Schar  ihrer  orthogonalen  Trajektorien  zurück. 
Sieht  man  aber  davon  ab,  daß  der  Parameter  u  gerade  die  Bogen- 
länge der  geodätischen  Linien  bedeuten  soll,  so  erkennt  man  durch 
Zusammenstellung  von  F=0  mit  (2),  daß  für  ein  solches  Netz 
orthogonal-geodätischer  Koordinatenlinien  schon  die  Annahmen 

0)  .       F=0,        1^  =  0, 

d.  h. 

(8)  J^=0,        E^cpiuf 

hinreichend  sind.  Setzt  man  (p(u)du  =  du'  und  schreibt  für  u  wieder 
u,  so  erhält  man  die  Bedingungen  (5)  wieder. 

Im  Falle  geodätischer  Polarkoordinaten  läßt  sich  auch  über  die 
dritte  Fundamentalgröße  G  noch  etwas  aussagen.     Wird 

(9)  YG  =  m 

gesetzt,  so  hat  die  Bogenlänge  eines  geodätischen  Kreises,  gezählt 
von  der  ersten  geodätischen  Linie  an,  den  Ausdruck 

V 

jmdv 

0 

oder,  wenn  m  für  hinreichend  kleine  Werte  von  u  nach  steigenden 
Potenzen  dieses  Arguments  entwickelt  wird, 

V  V 

fm^dv  -f-  u  Cm^dv  -{-.... 

0  0 

Mq,  vtIq,  .  .  .  sind  die  Werte,  in  die  m,   ^  -,  .  .  .  für  w  =  0  übergehen. 

Mit  unbegrenzt  abnehmendem  u  zieht  sich  der  geodätische  Kreis  mehr 
und  mehr  um  den  Pol  A  des  Koordinatensystems  zusammen,  seine 
Bogenlänge  muß  unabhängig  von  der  oberen  Grenze  v  zu  Null  ab- 
nehmen.    Demnach  hat  man  ^^=0. 

Für  sehr  kleine  u  ist,  wie  schnn  oben  bemerkt,  die  Trajektorie 
der  geodätischen  Radienvektoren  als  ebener  Kreis  zu  betrachten,  seine 
Bogenlänge  wird  gleich  uv.    Dies  zieht  die  Bedingung  Wq  =  1  nach  sich. 
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Zusammengefaßt:  Unter  Voraussetzung  geodätischer  Polarkoordi- 
naten ist  für  w  =  0 

(10)  »^yG  =  o,     1^-^  =  1. 


§  87. 
Ortliogonal-geodätisclie  Koordinatenlinien. 

Es  ist  auf  S.  296  erwähnt  worden,  daß  die  orthogonalen  Trajek- 
torien  einer  Schar  von  geodätischen  Linien  im  allgemeinen  nicht  selbst 
geodätisch  sind.  In  der  Tat  kann  dies  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn 
bei  passender  Wahl  der  krummlinigen  Koordinaten  die  drei  Be- 
dingungen 

F  =  o,      ^2  =  0,      j-;'  =  o 

gleichzeitig  gelten.  Denn  die  dritte  ist  der  Ausdruck  dafür,  daß  auch 
u  =  C  ein  partikuläres  Integral  der  Differentialgleichung  der  geodä- 
tischen Linien  darstellt.     Die  Bedingungen  sind  mit 

F=0,        1^  =  0,         1^  =  0, 
'  dv  '  du  ' 

F=0,         E=cp{uy,         G  =  il;{vy 

gleichbedeutend,  und  es  wird 

ds^  =  (p(uydu^ -\- i>{vydv^ 

oder,  bei  Veränderung  der  Parameter  in  bekannter  Weise, 

ds^  =  du'^  +  dv'^. 

Dies  ist  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  Ebene.  Demnach  kann 
eine  Fläche  nur  dann  zwei  aufeinander  senkrechte  Scharen  geodätischer 
Linien  enthalten,  wenn  sie  auf  die  Ebene  abwickelbar  ist. 

Führt  man  die  Annahme  E=l,  F=0  in  die  Differentialgleichung 
der  geodätischen  Linien  ein,  so  erhält  man 

(1)  -^—du^dv  4-  —  „ — dudv^-{-  -„  G^ —  dv^-\-  G(dud^v —  dvd^u)  =  0. 
^  ''     du  ^    2  dv  '    2       du  ^  ' 

Diese  Gleichung  dient  zur  vollständigen  Bestimmung  der  betrachteten 
Kurven,  wenn  eine  spezielle  Schar  von  ihnen  nebst  deren  orthogonalen 
Trajektorien  bekannt  ist.  Die  Annahmen  gelten  z.  B.  für  die  Rotations- 
flächen, wenn  die  Linien  v  =  const.  mit  den  Meridianen,  u  =  const. 
mit  den  Parallelkreisen  zusammenfallen  und  w  die  Bogenlänge  der 
Meridiankurve  bedeutet  (S.  102).     Außerdem  ist  für  diese  Flächen 

G  =  i>{uf, 
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sodaß  für  ti  als  unabhängige  Variable  die  Gleiclmng  (1)  in 

(2)  t(u)^,  +  ^{umu){^y+2t'{u)ll-0 

übergeht.     Setzt  man 

dv         , 
au  ' 

SO  erhält  man  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  durch  die  Substitution 
in  die  lineare 

transformiert  wird.     Ihr  Integral  findet  sich  nach  bekannter  Methode: 

woraus   durch   Benutzung   der  Transformationsgleichungen  und  noch- 
malige Integration 
(4)  V  =  f -^ +  C 

folgt.  Diese  Gleichung  kann  nur  der  Form  nach  von  der  auf  S.  289 
unter  (9)  angegebenen  verschieden  sein  und  geht  in  der  Tat  in  diese 
über,  wenn 

gesetzt  und  die  Beziehung  zwischen  u  und  derjenigen  Variablen  be- 
rücksichtigt wird,   die  im  §  31  ursprünglich  mit  u  bezeichnet  wurde. 
Von    den    Vereinfachungen,    die    die    allgemeinen    Formeln    der 
Flächentheorie  für 

erfahren,  mögen  nur  folgende  hervorgehoben  werden.  Die  Werte 
der  Christoffeischen  Größen  sind 

j,  =  j,  =  j;=o 

'^^~  2G   du  '  1    ~         2    du  '  2  2Gdv' 

Besonders  brauchbar  wird  außerdem   die  aus  der  Gaußschen  Relation 

(6)    LN-M^^-^l(^-2a^^-.n^^-Vä^i^ 
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folgende  Darstellung  des  Krümmungsniaßes: 
(7)  K=-^'-ß. 

§  88. 
Abwickelbare  Tlächen. 

Die  letzte  Formel  kann  man  z.  B.  dazu  benutzen,  über  die  Flächen 
vom  Krümmungsmaß  Null  etwas  auszusagen.  Für  jede  solche  Fläche 
muß 

(2)  YG  ==  U(p{v)  i- i;{v) 

sein,  wo  (p('v)  und  il^(v)  willkürliche  Funktionen  ihres  Arguments  be- 
deuten. Für  u  und  v  als  geodätische  Parallelkoordinaten  (S.  297) 
werde  noch  die  besondere  Annahme  hinzugefügt,  daß  die  Ausgangs- 
kurve der  geodätischen  Normalen  selbst  eine  geodätische  Linie  ist. 
Analytisch  aufgefaßt  heißt  das,  m  =  0  ist  eine  Partikularlösung  der 
Differentialgleichung  S.  299(1).     Die  Bedingung 

(gI^)     =0      . 

liefert  im  vorliegenden  Falle 

(p{v)  =  0 
oder 

^{v)  =  0. 
Es  ergibt  sich  also 

ds^  =  du^  +  il}{vfdv^ 
oder 

ds^  =  du^  -f  u^(p{vydv^. 

Beide  Formeln  stellen  wieder  das  Linienelement  einer  Ebene  dar.  Die 
Flächen  vom  Krüramungsmaß  Null  sind  demnach  auf  die  Ebene  ab- 
wickelbar. Wenn  keine  Verwechselung  vorkommen  kann,  so  bezeichnet 
man  eine  Fläche  dieser  Art  als  abwickelbar  ohne  weiteren  Zusatz, 
Um  alle  abwickelbaren  Flächen  zu  finden,  hat  man  wegen 


(p'  +  s'  +  i)* 
die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


^  ^  dx^  dy^       \dxdy) 


I 
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allgemein  zu  integrieren.     Das  Zwischenintegral  lautet 

y.s  dz  (dz\ 

und  das  allgemeine  wird  durch  die  Gleichungen 

(5)  *        z==tx+cp{t)y-^^{t) 

(6)  0  =  rr  +  ip'{t)y  +  i^'(0 

dargestellt,  aus  denen  man  sich  den  Parameter  t  eliminiert  zu  denken 
hat.  Die  zweite  Gleichung  ist  die  partielle  Ableitung  der  ersten 
nach  t.  Für  konstantes  t  stellt  (5)  eine  Ebene  dar,  (5)  und  (6)  zu- 
Bammen  die  Schnittgerade  dieser  Ebene  mit  der,  die  zu  dem  Werte 
t  -^  dt  des  Parameters  gehört.  Die  gesuchte  Fläche  ist  der  geome- 
trische  Ort    aller    dieser    Geraden,    die    sogenannte    Enveloppe    der 

Schar  von  Ebenen 

B  —  tx  —  cp{t)y  —  il){t)  =  0 

bei  veränderlichem  t. 

Die  Gleichungen  (5,  6)  sind  auf  Kosten  der  Symmetrie  so  an- 
gesetzt worden,  daß  sie  nur  gerade  die  für  das  allgemeine  Integral 
von  (3)  nötige  Anzahl  von  Funktionen  enthalten.  Schreibt  man 
statt  (5) 

(7)  Ax  +  By-\-Cz-\-B  =  0, 

wo  A,  B,  C,  D  Funktionen  von  t  sind,  so  tritt  an  die  Stelle  von  (6) 

(8)  Äx  +  B'y  -f  C"^  +  D'  =  0. 

Die  Akzente  kennzeichnen  die  Differentiation  nach  t. 

Daß  die  Ebene  in  jeder  ihrer  Lagen  die  Enveloppe  berührt,  läßt 
sich  aus  (7)  und  (8)  in  folgender  Weise  ableiten.  Es  sei  F{x,  y,  z\  t) 
die  linke  Seite  von  (7),  und  F{Xj  y,  z)  die  Funktion,  die  gleich  Null 

gesetzt  die  Enveloppe  darstellt.     F  entsteht  aus  F  durch  Elimination 

7)  W 
von  t   mittels   der   Gleichung  (8),    deren  linke   Seite    gleich  -^-   ist. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  der  Enveloppe  lautet 

.^  dx 


V^(E  -  ,)  _  0, 


und  man  hat 


^Z  =  g-F        dF  dt 
ex         dx         dt    dx 


Da  aber  t  als  Funktion  von  x,  y,  2  durch  die  Gleichung    o-    =  0  be- 


stimmt ist,  so  wird 


dF  _  a F  _  ^ 

dx         dx  ' 
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also  die  TangentialebeDe 

d.  h.  wegen  (7): 

^j  +  J5t)  +  Cs  +  D  =  0. 

Zu  (7)  und  (8)  werde  noch  die  Gleichung 

(9)  Ä"x  4-  B"ij  +  C"^  4-  ^"  =  0 

hinzugenommen,  so  definieren  die  drei  Gleichungen  zusammen,  bei 
Ausschluß  einer  unmittelbar  ersichtlichen  Beziehung  zwischen  Ä,  . . .  C'\ 
eine  Raumkurve.     Behauptet  wird,  daß  die  Gerade  (7,  8),  also 

(10)  '  "^ 

A'i  +  B'^  +  C'i  +  B'^O, 

mit  der  Tangente  der  Kurve  identisch  ist.  Man  könnte  dies  durch 
Fortsetzung  der  eben  angewendeten  Schlußweise  zeigen.  Will  man 
die  Tangente  direkt  mittels  ihrer  Gleichungen 

(in  3g  — ^  _  ^)  —  y  ^  a  — ^ 

^      ^  X  y  z 

darstellen,  so  hat  man  die  Verhältnisse  der.  Differentialquotienten 
x ,  y,  z  aus  (7,  8,  9)  zu  berechnen.  Die  Differentiation  von  (7)  liefert 
unter  Berücksichtigung  von  (8) 

(12)  Ax'^By'^Gz=^, 

und  ebenso  die  Differentiation  von  (8)  bei  Hinzunahme  von  (9) 

(13)  ^v  +  i?y+  CV==0. 

Diese  beiden  Beziehungen  reichen  schon  aus.  Werden  x' ,  y,  z'  aus 
ihnen  und  den  Gleichungen  (11)  eliminiert,  so  ergibt  sich 

J.(j-a;)  +  5(^-^)+O(ä-^)  =  0 
Ä{i  -x)^-  BXt)  -y)  +  C\i  -z)  =  0. 

Das  sind  aber  wegen  (7)  und  (8)  die  Gleichungen  (10). 

Die   von  den  Geraden  der  Enveloppe  berührte   Kurve  heißt  die 
Rückkehrkante  der  Fläche. 

Differentiiert  man  (12)  weiter  und  zieht  (13)  hinzu,  so  findet  man 

(14)  Äx"-{-By"-^Cz"=0 
und  daraus  in  Verbindung  mit  (12): 

4        -r>       /^  t    >f  'II         t    >t  >    >t         t    ir  tu 

A:  B  :  ü  =  y  z  —  zy  :  zx  —  xz  :  xy  —  yx  . 


L 
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Die  Glieder  rechts  sind  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  der  Schmie- 
gungsebene,  sodaß  diese  die  Form 

Ä{i-x)  +  B{t)-y)  +  Cii-ß)  =  0 

annimmt.     D.  h.  die  Ebene  (7) 

^j  +  5^  +  Cä  +  Z)  =  0 

ist  Schmiegungsebene  der  Rückkehrkante, 

Daß  eine  beliebige  Raumkurve  als  Rückkehrkante  einer  abwickel- 
baren Fläche  betrachtet  werden  kann,  ergibt  sich  unmittelbar.  Der 
Ort  der  Tangenten  läßt  sich  nämlich  als  Enveloppe  der  Schmiegungs- 
ebenen  auffassen,  und  die  Enveloppe  jeder  Ebenenschar  führt  auf  die 
Gleichung  (3)  oder  eine  ihr  äquivalente  zurück. 

Man  kann  auch  direkt  von  der  Darstellung  der  Tangenten- 
fläche ausgehen.  Sie  wird  durch  die  Gleichungen  (11)  gegeben, 
wenn  darin  x,  y,  z  beliebige  Funktionen  eines  Parameters  sind,  der 
jetzt  V  heißen  möge.     Berechnet  man  aus 

j  =  a;(v)  +  ux'{v) 

(15)  \)  =  y{v)^uy'{v) 

l  =  z{y)  +  uz'{v) 

die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  setzt  sie  in  den  Ausdruck 
des  Krümmungsmaßes  ein,  so  fallen  alle  Glieder  bis  auf  drei  von 
vornherein  weg,  und  diese  geben  zusammen  den  Wert  Null. 

Außer  der  Tangentenfläche  hängen  mit  einer  Raumkurve  noch 
andere  abwickelbare  Flächen  zusammen,  von  denen  aber  hier  nur  die 
rektifizierende  Fläche,  die  Enveloppe  der  rektifizierenden  Ebenen, 
erwähnt  sei.  Die  Hauptnormale  der  Kurve  ist  Normale  dieser  Fläche^ 
mithin  die  Kurve  selbst  eine  geodätische  Linie  auf  der  Fläche.  Nun 
reduziert  sich  für  d^  =  du^  -j-  dv^  die  Differentialgleichung  der  geo- 
dätischen Linien  auf 

dud^v  —  dvd'^u  =  0, 

und  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung, 

au  -\-  hv  -\-  c  =  0, 

stellt  in  der  Ebene,  auf  die  die  Fläche  abgewickelt  wird,  eine  gerade 
Linie  dar.  Bei  der  Abwickelung  der  rektifizierenden  Fläche  auf  die 
Ebene  geht  also  die  Raumkurve  in  eine  gerade  Linie  über.  Dies  ist 
der  Grund  für  die  bereits  auf  S.  9  eingeführte  Bezeichnung. 

Die  Theorie  der  rektifizierenden  Fläche  rechtfertigt  auch  die  Be- 
zeichnung „Allgemeine  Frenetsche  Formeln".    Betrachtet  man  nämlich 
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eine  beliebige  Rauiiikurve  als  ihrer  rektifizierenden  Fläche  angebörig, 

sodaß 

sin  qp  =  0,         9  =  0 

ist  (vgl.  S.  59 — 60),  so  wird 

n  =  elc,  t  =  Je' 

X  =  sa",      A'  ==  sa, 

und    die    Gleichungen    (a,  h,  c)  (S.  55)    geben    in    die    gewöhnlichen 
Frenetscben  Formeln  (I,  II,  III)  (S.  16)  über. 

Obwohl  die  Annahme  K  =  0,  sowohl  längs  eines  Flächenstückes 
wie  auch  in  einzelnen  Punkten,  hier  stets  als  ausgeschlossen  be- 
trachtet werden  soll,  so  lange  nicht  ausdrücklich  das  Gregenteil  be- 
merkt wird  (wie  z.  B.  S.  108),  so  möge  doch  erwähnt  werden,  daß  in 
jedem  Punkte  einer  abwickelbaren  Fläche  die  beiden  Asymptoten- 
linien —  wenn  man  diese  Bezeichnung  hier  noch  anwenden  will  — 
miteinander  und  mit  der  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche  zu- 
sammenfallen. Die  eine  Krümmungslinie  wird  dann  ebenfalls  mit 
dieser  Geraden  identisch.  Die  Krümmungslinien  der  zweiten  Schar 
sind,  wie  immer,  die  orthogonalen  Trajektorien  der  ersten.  Es  sind 
also  speziell  für  die  Zylinderflächen  ebene  Kurven,  deren  Ebenen  auf 
den  Kanten  senkrecht  stehen,  für  die  Kegelflächen  die  Schnittlinien 
mit  einer  Schar  von  Kugeln,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  mit  der 
Spitze  zusammenfällt.  Im  besonderen  liefern  diese  Resultate,  auf 
Flächen  zweiten  Grades  angewendet,  eine  Ergänzung  des  in  den  Para- 
graphen 64  und  66  Bewiesenen. 

§89. 

Über  die  allgemeine  Bestimmung  der  geodätischen  Parallelkurven 

und  der  geodätischen  Linien. 

Will  man  eine  in  beliebigen  Parametern  gegebene  Fläche  auf 
orthogonal-geodätische  Koordinaten  beziehen,  so  hat  man  ein  partiku- 
läres Integral  einer  bestimmten  Differentialgleichung  2.  Ordnung  zu 
ermitteln  und  dann,  behufs  Darstellung  der  orthogonalen  Trajektorien, 
noch  eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zu  integrieren.  Wir  unter- 
; suchen  die  Aufgabe  genauer  und  stellen  die  Frage  so:  Welchen  Be- 
dingungen müssen  zwei  Funktionen  (p(u,  v)  und  t/;(w,  v)  genügen,  da- 
mit die  Kurven  (f{u,  v)  =  const.  und  t^(m,  v)  =  const.  ein  orthogonal- 
, geodätisches  Netz  bilden?  Und  zwar  sollen  die  geodätischen  Linien 
durch  ifj  =  const.,  ihre  orthogonalen  Trajektorien  durch  cp  =  const. 
dargestellt  werden. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  20 
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Setzt  man 

(1)  (p(u,  v)  =  U,         1p  (u,  v)  =  v', 

so  sind  nach  S.  298  (8)  die  Bedingungen  dafür  zu  bilden,  daß 

(2)  F'^0, 
JE'  eine  Punktion  von  u    allein, 

(3)  E'^niu!) 
wird. 

Nun  liefern  die  Formeln  für  die  Transformation  der  krumm- 
linigen Koordinaten  (S.  42  (20)),  wenn  noch 

(4)  7r^-^(«') 

geschrieben  wird: 

A(w>')  =  0 
AV=^. 
Die  erste  dieser  Gleichungen, 

(5)  AV  =  /■(?'), 

stellt  sich  als  partielle  Differentialgleichung  1.  Ordnung  für  die  Funk- 
tion (f(u,v)  allein  dar.  Ist  diese  bekannt,  so  bestimmt  die  partielle 
Differentialgleichung 

(6)  A{(p,t)-0 

die  zweite  Funktion.     Endlich  liefert  dann  die  dritte  Gleichung 

(7)  ■        A>  =  |-, 

den  Wert  von  G'  und  damit  den  vollständigen  Ausdruck  für  das 
Quadrat  des  Linienelements, 

(8)  ds'  =  P^^  +  G'dv'K 

Hierzu  ist  freilich  zu  bemerken,  daß  nach  der  Bedingung  (3)  in 
Verbindung  mit  (4)  nur  die  Existenz,  aber  nicht  der  Ausdruck  der 
Funktion  /'  als  bekannt  gelten  kann.  Angenommen  nun,  f  sei  will- 
kürlich gegeben,  so  kann  man  zu  einer  Einsicht  in  die  Natur  der 
durch  (5)  definierten  Kurven  (p  =  const.  auf  folgende  Weise  gelangen. 
Man  betrachte  in  der  partiellen  Differentialgleichung  als  Unbekannte 
an  Stelle  von  cp  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  g{(p).  Vermöge 
der  Eigenschaft 

(9)  AV(9)=^WAV 
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des  DiflFerentialparameters  1.  Ordnung  geht  die  Gleichung  (5)  in 

über.     Wählt  man  also  g{(p)  der  Gleichung 

gemäß,  nämlich 

so  lautet  die  transformierte  Differentialgleichung 

(10)  AV(^)  =  1. 

Es  sei  nun  weiter  g{(p)  =  u,  also  A^^^' =  1.    Nach  S.  42(20)  ist 
diese  Gleichung  mit 

gleichbedeutend.  Ist  die  andere  Schar  von  Koordinatenlinien,  v'=  consi, 
zu  M'==const.  senkrecht,  als3  F' =  0,  so  folgt  E' =  1.  Diese  beiden 
Bedingungen  kennzeichnen  aber  das  Kurvennetz  als  orthogonal- geo- 
dätisch, und  u  als  Bogenlänge  der  geodätischen  Linien  v'=C,  ge- 
rechnet von  einer  bestimmten  Trajektorie  aus. 

Hiernach    kann    die  Bestimmung    der    orthogonalen  Trajektorien 
einer  Schar  geodätischer  Linien  an  die  vereinfachte  Gleichung 

(11)  AV  =  1 

geknüpft  werden.  Kennt  man  eine  Lösung,  die  eine  nicht -additive 
willkürliche  Konstante  «  enthält,  so  ist  zur  Aufsuchung  der  geodä- 
tischen Linien  selbst  keine  weitere  Integration  erforderlich.  Es  sei 
nämlich 

diese  Lösung,  sodaß  die  Gleichung  A^O-  =  1,  d.  h. 

\du/  eil  dv  \dv  I  ' 

entisch  besteht.     Differentiiert  man  sie  nach  «,  so  findet  man 

du   dudcc  \du   dvda        dv  duda)  dv    dvdcc 

der  Form 

(g^-fI^)'^  +  (e  f-  -  F  f )  -1°  -  0 

\     du  dv  /    du         \      dv  du/    dv 

20* 
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geschrieben  besagt  dies  Ergebnis,  daß  ^  =  -^  eine  Lösung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

ißt.     Die  Gleichung 

(12)  ^  =  '^ 

mit  den  beiden  willkürlichen  Konstanten  a  und  C  stellt  also  die 
geodätischen  Linien  dar. 

§90. 

Zwei   Scharen    geodätischer  Parallelkurven    als  Koordinatenlinien. 

Geodätische  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

Es  seien  jetzt  die  beiden  Scharen  der  neuen  Koordinatenlinien 
orthogonale  Trajektorien  von  Scharen  geodätischer  Linien,  und  ihre 
Parameter  u,  v    von  vornherein  den  vereinfachten  Gleichungen 

(1)  A%'=1,         llH'=\ 

gemäß  gewählt,  u'  und  v  sind  dann  allgemein  die  geodätischen  Ab- 
stände eines  Flächenpunktes  von  zwei  willkürlich  angenommenen 
Flächenkurven.  Die  Bedingungen  (1)  lauten  in  den  neuen  Funda- 
mentalgrößen: 

(2)  E'=^G'=^E'a'-F'\ 

Aus  ihnen  folgt,  wenn  d"'  den  Koordinatenwinkel  bezeichnet, 


sin^O' 


F'=E'(^oB^'=T^' 


sin^O" 

(3)  ds^  =  ^-^, (du^  -f-  2 cos Q-'dudv  +  dv'^^ . 

Um  eine  bestimmte  Umwandlung  des  Linienelements  als  mög- 
lich nachzuweisen,  braucht  man  nicht  immer  die  Transformations- 
gleichungen in  ihrer  Allgemeinheit,  sondern  kann  häufig  einfacher 
schließen.  Im  vorliegenden  Falle  seien  v^  =  const.  die  geodätischen 
Linien,  zu  denen  die  Kurven  u  =  const.  der  Voraussetzung  nach  ortho- 
gonal sind,  so  muß  sich  setzen  lassen 

ds^  =  du^-}-  G-i^dvl- 
Andererseits  ist 

ds^  =  E'du'^  +  2F'du'dv'-\-  G'dv'K 
Hiernach  wird 

E'du'^  4-  2F'dudv-\-  G'dv"  ~  dti^ 
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das   Quadrat    einer   linearen  Differentialform,  YG^dv^,   und    es    muß 
deshalb  die  Determinante 

{E'-1)G'-F'' 

gleich  Null  sein.     Ebenso   seien  u^  =  eonst.  die   geodätischen   Linien, 
die  von  den  Kurven  v'=const.  senkrecht   geschnitten  werden,   so  ist 

Die  Gleichung 

E'du"'  +  2F'diidv'  +  G'dv'^  -  dv'^  =  (]/!, du^Y 
liefert 

E'{G'-1)-F'^  =  0, 

und  beide  Bedingungen  zusammen  geben  die  Gleichungen  (2)  wieder. 
Es  werde  noch 

(4)  u -\- v' =  2u,         u — v'=2v 

gesetzt,  wo  also  u  und  v  von  den  vorher  so  bezeichneten  allgemeinen 
Parametern  verschieden  sind.     Führt  man 

du  =  du  -^  dv,         dv  =  du  —  dv 

in  die  Formel  (3)  ein,  so  ergibt  sich 

ds''  -  -^(2<?m'  +  2dv''  +  2cos^\du^  -  dv')) 
=  ^(2«««4-^^^^+2sin^^..?.^) 

(5)  ds^=.^^  +  -^-. 


9' 

sm'^— —       cos''— - 
2  2 


Für  die  durch  (4)  definierten  Parameter  u,  v  ist  also 
(6)  E  =  -^^,        i^=0,         G^      ' 


sin^— —  cos*— - 

2  2 

oder 

(7)  E+G-EG  =  0,        F=0. 

Die  Gleichung  F=0  liefert  folgenden  anschaulichen,  zuerst  von 
Gilbert  gefundenen  Satz  der  Geometrie  auf  den  Flächen: 

Denkt  man  sich  auf  einer  Fläche  die  beiden  Scharen  von  Linien 
konstruiert,  für  deren  Punkte  die  Summe  und  die  Differenz  der  geo- 
dätischen Abstände  von  zwei  beliebigen  Flächenkurven  konstant  ist, 
so  schneiden  die  beiden  Scharen  einander  unter  rechten  Winkeln. 

Speziellere  Sätze  erhält  man,  wenn  man  eine  der  beiden  festen 
Kurven  oder  beide  in  Punkte  ausarten  läßt. 
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Es  seien  im  besonderen  auf  einem  dreiachsigen  Ellipsoid  zwei 
Kreispunkte  K,  K'  als  Ausgangspunkte  geodätischer  Linien  ange- 
nommen. Behauptet  wird,  daß  die  Kurven,  längs  denen  Summe  und 
Differenz  der  geodätischen  Abstände  von  K  und  K'  konstante  Werte 
haben,  mit  den  Krümmungslinien  zusammenfallen.  Dieser  Satz,  dessen 
rein  analytischer  Beweis  mit  Hilfe  elliptischer  Integrale  zu  führen 
wäre,  möge  hier  als  Beispiel  dafür  dienen,  wie  man  unter  Umständen 
anschauliche  Ergebnisse  mittels  der  Anwendung  des  Unendlichkleinen 
in  der  Geometrie  erzielen  kann. 

Um  einen  bestimmten  Fa-U  vor  Augen  zu  haben,  nehmen  wir  K 
und  K'  beide  auf  der  positiven  Seite  der  (ic?/)-Ebene  an  und  betrachten 
eine  der  Krümmungslinien  v  =  const.,  in  denen  das  Ellipsoid  von  den 
konfokalen  einschaligen  Hyperboloiden  geschnitten  wird. 
A  und  13,  zwei  benachbarte  Punkte  dieser  Kurve,  sind 
mit  K  und  K'  durch  geodätische  Linien  verbunden 
(Fig.  16).  Trägt  man  den  Bogen  KA  auf  KB  bis  A' 
'^'  ab,  K'B  auf  K'A  bis  B'  und  verbindet  A'  mit  A,  B' 

mit  B  durch  den  Bogen  je  eines  geodätischen  Kreises,  so  sind  in  den  un- 
endlichkleinen Dreiecken  ABA'  und  ABB'  die  Winkel  bei  A'  und  B' 
rechte,  nach  einem  Satze  des  §  86.  Nach  dem  im  §  85  Bewiesenen 
sind  aber  in  diesen  Dreiecken  noch  zwei  andere  Winkel  einander 
gleich.  Es  bildeten  nämlich  die  beiden  geodätischen  Linien  KA  und 
K'A  im  Punkte  A  gleiche  Winkel  mit  der  Krümmungslinie.  Diese 
Winkel  können,  ohne  daß  ein  Mißverständnis  zu  befürchten  ist,  in 
der  Figur  mit  KAC  und  K'AB  oder  B'AB  bezeichnet  werden.  Da 
ferner   der    geodätische  Radiusvektor  KB  von  KA  unendlich  wenig 

A  A 

abweicht,  so  ist  mit  unbegrenzter  Genauigkeit  KBC  =  KAC.  Daraus 
folgt  dann  B'AB  ==  A'BA.,  die  Dreiecke  ABB'  und  ABA'  sind  kon- 
gruent, woraus 

AB'  =  BÄ, 
d.h. 

K'A  -  K'B  =  KB-  KA, 

KA  +  K'A  =  KB  +  K'B 

folgt.  Die  Summe  der  geodätischen  Abstände  eines  Punktes  der 
Krümmungslinien  von  K  und  K'  bleibt  beim  Fortgange  längs  der 
Kurve  ungeändert.  Oder,  nach  der  ersten  auf  S.  290  angegebenen 
mechanischen  Bedeutung  der  geodätischen  Linie:  Befestigt  man  einen 
Faden  mit  seinen  beiden  Enden  in  zwei  Kreispunkten  des  Ellipsoids 
und  läßt  dann  einen  Stift  so  auf  der  Fläche  entlang  gleiten,  daß  er 
den  Faden  gespannt  erhält,  so  beschreibt  der  Stift  eine  Krümmungs- 
linie. 
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Für  die  Krümmungslinien  der  zweiten  Art  erweist  sich  die  Diffe- 
renz der  geodätischen  Abstände  ihrer  Punkte  von  K  und  K'  als 
konstant,  wie  es  nach  dem  Gilbertschen  Satze  erwartet  werden  kann. 

Bei  unmittelbar  verständlicher  Definition  können  hiernach  die 
Krümmungslinien  des  EUipsoids  als  geodätische  Ellipsen  und 
Hyperbeln  mit  zwei  Kreispunkten  als  Brennpunkten  bezeichnet 
werden. 

§  91. 
Totalkrümmung  eines  geodätischen  Dreiecks. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  geodätischen  Linien  möge  hier 
noch  der  Beweis  eines  von  Gauß  gegebenen  Satzes  folgen,  der  sich 
auf  ein  von  drei  solchen  Kurven  begrenztes  Dreieck  auf  der  Fläche 
bezieht.  Für  den  Ausspruch  des  Satzes  ist  es  nötig,  die  Definition 
des  Begriffs  der  Totalkrümmung  voranzuschicken,  der  mit  dem  des 
Krümraungsmaßes  eng  zusammenhängt,  bisher  aber  nicht  gebraucht 
worden  ist. 

Die  Totalkrümmung  eines  Flächenstückes  S  wird  durch  den  In- 
halt des  Stückes  2  auf  der  Einheitskugel  gemessen,  das  jenem  bei 
der  Abbildung  durch  parallele  Normalen  entspricht.  Aber  die  abso- 
lute Größe  E  soll  nicht  ohne  weiteres  der  Totalkrümmung  gleich 
sein,   sondern  erst  nach  Hinzufügung  eines   bestimmten   Vorzeichens. 

7  DO 

Im  §  35  ist  das  Krümmungsmaß  h  dem  Quotienten  der  beiden 
unendlichkleinen  Dreiecke  dZl  und  dS  gleichgesetzt  worden,  versehen 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Zeichen,  je  nachdem  die  Dreiecke 
in  ähnlicher  Lage  sind  oder  nicht  (S.  115).  Nachdem  Ä'  gleich  dem 
Produkt  K  der  Hauptkrümmungen  gefunden  ist,  gilt  also  die  Formel 


(1)  K 


s 


di: 

dS' 


Für  ein  Flächenstück  2  von  endlicher  Ausdehnung  folgt  daraus: 

(2)  2=JeKdS. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  das  Integral  eigentlich  als  Doppel- 
integral zu  schreiben  ist,  und  daß  die  Grenzen  in  bestimmter  Weise 
angeordnet  werden  müssen,  damit  Z"  >  0  wird.  Die  Totalkrümmung 
soll  nun  durch  die  Gleichung 

(3)  t  =  £2: 

erklärt    sein,  wo   s  dasselbe  Zeichen  ist  wie  vorher,  also,  wie  man 
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sagen  kann,  gleich  +  1  oder  —  1,  je  nachdem  das  Krümmungsmaß 
positiv  oder  negativ  ist.     Aus  (2)-  und  (3)  ergibt  sich 

(4)  ^=-fKdS. 

Ist  K  für  einen  Teil  von  S  positiv,  für  einen  anderen  negativ,  so  hat 
man  in  bekannter  Weise  zunächst  eine  Zerlegung  vorzunehmen. 

Da  der  analytische  Ausdruck  von  K  bekannt  ist,  so  kommt  es 
zur  Berechnung  von  ^  noch  darauf  an,  das  Flächenelement  dS  zu 
bilden,  was  auch  für  das  Komplanations- Problem  wichtig  ist.  Das 
unendlichkleine  Dreieck  auf  der  Fläche,  von  dem  eben  wieder  die 
Rede  gewesen  ist,  kann  mit  unbegrenzter  Genauigkeit  als  Hälfte  eines 
Vierecks  aufgefaßt  werden,  das  von  zwei  Paaren  benachbarter  Kurven 
des  Koordinatennetzes  eingeschlossen  wird.  Betrachtet  man  jetzt  dieses 
Viereck  selbst  als  Flächenelement,  so  wird 

(5)  ^>S'  =  äs  .  ds" .  sin  d: 

Dabei  ist 

T 

sin  d-  =  -7^^^  • 

Wird  ferner  die  Bezeichnung  so  gewählt,  daß  längs  der  beiden  im 
Punkte  Ä^  (uv)  zusammenlaufenden  Seiten  von  Ä  aus  in  positivem 
Sinne  fortgeschritten  wird,  so  hat  man 

ds'  =  yEdu,        ds"  =  yGdv, 
also 

(6)  dS^Tdudv. 

Hiemach  lautet  die  Komplanations-Formel  in  beliebigen  Koordinaten: 

(7)  S  =  ffy~EG-F^dudv. 

Für  u  =  jc,  V  =  y  geht  sie  in  die  aus  den  Elementen  der  Integral- 
rechnung bekannte 

über. 

Die  Totalkrümmung  wird  durch  die  Formel 

(9)  ^  =  ff  K  VEG~-F^  dudv 

bestimmt.  Dieser  analytische  Ausdruck  und  seine  geometrische  Be- 
deutung sind,  abgesehen  von  dem  Namen  Totalkrümmung,  von  Ro- 
drigues  gegeben  worden. 
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Es  soll  nun  die  Tojtalkrümmung  eines  geodätischen  Dreiecks, 
d.  h.  eines  von  drei  geodätischen  Linien  begrenzten  Flächenstückes 
ermittelt  werden. 

Der  eine  Eckpunkt  Ä  sei  Anfangspunkt  eines 
Systems  geodätischer  Polarkoordinaten  (Fig.  17). 
Werden  die  Winkel  von  der  Seite  AB  aus  gezählt, 
so  heißt  das,  diese  geodätische  Linie  hab  die 
Gleichung  v  =  0.  Für  a  als  Dreieckswinkel  bei 
A  ist  die  Gleichung  der  Linie  AC 

V  =  a. 
Für  orthogonal-geodätische  Koordinaten  ist  ferner 

1   d^VG 

Yg  ^«*  ' 


K  = 


also 


^ 


-fj 


dudv. 


Flg.  17. 


Das  Integrationsgebiet  kann  durch  die  Überlegung  bestimmt  werden, 
daß  man  alle  Punkte  des  geodätischen  Dreiecks  erhält,  wenn  man 
einen  beliebigen  geodätischen  Radiusvektor  AD  durchläuft  und  diesen 
alle  Lagen  zwischen  AB  und  AC  annehmen  läßt.  AD^=u  ist  dabei 
eine  Funktion  von  v,  die  von  der  Art  des  Verlaufes  der  Dreiecksseite 
BC  abhängt.     Hiemach  ist,  genauer  geschrieben: 


(10) 


^ 


-h'PTu^ 


m  j 
^du. 


Die  Ausführung  der  ersten  Integration  liefert 


I 


d^m  ,    dm 


dm\ 
du/u  =  o 


Nun  war  aber  für  geodätische  Polarkoordinaten 

\du/u=o 
(S.  299),  sodaß 

a 

s=/(i- 

0 

dm 


dm 

du 


dv 


wird.     Statt 


I 


„    ,    das    eine   von  der  Lage   des   Punktes  D  abhängige 
Funktion    von  v  ist,    kann  der  Winkel   eingeführt  werden,    den  die 
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geodätische  Linie  JBC  in  diesem  Punkte  mit  der  positiven  Koordinaten- 
linie V  =  const.  bildet.     Es  war  (S.  282  (8)) 

Ediv  =  —  T(J^du  -f  J'^dv) , 

■d.  h.  hier,  nach  S.  300(5), 

(11)  dw  =  —  —  —  -7sr~  dv  = ^ —  dv  , 

^      ^  2yG  ou  du         ' 

dm 


(1  — ^-  j  dv  =  dv  -}-  dw. 


•Geht  nun  v  von  0  bis  a,  so  durchläuft  D  die  Dreiecksseite  BC  in 
•der  Richtung  von  B  nach  C.  Die  positive  Richtung  der  drei  in  der 
Figur  vorkommenden  Linien  v  =  const.  geht  von  Ä  nach  B,  D  und 
G.  Demnach  sind  die  Grenzen  für  w  gleich  jt  —  ß  und  y,  und  es 
ergibt  sich 

a  Y 

^  =  fdv  -\-   fdiV, 
0  n-  (i 

(12)  ^  =  a  +  ß-]-y-7t. 
Hieraus  folgt  noch 

(13)  Z=s(a  +  ß-{-y-7t). 

Ist  der  Radius  der  Bildkugel  nicht  gleich  Eins,  sondern  gleich  a, 
«0  tritt  in  dieser  Formel  rechts  «^  als  Faktor  hinzu,  und  die  Gesamt- 
oberfiäche  der  Kugel  ist  dann  gleich  4a^7t.  Also:  Der  Inhalt  des 
Dreiecks  auf  der  Kugel,  das  bei  der  Abbildung  durch  parallele  Nor- 
malen einem  beliebigen  geodätischen  Dreieck  auf  einer  positiv  oder 
negativ  gekrümmten  Fläche  entspricht,  verhält  sich  zu  der  Oberfläche 
der  Kugel,  wie  der  Exzess  oder  Defekt  der  Winkelsumme  des  geo- 
dätischen Dreiecks  zu  4:it. 

Gauß  selbst  nennt  diesen  Satz  ein  theorema  elegantissimum. 

§  92. 
Geodätischer  Kontingenzwinkel,  geodätische  Krümmung. 

Im  §  78  sind  zwei  sachlich  übereinstimmende  charakteristische 
Eigenschaften  der  geodätischen  Linien  angegeben  worden:  1.  die 
Schmiegungsebene  einer  geodätischen  Linie  enthält  die  Flächennormale; 
2.  die  Tangentialkrümmung  einer  solchen  Kurve  ist  gleich  Null. 
Setzt  man  diesen  Begriff  nicht  voraus,  so  kann  man  umgekehrt 
die   Tangentialkrümmung  einer  Flächenkurve   mit  Hilfe   der  Theorie 
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der  geodätischen  Linien  erklären,  und  zwar  in  einer  Art,  die  der 
Definition  der  Krümmung  einer  beliebigen  Kurve  mittels  des  Kon- 
tingenzwinkels  (§  4)  genau  entspricht. 

Wir  denken  uns  in  zwei  benachbarten  Punkten  einer  Flächen- 
kurve die  sie  berührenden  geodätischen  Linien  konstruiert.  Der  un- 
endlichkleine Winkel,  den  diese  Linien  mit  einander  bilden,  heißt  der 
geodätische  Kontingenzwinkel  der  gegebenen  Kurve,  der  Quotient 
aus  diesem  Winkel  und  dem  Bogenelement  die  geodätische  Krüm- 
mung. Es  soll  bewiesen  werden,  daß  die  geodätische  Krümmung 
mit  der  Tangentialkrümraung  übereinstimmt. 

Offenbar  genügt  es,  diesen  Nachweis  für  eine  Koordinatenlinie 
■zu  führen.  Denn  solange  das  Koordinatennetz  beliebig  bleibt,  kaan 
man  immer  annehmen,  daß  die  gegebene  Kurve  einer  der  beiden 
Scharen  des  Netzes  angehört.  Nach  einer  schon  wieder- 
holt gemachten  Bemerkung  verzichtet  man  dabei  frei- 
lich auf  die  gleichzeitige  Ermittelung  des  allgemeinen 
Bildungsgesetzes  für  die  auftretende  flächenthe.oretische 
Größe. 

Die  gegebene  Kurve  sei  eine  der  Linien  u  =  const. 
(Fig.  18).  A  und  B  sind  zwei  benachbarte  Kurven- 
punkte, AC  und  BC  die  beiden  durch  sie  gehenden 
geodätischen  Tangenten,  D   deren  Schnittpunkt,   also 

A 

C'BC  der    geodätische    Kontingenzwinkel.     AE   und  pig  ig. 

BF   bedeuten    die    beiden    durch    A    und  B    gehen- 
den   Linien    v  =  const.,    B'    den    Schnittpunkt    von    BF    mit    AC. 
Das  Zeichen  d  kennzeichne  hier  nicht,  wie  gewöhnlich,  den  Über- 
gang von  A  nach  B  (in  positiver   Richtung),   sondern   im  Sinne  des 
§  79  den  Fortgang  längs  der  geodätischen  Linie  AC.    .Dann  ist 

CAE  =  w,         CB'F  ='W-Ydw, 
und  es  werde  noch 

CBF^^w  -\-dw 

gesetzt.    Für  den  geodätischen  Kontingenzwinkel  dw'  ergibt  sich  dann 
bis  auf  Größen,  die  gegen  die  vorkommenden  Differentiale  unendlich- 
klein sind, 
(1)  dw'  =  div  —  dw . 

Läßt  man  diese  Formel  unter  allen  Voraussetzungen  gelten,  so  sieht 
man,  daß  dw'  auch  negative  Werte  haben  kann.  Denn  würde  man 
z.  B.  in  der  Figur  die  w-Linien  nach  der  Seite  positiv  nehmen,  nach 
welcher  die  gegebene  Kurve  konvex  ist,  so  würde  div  ';>  dw  werden. 
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Es  sei  nun 

/^.  dw  —  Sw 

die  Definitionsgleicliung  für  die  geodätische  Krümmung  der  gegebenem 
Kurve    im    Punkte    A.      Wegen    der    Annahme    _F  =  0    ist    w  =  —  y. 

IV  -\-  dw  ==  ~ ,    also  g  =  -^ ,   ferner  nach  S.  281  (5,  7) 

VE  Gdw  =  -    ?<    du r-  ^—  dv 

^  2    dv  2    du 

,  1  /E  du 

ctg  IV  =    1/  y,-^—- 

°  r   G  dv 

Für  die  Linie   u  =  const.  ist  noch  ds  =  YGdv,  mithin 

l_^    /dJEdu       dG 

2  GYE  \  ^'"  ß^        ^^ 

1       /dE-i/~G     ,  dG\ 

d.  h. 

/QN 1_     dG^ 

mit  dem  Ausdruck   der   Tangentialkrümmung  nach  S.  140(11)  über- 
einstimmend. 

Für  die  Geometrie  auf  den  Flächen  ist  diese  Definition  der  geo- 
dätischen Krümmung  von  wesentlicher  Bedeutung.  Denn  nachdem 
die  geodätischen  Linien  einmal  in  unmittelbarem  Anschluß  an  die 
Theorie  der  kürzesten  Linien  erklärt  sind,  erfordert  sie  nicht  mehr,  wie 
es  ursprünglich  bei  der  Tangentialkrümmung  der  Fall  war,  ein  Heraus- 
treten aus  der  Fläche  durch  Benutzung. der  Normale. 

§  93. 
Der  Differentialparameter  zweiter  Ordnung. 

Um  aus  einem  so  speziellen  Ausdruck  wie  (3)  ein  allgemeines 
Bildungsgesetz  herzuleiten,  hat  man  in  den  meisten  Fällen  umfang- 
reiche und  im  voraus  schwer  zu  überblickende  Transformationen  aus- 
zuführen. Im  vorliegenden  Falle  wird  mau  versuchen,  die  Koordinaten- 
verwandlung zu  benutzen,  da  die  Formel  mittels  besonderer  Annahmen 
über  das  Koordinatensystem  gefunden  worden  ist.  Die  Theorie  der 
Tangentialkrümmung  soll  dabei  ebensowenig  wie  vorher  hinzugezogen 
werden. 
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Die  letzthin  schon  mehrmals  benutzten  Transformationsgleichungen 
lauteten 

Hier  ist  (p  (m,  v)  =  u,  ip  (u,  v)  ==  v'  und  nach  der  Voraussetzung  im 
vorigen  Paragraphen  F'  =  0.  Die  Grundlage  der  Untersuchung  bilden 
mithin  die  Gleichungen 

(2)  ^'cp  =  ^,         A(qp,z^)  =  0,         ^'t  =  ^ 

zusammen  mit 

/Q\  1       dG'  ^ 

■V  )  ^«'         ~  2G'yW  ^^'  ' 

Als  bekannt  gelten  die  Fundamentalgrößen  E,  F,  G,  die  in  den 
Differentialparametern  als  Koeffizienten  vorkommen,  sowie  die  Funk- 
tion (p  nebst  ihren  Ableitungen,  dagegen  nicht  die  Funktion  tj;,  deren 
Bestimmung  vielmehr  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  erfordern  würde.  Das  Ziel  ist,  g^^,  ^  g  durch  E,  F,  G 
und  die  Ableitungen  von  gp  darzustellen. 

Von  den  drei  Größen  E',  G'  und  -^-^  erscheint  nur  die  erste, 


du 


unmittelbar  in  der  verlangten  Form.  Schon  G'  selbst  ist  dagegen 
noch  von  ib  abhängig.  Um  die  Ableitung  „  ,  auszudrücken,  hätte 
man  zu  bilden 

^  ^  du'       du  A^i/)    du        dv  A^i/)    du 

und  die  Umkehrungsformeln  (S.  40  (12))  zu  benutzen.  Nach  Einfüh- 
rung der  drei  Ausdrücke  in  die  Gleichung  (3)  hat  man  noch  die 
Ableitungen  von  ^,  die  bis  zur  zweiten  Ordnung  vorkommen,  heraus- 
zuschaffen. Wie  unübersichtlich  diese  Rechnung  werden  würde,  falls 
man  sie  ohne  weiteres  nach  den  Vorschriften  der  gewöhnlichen 
Eliminationstheorie  in  Angriff  nehmen  wollte,  lehren  schon  die  ersten 
Schritte.  Wenn  man  sich  dann  also  auch  von  der  Möglichkeit  über- 
zeugt hätte,  mittels  einer  endlichen  bestimmten  Anzahl  wohldefinierter 
Operationen  zum  Ziel  zu  kommen,  so  würde  man  doch  sicher  sein 
können,  für  die  gesuchte  Größe  einen  sehr  verwickelten  Ausdruck  zu 
erhalten.  Mit  einer  solchen  Lösung  einer  flächentheoretischen  Auf- 
gabe darf  man  sich  niemals  zufrieden  geben;  vielmehr  ist  in  die  Auf- 
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gäbe  stets  von  voriilierein  die  Forderung  aufzunelimen,  daß  das 
Bildungsgesetz  der  Schlußformeln  sich  in  einfacher  Weise  beschreiben 
lasse. 

Die  anzustellende  Rechnung  würde  noch  umständlicher  werden^ 
wenn  man  ihr  die  Transformationsgleichungen  in  der  ersten  Gestalt 
(S.  39  (8))  zugrunde  legen  wollte.  Die  Gleichungen  (1)  haben  wenigstens 
den  Vorzug,  daß  ihre  rechten  Seiten  in  dem  früher  (§  43)  besproche- 
nen Sinne  vom  Koordinatensystem  unabhängig  sind.  Gelänge  es,  aucb. 
die  zweiten  Ableitungen  einer  willkürlichen  Funktion  zu  derartigen  Ver- 
bindungen, also  zu  Biegungskovarianten  (S.  151)  zu  gruppieren,  so  würde 
deren  Einführung  offenbar  für  unseren  Zweck  von  großem  Nutzen  sein. 

Zwei  solche  Ausdrücke  lassen  sich  nun  sofort  angeben,  A^A^(p 
und  A(cp,A^g)).  Ferner  ist  im  Anschluß  an  die  Christoffeische  Ko- 
variante  eine  Größe  dieser  Art  hergestellt  worden  (S.  170(12)),  und 
zwar  ebenfalls   zum  Zweck   einer  übersichtlichen  Darstellung  von  a  . 

O  t7  (p* 

Die  Benutzung  jener  Größe  an  dieser  Stelle  würde  also  nur  auf  eine 
Verifikation  der  Formel  S.  171  (15)  hinauskommen.  Aber  auch  ohne 
die  Christoffeische  Kovarianz  kann  man  einen  Ausdruck  der  in  Rede 
stehenden  Art  aus  den  zweiten  Ableitungen  finden,  dessen  Anwendungs- 
gebiet in  der  Flächen theorie  sehr  groß  ist:  den  Beltramischen  Diffe- 
rentialparameter zweiter  Ordnung. 

Seine  Existenz  und  sein  Wert  kann  aus  einer  im  §  51  gemachten 
Bemerkung  geschlossen  werden.     Wenn  die  Gleichung 

(5)  '?^f)^ Pidu -\- p^dv  =  p[du' -{- p^dv' 

stattfindet,  so  ist  nach  Formel  (17)  dieses  Paragraphen  (S.  191) 

/gN    •  J.  /dp^  _  dpA  ^  1  /gp;  _  dp'A 

^  ^  T\du        dv)       T'\du        dvj' 

Eine  lineare  Differentialform  ^q,  deren  Koeffizienten  die  ersten  Ab- 
leitungen von  (p  enthalten,  hängt  aber  unmittelbar  mit  der  Theorie 
der  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  (p  =  const.  zusammen.  Wegen 
der  Homogeneität  des  Zwischenparameters  in  Bezug  auf  die  Ableitungen 
von  ip  erfordert,  wie  schon  auf  S.  250  bemerkt  wurden  ist,  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichung 

A(^,  T^)  =  0 

allein  die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

iE^^--Fl'')du  +  lF^^~G^^)dv  =  0. 
\     dv  du/  \     dv  du/ 

Die  linke  Seite  der  letzteren  geht  nach  Division  mit  T  bei  einer  be- 
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liebigen  Transformation  der  krummlinigen  Koordinaten  in  den  formal 
gleichgebildeten  Ausdruck  über  (S.  150  (22)).     Nimmt   man  demnach. 


i>i  = 

tV  du 

-E 

und  setzt  bleibend 

(7) 

1 

{'' 

dfp 
du 

ov 

.     d_      dy du  .  _  .  2 

so  gilt  die  Gleichung 

(8)  AV  =  A'^- 

A'^qp   ist   der  Differentialparameter    zweiter   Ordnung    von    cp. 
Sein  Ausdruck  kann  in  mannigfacher  Weise  umgestaltet  werden. 
Führt  man  zuerst  die  Differentiationen  aus,  so  wird 

A V  ==  ^  (ö  1^.  -  2Ffl  +  E  !>-) 
^        T^  \      du^  dudv    '         dv^J 

(9) 

+  T  \Uw  T         dv   T  )  du  ^  [dv   T        'du  T  )  dv))  ' 
Hiernach  hat  der  Koeffizient  von  tt^  die  Form 

1  [    yä      yä 


ya  \  S^k  ^^i 

Will  man  die  Ableitungen  durch  die  Cbristoffelschen  Größen  ersetzen,, 
so  hat  man  sich  der  Formeln  §  50(11,  21)  zu  bedienen: 


Sie  liefern 


d  log  ya  "^1  /  P  M 

du^        ~ j^  \   Q 

a 


I  I    ya  _  jya 

y~a  V  du^  du^ 

(10)    ^ 

II  ya_  ya^ 
yä  V  ^Mj      äwi 


= -  IK  {V}  -  2«i2  { V}  +  «11  {VI) 


320  Vn.  Abschnitt.     §  93. 

oder,  wenn  man  die  gewöhnliclien  Bezeiclinungen  für  die  Fundamental- 
größen wieder  einführt  und  demnacli  auch  für  die  Christoffelschen 
Verbindungen  die  Zeichen  «7"^,  .  •  .  J!^  (S.  137)  schreibt: 

-^h^       '^y\  1 

ly'T        ^'t\  1 

YXJv  ~  Tu  /  =  ~  T^  (^^^2  -  2^/;  +  Ej;'). 
Beim  Einsetzen  in  (9)  treten  die  Größen 

du^      '^^  du     "^^  dv  —  ^11 


(S.  129),  also  die  Koeffizienten  der  Christofifelschen  Ko Variante  auf,  und 
für  den  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  ergibt  sich  die  Formel 

(13)  AV  ==  2^T  {G^n  ~  ^F<p,,  +  E<p,,), 
die  mit 

(14)  ^'(p-2cc,,cp,, 

oder,  nach  S.  160(3),  mit 

(15)  AV  =  5-JA,0) 
gleichbedeutend  ist. 

Die  Gleichung  (8)  lautet  ausgeschrieben 

_1_  I      <7  OU  OV  0  cv  du 

(16) 

Pur  (p  =  ^  =  u'  oder  =  tj'  folgt  daraus 

Es  mögen  gleich   an  dieser  Stelle   einige   spezielle  Anwendungen 
■des  Differentialparameters  zweiter  Ordnung  angeschlossen  werden. 
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Für  ein  Netz  isometrisclier  Kurven   waren  nach  S.  266(10)   die 
Bedingungen 

(18)  F'^0,  ^--  =  0 

^     ^  •  '  du  cv 

notwendig  und  hinreichend.     Nun  ist  für  F' =  0  nach  (17) 

und  nach  S.42(20) 

(20)  AV=-i., 

also 

Die  zweite  Gleichung  (18)  wird  demnach 


und  liefert  integriert: 
Genau  ebenso  erhält  man 


3    A*tt'  _  ^ 
dv'  ^%' 


A*w'       ^.  ,s 


ATTr'=5'(0, 


A^v' 

d.  h.  die  Parameter  beider  Scharen  des  isometrischen  Netzes  müssen 
einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Form 

(22)  f:i-/-w 

genügen.  Daß  auch  umgekehrt  jeder  Lösung  dieser  Gleichung,  bei 
beliebiger  Wahl  der  Funktion  f,  eine  isometrische  Kurvenschar  ent- 
spricht, ergibt  sich  unmittelbar.  Denn  setzt  man  q)  =  u  und  versteht 
unter  v'  =  const.  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Schar  u  ==  const., 
so  kommt  man  auf  die  Bedingungen  (18)  zurück. 

Für  gegebenes  f  läßt  sich  die  Gleichung  (22)  noch  vereinfachen. 
Es  sei  h(q))  eine  willkürliche  oder  zu  bestimmende  Funktion  von  % 
so  ist 

(23)  A^h{<p)  =  h'{<pyA'(p 
(S.  306(9))  und 

(24)  A^h{(p)  =  h'{(p)A^(p-{-h'X<p)A'cp. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  21 


i 
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Aus  (22)  wird 

Hierin  werde  nun  über  die  Funktion  h{(p)  der  Bedingung 

gemäß  verfügt;  d.  h.  es  werde 

(25)  h{<p)  =  Ä  Te-^X'^)'^^  d(p  +  B 

gesetzt,  wo  Ä  und  B  willkürliche  Konstanten  bezeichnen  und  die 
Integrale  als  solche  mit  bestimmter  unterer  Grenze  vorausgesetzt 
werden.    Dann  reduziert  sich  die  partielle  Differentialgleichung  (22)  auf 

(26)  A'h{(p)  =  0, 

und  umgekehrt  führt  die  Substitution  (25)  diese  in  jene  über. 

Von  der  Orthogonalschar  kann  leicht  gezeigt  werden,  daß  zu 
ihrer  Darstellung  nur  Quadraturen  nötig  sind.  Diese  Darstellung 
hängt  zunächst  ab  von  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

A(gp,^)  =  0, 

d.  h.  von  der  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

(27)  (e^-  F^^)  du-{-(F^-G  1-^)  dv  =  0. 
^     ^  \      dv  du/  '    \      dv  du/ 

Bezeichnet  nun  ^  einen  integrierenden  Faktor  der  letzteren,  so  gilt 
die  Bedingung 


oder 


du  \T  \     dv  du//        dv  \T  \      dv  du/J 


Hierin  kann 

genommen  werden,  denn  dann  ergibt  sich 

oder  wegen  (22) 

m)  +  g\cp)  =  0, 

und  daraus  läßt  sich  in  der  Tat  g{(p)  bestimmen.     Es  ist 
ein  integrierender  Faktor  der  Differentialgleichung  (27). 
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Eine  zweite  Anwendung  betrifft   die  Berechnung  von  A^a;,  A^t/, 
A^^.     Nach  S.  126(4)  war 

T  \      öv  duj  cu  du 

1  fjpdx        g  dx\  ^  y  gg        Z^^ 

T  \      dv  du)  dv  8v 

Daraus  folgt 

T  \cu  dv        du   dv        dv    du        dv   du) 
Mit  Hilfe  der  Weingarten  sehen  Gleichungen  ergibt  sich  weiter 

A'^  =  -(^n  +  ^22)-X; 
worin  nach  S.  225(16) 

-  (''?ii  +  ^22)  =  -ff 
ist.     Die  gesuchten  Formeln  lauten 

(28)  A^^  =  HY 

A^z  =  HZ. 

Sie  sind  für  die  durch 

H=0 

charakterisierten  Minimalflächen  (vgl.  S.  260)  von  Bedeutung.    Die  für 
die  Koordinaten  jeder  solchen  Fläche  geltenden  Gleichungen 

(29)  A^x  =  0,        A'y  =  0,        A^^  =  0 

besagen  nach  dem  Vorhergehenden,   daß  die  Fläche  durch  irgendeine 
Schar  paralleler  Ebenen  in  isometrischen  Kurven  geschnitten  wird. 

§94. 
Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung. 

Wir  nehmen  die  Umwandlung  der  Formel  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen, 

/i\  1  dCr' 

wieder  auf. 

Die  Ableitung    ^—  kommt  in  dem  Ausdruck  (19), 


I 


21* 
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vor,  und  außerdem  nocli  -tt-t-  ,  das  man  mit  Hilfe  einer  anderen  Ko- 
Variante  darstellen  kann.     Es  ist  nämlich,  immer  für  F' =  0: 

(3)  AKAV)  =  -^||', 

also  weiter 

A(qp,  A*qp)  A'qp 


(4)  ^,  = 


2(A»^  (AV)^ 


Diese  Ko Varianten-Verbindung,  aus  welcher  jede  Beziehung  zur  Ortho- 
gonalschar iIj  =  const.  verschwunden  ist,  stellt  den  gesuchten  Wert 
der  geodätischen  Krümmung  für  die  gegebene  Kurve  dar.  Da  sie 
nur  Biegungskovarianten  enthält,  so  ergibt  sich  aufs  neue  der  Satz 
(S.  171),  daß  die  geodätische  Krümmung  bei  der  Biegung  einer  Fläche 
ungeändert  bleibt. 

Die  Formel   kann    in    mannigfacher   Weise    umgestaltet   werden. 
Nimmt  man  z.  B,  in  der  Gleichung 

(5)  A{cp,nx))-=nx)A{q^,x) 

f{l)  =  y-,  Z  =  AV; 

so  folgt 

(6)  A(9),  AV)  =  -  2(A»^A  ((p,  ^^) 
und  demnach 

Setzt  man  weiter  hierin  für  die  Differentialparameter  ihre  Werte 
ein,  so  erhält  man 


du  dv       |/A^qp  dv  du      yA^qp 


_  _    1 


1^       d        du  dv  1        d     ^  dv  du 
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oder 

1 


(8)      9^-- 


T 


^  dcp  d(f 

0  du  ov 


L        r       \du}  du  ov  \ov/ 


.     d  dv  du 


Dieser  Ausdruck  ist  schon  im  §  51  (S.  188)  auf  anderem  Wege  her- 
geleitet und  dort  als  Integrabilitäts-Invariante  gedeutet  worden  (S.  191). 
Er  läßt  erkennen,  daß  die  orthogonalen  Trajektorien  einer  Schar  geo- 
dätischer Linien  q)  =  const.  durch  Quadraturen  bestimmt  werden 
können.  Denn  die  Bedingung  g^  =  0  kann  dahin  ausgesprochen 
werden,  daß  der  reziproke  Wert  von 


\/g  l^X-  2F  l^^^  +  E  (1?)' 
r        \du}  du   dv  \dv J 

für  die  Differentialgleichung 

\      dv  du)  \      dv  du} 

ein  integrierender  Faktor  ist. 

§95. 

Kurven,  die  bei  gegebener  Länge  ein  möglichst 

groiäes  Fläelienstüek  begrenzen. 

Die  geodätischen  Linien,  also  die  Flächenkurven,  deren  geodä- 
tische Krümmung  gleich  Null  ist,  verdankten  ihre  Entstehung  einer 
Aufgabe  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  (§  78).  Auch  zu  den 
Linien  konstanter  geodätischer  Krümmung  überhaupt  führt  eine  Auf- 
gabe dieser  Art,  die  folgendermaßen  ausgesprochen  werden  kann. 
Zwischen  zwei  Punkten  A  und  B  einer  Fläche  sei  eine  Kurve  ge- 
geben; gesucht  wird  eine  andere  Kurve  mit  denselben  Endpunkten 
und  von  vorgeschriebener  Länge,  die  mit  der  ersten  zusammen  einen 
möglichst  großen  Flächeninhalt  einschließt. 

Wie  im  §  78  soll  ohne  Rücksicht  auf  Symmetrie  die  erste  kar- 
tesische  Koordinate  in  der  Untersuchung  bevorzugt  werden.  Wir 
betrachten  die  Projektionen  der  gesuchten  und  der  gegebenen  Kurve 
auf  die  (a;?/)-Ebene.  Die  erste  heiße  ÄC'B\  die  zweite  A'G^B'. 
Längs  jener  ist  y  eine  zu  bestimmende  Funktion  von  x,  y  =*>  <p{x), 
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für  diese  sei  y  =  f{x),  wo  f  eine  gegebene  Funktion.    Die  Fläche  Bei 

in  der  Form  (III) 

z  =  z{x,  y) 

gegeben,  so  hat  der  Flächeninhalt,  der  ein  Maximum  werden  soll,  den 
Ausdruck 

SSyp'  +  g'-\-ldxdy^S 

(S.  312(8)).  Das  Integrationsgebiet  wird  von  den  beiden  Kurven  A'C'B' 
und  Ä'C^B'  begrenzt.  Die  ersten  Koordinaten  der  Endpunkte  beider 
Linien  auf  der  Fläche  seien  oTq  und  Xj;  dann  kann  man  bei  passender 
Zuordnung  dieser  Werte  zu  den  Punkten  Ä  und  B 

Xi         fix) 

(1)  S  =  fdxfVp'  i-q'+l  dy 

Xo        (p(x) 

setzen.  Die  Länge  der  gesuchten  Kurve  ist,  höchstens  vom  Vorzeichen 
abgesehen. 

Nach  der  Voraussetzung  gilt  die  Gleichung 
(3)  5  =  Z, 

für  l  als  gegebene  Konstante. 

Verändert  man  die  Kurve  AGB,  jedoch  so,  daß  ihre  Länge 
gleich  l  bleibt,  so  ändert  sich  im  allgemeinen  auch  die  Projektion 
A'C'B',  und  y  wird  eine  andere  Funktion  von  x.  Sie  heiße  q)(x)  +  7j(a:). 
An  SteUe  von  g}{x)  in  (1)  eingeführt,  muß  sie  einen  Wert  S'  liefern, 
der  kleiner  ist  als  S.  Um  die  Differenz  S  —  S'  darzustellen,  bezeich- 
nen wir  das  unbestimmte  Integral  J  Yp^  -\-  q^  +  1  dy ,  als  Funktion 
von  y  betrachtet,  mit  J{y),  und  erhalten 

S  =  J{J{f)  —  J{cp))dx 
S'^f\j(f)-J((p^7j))dx 

S-S'  =  J(J{cp  +  7^)  -  J{cp'))  dX  . 

Bei  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von  r],  welches  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  entsteht  als  Anfangsglied 
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und  da 


~-Vp'+q'-^l 


ist,  so  wird 

(4)  •        dS=   fy p" -{■  q""  ^-  Iridx, 

wo  in  der  Wurzelgröße  q)  für  y  gesetzt  zu  denken  ist.  Dieser  Aus- 
druck öS  muß  verschwinden,  wenn  S  ein  Maximum  werden  soll. 

Hat  jetzt  s    dieselbe  Bedeutung  für  s  wie  S'  für  S,  und   wird 

z{x,  q)  Jrri)  —  z{x,  cp)  =  t 
gesetzt,  so  ergibt  sich 

und  man  erhält  als  Anfangsglied  von  s'  —  s  (vgl.  S.  276 — 277) 

f{p^^JL^p,p)dx^ds. 
J    \as  dx       ds  dxj 

Die  partielle  Integration  liefert 

Xo 

wo  der  erste  Teil  verschwindet,  weil  r]  und  damit  auch  t,  für  x  =  Xq 
und  X  ==  x^  gleich  Null  ist.  Allgemein  erhält  t,,  bei  Abkürzung  auf 
das  Glied  erster  Ordnung,  den  Wert 

^        dz 

Da  nun  s'  —  s  =  0  sein  soll,  so  muß  sicher  auch  ds  verschwinden, 
und  die  Formel  (5)  liefert 

,  dy  ^  dz 

d-,—  d 


I    l  "  ds         Z'  ds 


(6)  7  \^^+i^h'i'^  =  o- 


dx      '    ^    dx 


Das  Ergebnis  ist  also,  daß  für  alle  Werte  von  iy,  die  der  Bedingung  (6) 
genügen,  die  Gleichung  dS  =  0  oder 
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stattfinden  muß.     Hiernach  ist  y  zu  bestimmen. 
Es  werde  zur  Abkürzung 


Vp^  +  3^  4-  1  =  a 

(8)  ^^         ^^. 

ds  as         r> 

femer 

X 

(9)  fßr}dx  =  G}(x) 

gesetzt.     Dann  ist  die   Größe  tj    nur  der  Bedingung  zu  unterwerfen, 

daß  die  aus   ihr   gebildete  Funktion  (o   für  x  =  x^^   verschwindet;   im 

übrigen  ist  rj,  immer  innerhalb   gewisser  Grenzen,    ganz   willkürlich. 

Setzt  man  aus  (9) 

co'{x) 


v=- 


in  (7),  nämlich 
ein,  so  folgt 


-1 

fuYjdx  '^  0 

/  ■^C3'{x)dx  =  0, 


d.  h.  bei   nochmaliger  Ausführung    einer   partiellen   Integration    und 
Benutzung  der  Gleichungen  «(a^o)  =  0,  c}(Xj)  ==  0: 


(10) 


I    -j^adx  =  0. 
t/       dx 


Hierin  ist  o  eine  willkürliche  Funktion,  die  nur  an   die  eben  ange- 
gebenen Gleichungen  gebunden  ist.     Daher  wird  schließlich 


d^ 


dx 
d.h. 


=  0         oder         —  =  const.. 


^  dy    ,       dz 
(11)  —4^ ^^  ==  const. 

Entwickelt  man  hier  die  Dijfferentiale   im  Zähler  und  zieht  die  Aus- 
drücke der  Richtungskosinus   der  Flächennormale  (S.  52  (16))  hinzu, 
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SO   erhält  man  nach   einer  leichten  Umformung    für    die   linke  Seite 

einen  Wert,  der  auch  aus  §  39  (2)  für  d^x  =  0  hervorgeht.     Es  wird 

also 

(12)  g=C 

eine  notwendige  Eigenschaft  der  gesuchten  Linien;  d.  h.  die  Kurven, 
die  bei  gegebener  Bogenlänge  ein  möglichst  großes  Stück  einer  Fläche 
begrenzen,  haben  konstante  geodätische  Krümmung.  Dieser  Satz  rührt 
von  Minding  her. 

Wie  in  den  Elementen  der  Variationsrechnung  gezeigt  wird,  auch 
aus  der  eben  ausgeführten  Rechnung  selbst  leicht  geschlossen  werden 
kann,  stellt  das  Ergebnis  eine  notwendige  Bedingung  für  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  des  Integralausdruckes  IS  -\-  ^s  dar,  in  welchem 
keine  der  beiden  Größen  S  und  s  vor  der  anderen  bevorzugt  ist.  Auf 
dieselbe  Bedingung  führt  daher  auch  die  Aufgabe,  unter  allen  Kurven, 
die  mit  einer  gegebenen  zusammen  ein  Flächenstück  von  vorgeschrie- 
benem Inhalt  einschließen,  diejenige  zu  suchen,  die  die  kleinste 
Länge  hat. 

§96. 
Orthogonale  Kurvenscharen  kronstanter  geodätischer  Krümmung. 

Aus  S.  325  (8)  folgen  für  die  geodätischen  Krümmungen  der  Ko- 
ordinatenlinien die  Ausdrücke 

^^  9^  T  \du^       dv  ygJ 

(o\  «  =  _  1  (tV^  -  J-  JL-\ 

^^  ^'  T  \  dv  du  Ye/  ' 

SoU  das  Koordinatennetz  aus  Kurven  konstanter  geodätischer  Krümmung 
bestehen,  so  muß  g^  eine  Funktion  von  u,  g^  eine  Funktion  von  v 
sein.  Nimmt  man  außerdem  an,  daß  die  beiden  Scharen  des  Netzes 
sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  erhält  man  als  Bedingungen 
für  die  Fundamentalgrößen 

(^)  m  ^^  "  '"^"^ 

(4)  '     LV^_^(,). 

Die  Funktionen  (p  und  t^,  deren  Form  für  die  Voraussetzungen  ohne 
Bedeutung  ist,  können  durch  Differentiation  entfernt  werden.    Es  folgt 

~dudv~  -  VEG-<p{u)tiv)  =   -^J^ 
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oder 

(5)  a    -      =  0- 

Nach  §  73  liefert  diese  Gleichung  den  Satz:  Sind  zwei  Scharen  von 
Linien  konstanter  geodätischer  Krümmung  aufeinander  senkrecht,  so 
bilden  sie  zugleich  ein  isometrisches  Kurvennetz. 

Hat  umgekehrt  die  geodätische  Krümmung  einer  Kurvenschar, 
die  mit  einer  anderen  zusammen  ein  isometrisches  Netz  bildet,  längs 
jeder  einzelnen  Linie  einen  konstanten  Wert,  so  ist  dies  auch  für  die 
zweite  Schar  der  Fall.  Es  seien  wieder  die  beiden  Scharen  zu  Ko- 
ordinatenlinien, und  ihre  Bestimmungsgrößen  so  gewählt,  daß 

ist.     Dann  wird 

w  y»        E   du        du  '      ^'      dv 

Nach  der  zweiten  Annahme  ist 

eine  Gleichung,  die  in  der  Form 

^  ^  duov 


geschrieben,  die  Behauptung 


liefert. 

Die  Gleichung  (7)  ist  mit 

gleichbedeutend,  wo  U  nur  von  u,  V  nur  von  v  abhängt.  Die  Flächen, 
für  welche  die  Voraussetzungen  der  obigen  Sätze  gelten,  haben  dem- 
nach die  Eigenschaft,  daß  das  Quadrat  ihres  Linienelements  auf  die  Form 


{u+vy- 

gebracht   werden  kann.     Diese  Bemerkung  ist  von  Bonnet    gemacht 
worden. 
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Handelt  es  sich  nicht  darum,  über  das  Linienelement  etwas  auszu- 
sagen, so  können  die  beiden  angegebenen  Sätze  ohne  jede  Rechnung 
aus  der  für  die  Isometrie  eines  orthogonalen  Kurvennetzes  charak- 
teristischen Bedingung 

(9)  @g  =  fy'g' 

abgelesen  werden.     Ist   nämlich  g  ^  g     längs   der  Kurve   cp  ==  const. 
konstant,  so  heißt  das,  es  besteht  die  Gleichung 

(10)  %  =  0. 
Gilt  gleichzeitig  auch 

(11)  0V=O, 

so  ist  die  Bedingung  (9)  erfüllt.    Und  umgekehrt  zieht  diese  mit  einer 
der  beiden  (10),  (11)  zusammen  die  andere  nach  sich. 

Ein  besonders  einfacher  Wert  ergibt  sich  für  ^^  unter  Zugrunde- 
legung orthogonal-geodätischer  Koordinaten.  Für  ^  =  1,  F  =  0  folgt 
zunächst,  wie  es  nach  §  86  sein  muß, 

(12)  ^„=0, 
und  weiter 

1    dy/G  1    dlogG 


(13)  9.=  - 


r/Q     du  2        du 


Die  Gleichung  (12)  kann  als  Spezialfall  von  (4)  betrachtet  werden. 
Setzt  man  jetzt  wieder,  der  Gleichung  (3)  entsprechend, 

d.  h.  nimmt  man  die  Parallelkurven  als  Linien  konstanter  geodätischer 
Krümmung  an,  so  kommt 

G  =  cp,{uyt,{vy, 

und  es  wird  bei  passender  Wahl  der  Koordinaten 

(14)  ds^  =  du'  +  (p,{uydv\ 

Das  heißt:  Existiert  auf  einer  Fläche  eine  Schar  geodätischer  FaraUel- 
kurven  von  konstanter  geodätischer  Krümmung,  so  ist  die  Fläche  auf 
eine  Umdrehungsfläche  abwickelbar. 

Umgekehrt  gibt  es  auf  jeder  in  eine  Rotationsfläche  verbiegbaren 
Fläche  ein  orthogonales  Kurvennetz,  für  welches  die  Gleichungen 

(15)  g^O 

(16)  -  @'^'=0 
gelten. 
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§97. 

Zusamxaenliang  der  geodätischen  "Windung  mit  der  Theorie 

der  geodätischen  Linien. 

Die  Windung  einer  geodätischen  Linie  läßt  sicli  unmittelbar  aus 
der  Formel  S.  61(18) 

(1)  Jc'==t-\-@(p 

bestimmen,  in  -welclier  qo  den  Winkel  der  Hauptnormale  mit  der 
Flächennormale  bedeutete.  Nach  der  charakteristischen  Eigenschaft 
der  geodätischen  Linien  ist  nämlich  9)  =  0,  also 

(2)  ¥=t. 

Die  Größe  /  ist  im  §  16  eingeführt  und  im  §  52  berechnet  worden.  Im 
Gegensatz  zu  dem  allgemeinen  Ausdruck  von  Je'  hängt  ihr  Wert  von 
Differentialen  zweiter  Ordnung  nicht  ab,  sondern  enthält  außer  den 
Fundamentalgrößen  nur  das  Verhältnis  dw.dv.    Denn  es  war  (S.  193(7)) 

XON         .  _  {EM—FL)du^  +  {EN—  GL)dudv  +  {FN—  GM)dv' 
^^  T{Edu^  i-2Fdudv-}-  Gdv^j 

Betrachtet  man  nun  gleichzeitig  mit  einer  beliebigen  Kurve  eine 
geodätische  Linie  mit  derselben  Tangente,  für  welche  also  im  ge- 
gebenen Punkte  das  Differentialverhältnis  -^  denselben  Wert  hat,  so 

erscheint  die  geodätische  Torsion  jener  Kurve  als  Windung  dieser 
berührenden  geodätischen  Linie.  Das  ist  der  Grund  für  die  Bezeich- 
nung. Allerdings  entspricht  der  Begriff  der  geodätischen  Windung 
nicht  dem  der  geodätischen  Krümmung;  denn  sonst  müßte  unter  dieser 
die  Krümmung  der  berührenden  geodätischen  Linie,  also  die  Normal- 
krümmung, verstanden  werden. 

Die  im  §  52  über  die  geodätische  Windung  bewiesenen  Sätze, 
namentlich  der  durch  die  Gleichung 

(4)  f  =  (w^  —  n){n  —  «2) 

(S.  197)  vermittelte  Zusammenhang  mit  der  Normalkrümmung  und 
den  beiden  Hauptkrümmungen,  gewinnen  durch  die  Beziehung  zur 
geodätischen  Linie  eine  anschauliche  Bedeutung. 

Aus  der  Gleichung  (1)  erhält  man  interessante  Resultate,  wenn 
man  eine  oder  zwei  der  darin  vorkommenden  Größen  gleich  Null  setzt. 

Nimmt  man  z.  B.  &(p  =  0  an,  so  folgt  die  Gleichung  (2)  wieder. 
Für  aUe  Kurven  also,  deren  Hauptnormale  mit  der  Flächennormale 
einen  konstanten  Winkel  bildet,  stimmt  die  Windung  mit  der  geodä- 
tischen Windung  überein. 
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Will  man  t  zu  Null  machen,  so  hat  man  zu  beachten,  daß  der 
Zähler  des  Ausdruckes  (3)  diejenige  quadratische  Differentialform  f 
war,  die  gleich  Null   gesetzt   die  Krümmungskurven  liefert  (S.  233). 

Setzt  man  nun  z.B.  ^  =  0  und  g?  =  0,  so  wird  h' =^  0.  Die 
Kurve  muß  dann  eben  sein.  Denn  das  Verschwinden  von  li'  ist  nach 
S.  13  (7)  gleichbedeutend  mit 


dx 


oder  (S.  13  (3)) 

Die  Integration  ergibt 


dy      dz 
d^y    d^z 
d^y    d^z 


=  0 


QdR-RdQ  =  0. 


B 


B{dxd^y  -  dyd^x)  -  C{dzd'x  -  dxdH)  =  0 
dx{Bd^y  +  Cd^z)  -  d^x{Bdy  +  Gdz)  =  0 

^Bdy  +  Cdz  _^ 
dx 

Adx  +  Bdy  +  Gdz  =  0 

Ax  +  By  -{-  Gz^D^O, 

eine  lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Also:  Wenn  eine  Krümmungslinie  zugleich  geodätische  Linie  ist, 
so  muß  sie  eben  sein. 

Wird  gleichzeitig  ^==0  und  Ä'=0  angenommen,  so  ist  die  be- 
trachtete Kurve  eine  ebene  Krümmungslinie.  Es  ist  dann  @(p  ==  0, 
d.  h.  fp  längs  der  Kurve  konstant.  Nun  liegt  die  Hauptnormale  einer 
ebenen  Kurve  in  ihrer  Ebene.  Man  erhält  mithin  den  Satz:  Wenn 
eine  Krümmungslinie  eben  ist,  so  bildet  ihre  Ebene  mit  der  Flächen- 
normale, d.  h.  auch  mit  der  Tangentialebene,  einen  konstanten  Winkel. 

Umgekehrt:  Schneidet  eine  Ebene  eine  Fläche  unter  konstantem 
Winkel,  so  ist  die  Schnittkurve  Krümmungslinie. 


VIII.  Abschnitt. 

Die  Einheitskugel. 

Einführung  in  die  Theorie  der  Strahlensysterae. 

Geradlinige  Flächen. 

§98. 
Formeln  aus  der  Theorie  der  Einheitskugel. 

Wenn  Flächen  aus  vorgeschriebenen  Eigenschaften  bestimmt 
werden  sollen,  so  ist  es  oft  zweckmäßig,  nicht  sofort  auf  die  karte- 
sischen  Koordinaten  auszugehen,  sondern  zuerst  die  Tangential- 
koordinaten  der  Fläche  zu  ermitteln.  Man  versteht  darunter  irgend 
drei  Größen,  die  geeignet  sind,  die  Tangentialebene  zu  bestimmen. 
Dazu  gehören  vor  allem  die  Richtungskosinus  X,  Y,  Z,  die,  durch 
die  Identität 

(1)  ^X'  =  1 

verbunden,  zwei  Unabhängigen  äquivalent  sind.  Als  dritte  Bestimmungs- 
größe möge  der  algebraische  Wert  des  Abstandes  der  Tangentialebene 
im  Punkte  {xyz)  vom  Anfangspunkt  der  Koordinaten  genommen 
werden.     Da 

2{i-x)x^o 

die  Gleichung  der  Tancrentialebene  ist,  so  wird 

(2)  2xX  =  F 
dieser  Wert. 

Im  Folgenden  sollen  nicht  statt  X,  Y,  Z  zwei  passend  gewählte 
Funktionen  zweier  Variablen  eingeführt,  vielmehr  der  Symmetrie  wegen 
die  Richtungskosinus  alle  drei  beibehalten  und  die  Gleichung  (1)  be- 
ständig hinzugezogen  werden. 

Betrachtet  man  unter  dieser  Voraussetzung  X,  Y,  Z  und  P  als 
gegebene  oder  zu  bestimmende  Funktionen  der  Parameter  u  und  v, 
so  liefert  die  Gleichung  (2) 

^j     dti        du 

^  ^  —-  dx     dP 


^j-    dv         dv 
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Bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  (2,  3)  nach  x,  y,  z  kann 
man  sich  bestimmter  Formeln  aus  der  Theorie  der  Einheitskugel  be- 
dienen, die  auch  für  weitergehende  Untersuchungen  nützlich  sind.  Sie 
soUen  nebst  einigen  anderen  Formeln  aus  demselben  Gebiet  hier  im 
Zusammenhange  entwickelt  werden. 

Aus  (1)  folgt 

(4)  ^      '" 

oder 

dY  cZ       dz  dY 


AX  = 


du    dv         du  dv 


mit  der  Bestimmung 


j^  \du   dv         du  dv  ) 

^^diKdu)  Zj\dv)      \Zjdu  dv)' 

Bedeuten  nun  wie  immer  (S,  '}^,  ®  die  Fundamentalgrößen  erster  Ord- 
nung der  Einheitskugel,  %  die  positive  Quadratwurzel  aus  ihrer  Deter- 
minante (£ ®  —  5^,  so  wird  k  =  £%,  und  demnach  bei  passender  Wahl 
des  Vorzeichens  £: 

X  =  —  /—  --  —  ^^  ^-\ 

B%  \ du   dv         du  dv  / 


(5) 


y_    1    (dZdX 
s%  \ du  dv 


dX  dZ\ 
du    dv  / 


s%  \du    dv         du  dv  / 


Für  die  bei  der  Auflösung  von   (2)   und  (3)   im  Nenner  auftretende 
Determinante  ergibt  sich  dann  die  Formel 


(6) 


Ferner  ist,  ebenfalls  in  Folge  von  (5), 

dZ       ^dY 


X 

Y 

Z 

dX 

dY 

dz 

du 

du 

du 

dX 

dv 

dY 

dv 

dz 

dv 

-s%. 


(7) 
(8) 


du  cu        £%\     dv         ^  du  I 

lZ_^dY^Ji_lrydX_^  aX\ 

dv  dv        sX  \"  dv  du  / 
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Die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  der  Kugel  brauchen 
nicht  erst  eingeführt  zu  werden.  Aus  (4)  folgt  nämlich  durch  Weiter- 
differentiieren 


^J       ducv      j^  du    dv 


d.  h. 

(9)  ii  =  -e,         ^  =  -%,        ^  =  -%. 

Ohne  jede  Rechnung  ergeben  sich  diese  Gleichungen  aus  der  Be- 
merkung, daß  für  die  Einheitskugel  sämtliche  Normalkrümmungen 
einander  gleich,  und  zwar  nach  der  im  §  22  getroffenen  Zeichen- 
bestimmung gleich  —  1  sind.     Danach  ist  nämlich 

nd6^  =  —  dö^, 
also 

Sldu^  +  2Wdudv  -f  Sildv'-  =  -  {^du^  +  ^'^dudv  +  (^dv^). 
Die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  X  lassen  sich  nach  S.  223 

(4,  5,  6)  als  homogene  lineare  Funktionen  von  X,  -„ —  und  -^-  dar- 

^  '    '     -'  "  '  du  cv 

stellen.  Denn  die  a.  a.  0.  aufgeführten  Gaußschen  Gleichungen  gelten 
für  jede  Fläche,  also  auch  für  die  Einheitskugel,  bei  der  eben  die 
kartesischen  Koordinaten  gleich  X,  Y,  Z  selbst  sind.  Berücksichtigt 
man  von  vornherein  die  Gleichungen  (9),  so  erhält  man 

/il\  O  X.  ^,  aX        (-V/  oX        er -y 

^^^^  .  dudv  =  ^1  ä^  +  ^2  a7  -  i5  A 

(12)  |-f-  =  s;- 1^  +  s;'  1^  -  (55  X, 

^     ''  dv'  1  du     '      ^  dv  ' 

^2  Y      d'Z 
und  entsprechende   Ausdrücke   für  ^^^v,  -^^-^  usw.     Hierin  sind    die 

■^  du'  '    du' 

Größen  Si,  •  •  •  ^2   aus  @,  ^,  (55   ebenso   gebildet  wie  Jj,  ...  J^'  aus 
.E,  F,  G  (S.  137(27)). 
Aus  (5)  folgt  noch 

n^^     V7  iVaidYdz    \(dY  dz  .   dz  dY\  .r^  dY  dz-\ 

(14)         r^  +  ^^  =  i.[(^(|#)-2s|#|f  +  ®(|#n- 


Sphärische  Abbildung  einer  Fläche.  337 

Bezeiclinet  man  die  Differentialparameter  (einschließlich  des  Zwischen- 
parameters), deren  Koeffizienten  der  quadratischen  Differentialform 

(15)  (^du^  H-  2%dudv  +  (Sdv'~E 
entnommen  sind,  durch  einen  Index  e,  so  kann  man  schreiben 

(16)  YZ=-AXY,Z) 

(17)  Y'  +  Z'  =  AIX. 

§99. 
Pormeln  aus  der  Theorie  der  sphärischen  Abbildung  einer  Fläche. 

Alle  diese  Gleichungen  sind  von  der  Theorie  der  Normalen  un- 
abhängig; sie  gelten  für  irgend  drei  Funktionen  von  u  und  v,  deren 
Quadratsumme  gleich  Eins  ist.] 

Gibt  man  nun  X,  Y,  Z  ihre  gewöhnliche  Bedeutung  wieder,  so 
gelten  die  Formeln  des  §  61,  namentlich  (10,  11),  (20)  und  (22). 
Wir  untersuchen,  was  dann  aus  den  Verschiedenen  Gleichungen  des 
vorigen  Paragraphen  wird.  Die  direkte  Bildung  der  Determinanten 
zweiten  Grades  auf  den  rechten  Seiten  von  (5)  liefert  mit  Hilfe  von 
S.  225(13)  sofort 

dY  dZ        dZ  dY        ^rr^ 

du  dv        du  ov 

/^N  ^j?  ^^ 8X  dZ  _  XTY 

^  ^  du  dv        du  \dv 

\du    dv         du  dv 
Ebenso  erhält  man,  den  Gleichungen  (7,  8)  entsprechend: 

(2)  r-f  -  ^  1^  =  I  (m^  -  L  1-^) 

^  ^  du  du        1  \       du  dv  I 

(3)  r|^_^"7='(2Vr|-_jtf|fi). 

^  '  dv  dv        T  \       du  dv  J 

Erwähnt  seien  ferner  noch  die  aus   der  Definition  von  X,  Y,  Z  un- 
mittelbar folgenden  Formeln 

(4)  YZ=-lJGr7~i~—F(^^-^^^f)  +  E^^) 
^  ^  T^  \      du  du  \du  dv    '    du  dv }  dv   dv J 

(5)  r^  +  z.=  -(a(|f)^-2F|f|f  +  ^(|:-)') 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  22 
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oder  ' 

(6)  YZ=-L{y,z) 

(!)  Y'-^Z^  =  A^x, 

die  den  obigen  Gleichungen  (13),  (14),  (16),  (17)  an  die  Seite  treten. 
Besonders  wichtig  aber  sind  die  Formen,  die  die  Grundgleichungen 
der  Krümmungstheorie  annehmen,  wenn  man,  wie  es  in  der  Theorie 
der  sphärischen  Abbildung  das  Natürliche  ist,  die  Fundamentalgrößen 
der  Kugel  an  die  Spitze  steUt.  Es  handelt  sich  also  darum,  (S,  f^,  (5J 
statt  E,  F,  G  zu  bevorzugen;  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung, 

L  =  —  "V^  -" 
jiLj  du  du 

sind  aus  den  kartesischen  Koordinaten  der  Fläche  und  der  Kugel  in 
gleicher  Weise  gebildet  und  spielen  daher  hier  dieselbe  Rolle  wie 
früher.   Aus  S.  226  (25),  nämlich 

(8)  %  =  («1  +  «2)  31  -n^n.^F 
Q^  =  (n^ -\-  n^)  N  —  n^  %  G 

folgt  durch  Auflösung  nach  E,  F,  G 

^  =  (Qi  +  Qi) L  -  Q1Q2® 

(9)  F==(Q,-hQ,)M-Q,Q,% 

und  hieraus  weiter 

(10)  ?i  +  (>2  = 

(11)  ?l92=  3; 


LN  —  M^ 


Setzt  man  in  (8)  die  Ausdrücke  von  n^  +  Wg  und  n^n^,  in  (9)  die  eben 
angegebenen  für  q^-\-  q^  und  q^Qo  ein,  so  kann  man  schreiben: 

@  =  ^  (GL'  -  2FLM  +  EM^) 


(12)  15  =  ^  {GLM  -  F{LN  +  M'')  +  EMN) 

@  =  -^j(G3P  -  2FMN+  EN') 
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(13)  F=  ^(@LJf  -  ^(LN+  M')  +  (&MN) 

Jedes  dieser  Gleichungssysterne  ist  wieder  die  Auflösung  des  anderen. 
Die  quadratische  Bestimmungsgleichung  der  Haupttangenten,  ur- 
sprünglich 


Edu-{-  Fdv,  Fdu+  Gdv 

Ldu  -\-  Mdv,         Mdu  -\-  Ndv 


0, 


wird 

\&du+%dv,  %du  +  &dv\_ 

^     ^  \  Ldu  +  Mdv,         Mdu  +  Ndv  \^    ' 

und    der  Zusammenhang  zwischen  Haupttangenten    und  Hauptkrüm- 
mungsradien wird  durch  die  Beziehungen 


Uö; 

Qy- 

oder 

(16) 

K  =  - 

vermittelt. 

M-%Q,  N--(Bq„ 

Transformiert  man  die  Formel  S.  226(26) 

(17)  {~~^  =  (w,  4-  n,)n  -  n^n^ 

mittels  des  Eulerschen  Satzes 

n  =  n^  cos^  w  +  n^  sin^  w, 
so  erhält  man 

(18)  \di  ""  **i  ^^^^  w  -\-  n\  %\v?  w . 

§  100. 

Die   Weingartenschen   Formeln    und    die   Fundamentalgleichungen 

in  der  Theorie  der  sphärischen  Abbildung. 

Es  bleibt  noch  übrig,  auch  die  Weingartenschen  Formeln,  sowie 
die  Fundamentalgleichungen  in  eine  Gestalt  zu  setzen,  in  der  die  auf 
die  Einheitskugel  bezüglichen  Größen  bevorzugt  sind.  Insofern  das 
sphärische  Bild  der  Fläche,  nämlich  das  Größensystem  (X,  Y,  Z)  als 
gegeben  gilt,  wird    man   die  Weingartenschen  Gleichungen  als  nach 

'-K-      Q     •  •  •  aufgelöst  voraussetzen.     Nun  war  (S.  225  (14,  15)) 

22* 
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dx         1   (  dX  dX^ 


^_  j  /         ax_      dX\ 


(1) 

Um  diese  Gleichungen  auf  die  verlangte  Form  zu  bringen,  könnte 
man  z.  B.  durch  §  98  (7,  8)  und  §  99  (2,  3)  hindurchgehen.  Aber  das 
natürlichste  Verfahren  besteht  offenbar  darin,  aus  den  Koeffizienten 
auf  den  rechten  Seiten  die  Größen  E,  F,  G  mittels  der  drei  Relationen 
zu  eliminieren,  die  die  Fundamentalgrößen  erster  und  zweiter  Ordnung 
der  Fläche  mit  den  Fundamentalgrößen  der  Einheitskugel  verbinden, 
und  die  sich  nach  E,  F,  G  aufgelöst  a.  v.  S.  unter  (13)  finden.  Die 
Berechnung  der  Größen 


(2)           . 

FM—GL 

1£i         j 

FL- EM 

FN—GM 

FM  —  EN 
V22  ~           j.i 

(S.  224(12))  liefert 

^11 
K 

K                  %^ 

n,,            ^M-(SL 

K  ~ 

%^           ' 

K                  %^ 

Schreibt  man  also 

(4) 

dx      ^  dx 

ou          ^^du 

_<    c.    oX 

dx_^    dX 
dv          21  g^ 

+  ^22ä^  ; 

so  wird 

^li- 
es) 

%N  —  %M 

2»         ' 

%L-(iM 

•""12  "            2;2 

d.  h.  -ö-ii,  d-^^,  d-^^, 

-9-22    unterscheiden  sich    von    i^^^,  iq^^ 

dadurch,  daß  E,  F,  G  durch  @,  f^,  @  ersetzt  sind. 

Mit  Hilfe  dieser  einfachen  Bemerkung  kann  man  leicht  beurteilen, 
wie  jetzt  die  Fundamentalgleichungen  aussehen  werden.  Sie  hatten 
nach  §  63  für  die  Gauß-Weingartenschen  Gleichungen  die  Bedeutung 
von  Integrabilitäts-Bedingungen.  Läßt  man  in  der  dort  beschriebenen 
Rechnung 

X,     Sx,  ...s;,     -e,     -%,     -@ 

an  die  Stelle  von 

X,         J„...J;',  L,  M,  N 
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treten,  wie  es  wegen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (10,  11,  12) 
des  §  98  sein  muß,  so  ergeben  sich  drei  Gleichungen,  deren  erste  aus 
S.  120  (7)  dadurch  hervorgeht,  daß  links  Eins  statt  K,  rechts  (S,  %,  ^ 
statt  E,  F,  G  gesetzt  wird.  Sie  besagt  nur,  daß  der  Gaußsche  Aus- 
druck des  Krüramungsmaßes  für  die  Einheitskugel  gleich  Eins  ist. 
Die  beiden  anderen  lauten,  entsprechend  S.  229  (D): 

^®  -  s;@  -  %%  -  (If  -  ^,%  -  s,®)  =  0 


dv 
du 


-  s;s  -  s;@  -  (II  -  s';e  -  s;'s)  =  o. 


Sie    sind    vermöge    der  Werte   der   Christoffeischen   Größen   identisch 
erfüUt. 

Um  die  beiden  anderen  Fundamentalgleichungen  zu  finden,  muß 
man  also  hier,  wo  die  Weingartenschen  Gleichungen  zu  dem  erstge- 
nannten System  partieller  Differentialgleichungen  in  keinem  Ab- 
hängigkeitsverhältnis stehen,  diese  Gleichungen  (4)  ausdrücklich  hinzu- 
nehmen.    Dabei  hat  man  nur  auf  einen    einzigen  Punkt  zu    achten, 

daß  nämlich  bei  der  Gleichsetzung  von  ts — ^  und  ^-^—  als  Koeffizient 
von  X. 

links     -  (g^^^  +  @^^2),  rechts     -  ((S^g,  +  ^^^22) 

vorkommt;  Größen,  die  die  Stelle  von 

Mri^^  -H  Nri^^         und         Xi^g^  +  Mri^^ 

vertreten.    Im  übrigen  kommen  L,  M,  N  hier  genau  so  vor  wie  dort. 
Es  ist  aber 

sodaß   die   beiden  Glieder  sich  auch  hier  aufheben.     Die   zweite  und 
dritte  Fundamentalgleichung  werden 


(6) 


s;i  -  %M-  [l^-^,M-  ^,n)  =  0 


dL 

dv 

If  -  3;  jtf  -  s;  jf  -  (1^  -  sr  i  -  s;m)  -  0. 


§  101. 

Parameter  der  Asymptotenlinien.     Die  Formeln  von  Lelieuvre. 

Es  seien  jetzt,  wie  im  §  72,  die  Koordinatenlinien  mit  den  Asym- 
ptotenkurven identisch.     Unter  den  Bedingungen 

(1)  L  =  0,         JSr  =  0 
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geben  die  Gleichungen  (4)  und  (6): 

du     %*[    ^du      ^  dv  ) 

dx        M  (     nidX    ,    ^dX\ 


dv         %'\      ^du   '^  ^dv 

(3) 

''ff    (3.    3;)-o 

Setzt  man 

(4) 

—  QiQi  =  Q^ 

und  benutzt  die  aus  S.  338(11)  folgende  Gleichung 

SO  kann  man  q  selbst,  dem  Vorzeichen  nach,  durch  den  Ansatz 

M 


(6)  (,= 


% 


bestimmen.  Statt  M  möge  dann  q  in  die  Fundamentalgleichungen  (3) 
eingeführt  werden.  Dabei  sind  die  für  die  Determinante  jeder  qua- 
dratischen DifPerentialform  geltenden  Gleichungen  S.  185(21) 

für  yä  =  S  zu  benutzen: 

dlogX  _  o    I    CV' 

du    -^i  +  ^^2 
3  log  2; cv.  I  cv.. 

—J-^'  -  —  ^5l  +  ^52  • 

Es  folgt 


du 

(8) 

^logg   _        9cy' 
dv  1 

Das  Zusammenbestehen  dieser  beiden  Gleichungen  erfordert  die  Be- 
dingung 

^^  du  dv" 

Sie  gibt  eine  Differential -Relation  zwischen  den  Fundamentalgröße^ 
der  Einheitskugel,  wenn  diese  auf  Koordinatenlinien  bezogen  ist,  die 
den  Asymptotenkurven  der  gegebenen  Fläche  entsprechen. 
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Stellt  man  nun  umgekehrt  die  Koordinaten  X,  Y,  Z  der  Einheits- 
kugel durch  zwei  Parameter  u,  v  so  dar,  daß  die  Beziehung  (9)  gilt, 
so  kann  man  q  aus  (8)  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmen. 
Es  mögen  dann  x,  y,  z  durch  drei  Gleichungspaare  gleicher  Form 
definiert  werden,  deren  erstes  ist 

du       %\     ^  du  dv 

(10) 

Ihre  Integrabilitätsbedingungen  sind  erfüllt.  Ferner  gelten  offenbar 
die  Gleichungen 

d.  h.  die  Größen  X,  Y,  Z,  die  von  vornherein  durch 

verbunden  sind,  bedeuten  für  die  Fläche  (x,  y,  z)  die  Richtungs- 
kosinus der  Normale.     Endlich  wird 

ji^  du  du  '  ^Lj  dv  dv  ' 

die  Fläche  ist  auf  die  Asymptotenkurven  als  Koordinatenlinien  be- 
zogen, oder  die  sphärischen  Kurven  m  =  const.,  'y  ■=  const.  sind  die 
Bilder  der  Asymptotenlinien  der  Fläche. 

Die  Christoffeischen  Größen  auf  den  rechten  Seiten  der  Glei- 
chungen (8)  erscheinen  als  Koeffizienten  in  der  zweiten  Gaußschen 
Gleichung 

==  ^1  ^7/   +  ■^a  ~7ü,        U^> 


dudv       ^1  du    '    "^^dv 

die  in  gleicher  Weise  auch  für  Y  und  Z  gilt.    Wird  statt  Sj  imd  S2  die 
eine  Größe  q  eingeführt,  so  ergibt  sich 

nn  a^x      i  aiogg  dx     i  aiogg  ax     cty^o 

^    '  dudv'^  2     dv    aw  "^  2    du    dv  "f"w^     '^• 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,   nehme  man  9  >  0, 
sodaß 

,.„.  d'x      diogV'Q  dx     aiogi/e"ax     ^^_^ 

geschrieben  werden  kann,  und  setze 
(13)  X>^'«|, 
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so  wird  für 

(14)  ).p^-^^^: 

^     ^  y^  dudv        '-^       ^ 

Diese  Gleichung  vertritt  wieder  drei,  denn  sie  gilt  ebenfalls  für 

Um  ^,  rj,  ^  auch  in  die  Weingartenschen  Gleichungen  einzuführen, 
benutzen  wir  zunächst  die  Identitäten  S.  335  (7,  8)  und  setzen  demnach 
(10)  in  die  Form 

du  ^  \      du         ^  du  } 


(16) 
Dann  wird 

(17) 


dx  i^dz        ar\ 

dv  ^  \      dv  dv  ) 

a«  _  _  /   dt     ^  a?]\ 

du  \'   du        '  du) 


dv  ^[^  dv        ^dv) 


Daß  die  Annahme  p  >  0  hierbei  nicht  wesentlich  ist,  übersieht 
man  sofort;  für  ^  <  0  braucht  man  nur  ]/ —  q  statt  Yq  zu  benutzen. 
Allein  man  kann,  wenn  man  auch  diese  Rechnung  umzukehren  sucht, 
von  der  Größe  q  überhaupt  absehen  und  in  der  partiellen  Differential- 
gleichung (15)  ft  als  beliebige  Funktion  von  u  und  v  betrachten.  Es 
seien  dann  ^,  rj,  ^  irgend  drei  linear -unabhängige  Lösungen  dieser 
Gleichung,  und  drei  Größen  x,y,  z  aus  ihnen  mittels  der  Formeln  (17), 
jetzt  auch  unter  Weglassung  des  Vorzeichens  e,  also 


(18) 


definiert.  Diese  Größen  können  durch  Quadraturen  bestimmt  werden, 
weil  infolge  der  gemachten  Annahmen  die  Integrabilitätsbedingungen 
gelten.     Die  Relationen 

^Lj      cu  '  ^Lj      dv 

zeigen,    daß   |,  i^,  t,   den  Richtungskosinus   der  Fläche   {x,  y,  z)  pro- 


dx      ^  dn 
du       ^  du 

dt 

dx 

dv 

dt 
-"^'dv 

r,  dn 
^  dv 

du       *  du 

^  du' 

dy 

dv 

^  dv 

t  2^ 
^  dv 

dz        ai 

du       ^  du 

^  du' 

dz__ 

dv 

~  ^  dv 

ai 
-"iTv 
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portional    sein   müssen.     Bezeichnet    man   den  Proportionalitätsfaktor 
mit  Yq,  setzt  also 

sodaß 

(19)  ()=^r 

wird,  und  bildet  ^  -tt-  ^s —  und  ^  tt—  -^ — ,   so  findet  man  für  beide 

'  "^^  du  du  "^^  dv  dv  ' 

Summen   den  Wert  Null.     Die  Fläche   {x,  y,  z)    ist    also   wieder   auf 
die  Parameter  der  Asymptotenlinien  bezogen. 

Stellt    man    noch    die   Größe  M  her,    um   daraus  nach   (5)   q^q^ 

oder  zu  bilden,  so  erhält  man 

(20)  Z"  =  -  ^  * 


q'  (l*  +  rj*  +  n* 

Die  Gleichungen  (18)  heißen  die  Lelieuvreschen  Formeln. 
Die  einfachste  partielle  Differentialgleichung  vom  Typus  (15)  ist 

(21)  ^Ai_  =  0 
^     ^  dudv 

Ihre  allgemeine  Lösung  hat  die  Form  g){u)  +  i'iy).    Wird  nun  speziell 

(22)  ^  =  v,         ri==cp(v),         t-u 
angenommen,  so  liefern  die  Lelieuvreschen  Formeln: 


dx 

du  ~  ~ 

fpi'v), 

dx                  //  >. 

1^  =  ^ 
du 

} 

dv 

^  =  0 
du 

> 

/^  =v(p'{v)-(p{v), 

also  bei  passender  Wahl  von  Integrationskonstanten 

X  =  —  ucp(v),         y  =  uv,         z  =  V(p{v)  —  2  fcp(v)dv. 

Gibt  man  hierin  v  einen  konstanten  Wert,   so  erhält  man  zwei  Glei- 
chungen der  Form 

ij  =  ccx,         z  =  c. 

Die  Fläche  entsteht  durch  Bewegung    einer    geraden   Linie,    die    die 
-^-Achse  senkrecht  schneidet,  sie  ist  eine  gerade  Konoidfläche. 

Daß  auf  jeder  geradlinigen  Fläche  die  eine  Schar  von  Asym- 
ptotenlinien mit  den  Geraden  selbst  zusammenfällt,  war  schon  im  §  70 
bewiesen  worden. 
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§  102. 
Tangentialkoordinaten. 

Um  nun  zu  den  Tangentialkoordinaten  zurückzukehren,  so  folgt 
aus  den  Gleichungen  (2,  3)  des  §  98  unter  Benutzung  Ton  (5),  (6), 
(7)  und  (8): 

2;*\      du  du         ^  \du  dv     '    cv  du  J    ^        dv  dv  / 

(1)   ,_pr+ '(©l^ll-gd-^ll  +  l^ll^  +  el^ll) 

^  -^   ^       '    %^\      du   du        ^  \du   dv     '  dv   du/    '        dv    dv  J 

X*  \  du  du        "  \du   dv         dv    du/  dv    dv  J' 

d.  h. 

(2)  y  =  PY-{-AjP,Y) 

z  =  PZ-\-\{F,Z). 

Diese  Gleichungen  liefern  also  die  kartesischen  Koordinaten  der  Fläche, 
wenn  die  Tangentialkoordinaten  als  bekannt  gelten. 

B^ür  dieHauptkrümmungsradien  bestehen  die  Formeln  S.  338  (10, 1 1), 
in  denen  aber  noch  L,  M,  N  bestimmt  werden  müssen.  Dies  geschieht 
am  einfachsten  durch  Bildung  der  zweiten  partiellen  Ableitungen  von 
P,  also  durch  Differentiation  der  Gleichungen  §  98(3);  es  folgt 


(3) 


Setzt  man  für  die  zweiten  Ableitungen  der  Richtungskosinus  X,  Y,  Z 
ihre  Ausdrücke  aus  §  98(10,  11,  12),  so  entstehen  die  Formeln 


^  -2i  ^  du^  ~ 

d^p 

du^' 

.^LJ      dudv 

d^p 

dudv 

^-2^4:?- 

d^p 

dv* 

du     '    '^2  g^  3^* 

(4)  M  =  -%P  +  S[l^  +  %^-i^f- 

Über  das  Produkt  der  Hauptkrümmungshalbmesser  ist  nichts  Be- 
sonderes zu  bemerken,  aber  die  Summe, 
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(5)    .  +-|i(®s,-2gs;  +  @s;')|^ 

läßt  eine  elegante  Umformung  zu.  Benutzt  man  nämlicli  die  Be- 
ziehungen §  93(9,  11),  nachdem  man  darin  überall  die  Fundamental- 
größen E,  F,  G  durch  @,  ^,  ©  ersetzt  hat,  in  umgekehrtem  Sinne 
wie  dort,  so  erhält  man 

/       ^dP      ^dP  ^dP      ^dP 

//jx            ,                  i^-rt        1  \     0        du            dv     .     d        dv            du 
(6)     9,-\-Q,  =  -2F-^\j^ ^ +  ^ ^ 

(7)'  Q,+  Q,  =  -2P-d.lP. 

§  103. 
Strahlensysteme. 

Die  mit  der  Einheitskugel  zusammenhängenden  Formeln  finden 
eine  wichtige  Anwendung  in  der  Theorie  der  Strahlensysteme,  die 
die  Theorie  der  Normalen  einer  Fläche  als  besonderen  Fall  enthält. 
Ein  Strahlensystem  ist,  allgemein  gesprochen,  eine  zweifache  Mannig- 
faltigkeit von  Geraden,  auf  deren  jeder  eine  bestimmte  Richtung  be- 
vorzugt ist.     Versteht  man  in  den  Gleichungen 


(1) 


^  —  2/o  _  S  — ^0 
Y  Z 


unter  x^,  y^,  z^,  X,  Y,  Z  Funktionen  zweier  unabhängigen  Variablen 
u  und  V,  so  stellen  sie  ein  Strahlensystem  dar.  Zwischen  den  Größen 
X,  Y,  Z  kann  man,  der  Allgemeinheit  unbeschadet,  die  Identität 

(2)  X'  +  Y^  +  Z^=l 

gelten  lassen,  sodaß  sie,  wie  bisher,  den  Richtungskosinus  eines  Strahles 
gleich,  nicht  bloß  proportional  sind.  Die  Punkte  (xQyQ0Q)  ^  Aq  füllen 
eine  Fläche,  die  Leit fläche  des  Strahlensystems,  aus;  durch  jeden 
solchen  Punkt  geht  ein  Strahl  des  Systems  hindurch.  Da  die  Glei- 
chungen (1)  auf  die  Form 

(3)  ^  =  ]ci-\-l,        t|  =  mj  +  w 

oder  eine  ihr  äquivalente  gebracht  werden  können,  so  kann  man  auf 
unendlich  viele  Weisen  eine  Fläche  als  Leitfläche  annehmen. 
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Über  den  Winkel  zweier  benachbarten  Strahlen  im  Strahlen  System 
ist  nichts  Neues  zu  sagen;  er  wird  durch  das  Linienelement  der  Ein- 
heitskugel 
(4)  d<5  =  ydX^  +~dY^  +  ~dZ^ 

gemessen.  Kennte  man  außer  diesem  Winkel  noch  die  Bestimmungs- 
stücke  des  kürzesten  Abstandes  der  beiden  Strahlen,  so  würde  die 
Lage  eines  von  ihnen  gegen  den  anderen  fixiert  sein. 

In  den  Gleichungen  (1)  mögen  den  Parametern  u,  v  feste  Werte 
beigelegt  werden,  sodaß  sie  einen  bestimmten  Strahl  des  Systems  dar- 
stellen. Die  Gleichungen  eines  anderen  Strahles,  der  vorläufig  dem 
ersten  nicht  unendlichnahe  zu  sein  braucht,  seien 


(5) 


9  —  yi      5  —  ^1 


X,  Y,  Z, 


Während  also  Xq  für  x^iu,  v),  .  .  .,  Z  für  Z(u,  v)  steht,  sind  x^,  .  .  .  Z^ 
die  Werte  dieser  Funktionen  für  ein  von  (m,  v)  verschiedenes  Argu- 
mentenpaar (u^j  Vj).  Der  kürzeste  Abstand  p  der  beiden  Geraden  (1) 
und  (5)  wird  durch  die  Formel 


^1         ^0 

2/1-2/0 

^i-^( 

(6)                      P  =  ^ 

X 

Y 

Z 

X, 

Yi 

z. 

bestimmt;  hierin  ist 

(1)  w=y2(Yz,-zY;)' 

und  £q  das  Vorzeichen  der  Determinante.  Die  gerade  Linie,  auf  der 
der  Abstand  p  liegt,  steht  auf  (1)  und  (5)  senkrecht,  also  sind  ihre 
Richtuugskosinus  den  Größen  FZ^ — ZY^,  .  .  .  proportional.  Bevor- 
zugt man  eine  bestimmte  Richtung  (ABC)  des  kürzesten  Abstandes, 
indem  man 

/Q\  J  YZy     ZY^  -Tf  ZXy     XZy  ^  X    Yj     ^^1 

K^J         ^  —  1^ y  ^  =  ■ -p^r —  ,  ^  = y^ 

setzt,  so  ist  die  durch  die  Folge  von  Richtungen 

{XYZ),        {X,Y,Z,),        {ABC) 

bestimmte  Windung  positiv. 

Die  von  A^  aus  gemessene  Abszisse  des  Fußpunktes  des  kürzesten 
Abstandes  auf  dem  ersten  Strahl  heiße  r,  ferner  sei  w  der  Winkel 
der  beiden  Strahlen.     Dann  ist 

(9)  ^^W^ -S'K  -Xq){X-X^  cos  w) . 
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Jetzt  sei  der  zweite  Strahl  dem  ersten  benachbart: 
Mj  =  u  +  du,  t\=  V  -{-  dv 

x^  =  Xq-\-  dxQ,       X^  =  X  +  dX 


Die  Gleichungen  (7),  (6),  (8)  und  (9)  gehen  über  in 

(10)  W=y2JdX^  =  d0 

dx^      dy^      dzQ 

(11)  p=~^.=  \   X        Y       Z   \ 


(12)' 


dX     dY     dZ 
YdZ  —  ZdY 


yzdx.'' 


^     ^  UdX^ 

§  104. 
Hamiltonscher  Satz.     Grenzpunkte. 

Von  diesen  verschiedenen  Ausdrücken    soll    zunächst  r   genauer 
untersucht  werden.     Setzt  man 

d^n  =  w  -du  4-  ~^~  dv,  ... 
"du  ^    dv        ' 

dX  =  „—  du  +  -V. —  dv,  .  .  .  , 

du  dv        '  ' 

so   werden  Zähler    und  Nenner    quadratische  Differentialformen,   uud 
zwar  sei 

(1)  -^dx^dX^B 

(2)  2dX'==E. 
Femer  werde  das  System  von  Bezeichnungen 

,„-  .^J  cu    du  '  ,^  du    dv 

(^) 

^Lj  cv    cu  '  .^ij  dv    dv 

eingeführt,  sodaß 

(4)  -^dXodX==Ldu^-{-{M-\-M)dudv-\-Ndv^ 
ist.     Die  Formel 

(5)  .  r  =  I 
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lautet  dann  ausgeschrieben 

/pv  _  Ldu^-  4-  {3I-\-M)dudv  +  Ndv* 

^^  ^~        (Bdu^  +  2%dudv  -\-  (3dv^ 

oder 

Bestünde  das  Strahlensystem  aus  den  Normalen  der  Leitfläche, 
so  würden  L,  M,  N  die  frühere  Bedeutung  haben  und  M  =  M  sein. 

An  die  Gleichung  (7)  lassen  sich  nun  genau  dieselben  Fragen 
knüpfen,  die  in  der  Theorie  der  Normalkrümmung  aufgeworfen  und 
beantwortet  worden  sind.     Treten  doch  jetzt  nur 

an  die  SteUe  von 

M        ,        E,      F,      G 

in  dem  Ausdruck  S.  75  (1).  L  und  N  kommen  hier  und  dort  in 
gleicher  Weise  vor,  nur  daß  sie  hier  eine  allgemeinere  Bedeutung 
haben. 

Namentlich  kann  man  nach  den  größten  und  kleinsten  Werten 
von  r  fragen,  wenn  man  diese  Größe  als  Funktion  von  X  betrachtet. 
Verfolgt  man  zu  dem  Ende  die  Untersuchung  im  §  24  Schritt  für 
Schritt,  so  findet  mau  als  notwendige  Bedingung 


(«) 


rj       ,    M-\-M  j  M4-M  j       ,     tvt-, 

Ldu -i — dv,      ■ — - — du -\- JS dv 


=  0. 


Ihre  linke  Seite  unterscheidet  sich  nur  um  einen  rein  numerischen 
Faktor  von  der  Funktionaldeterminante  der  beiden  quadratischen 
Formen  E  und  B  (vgl.  S.  76(9)).  Mit  den  Wurzeln  l^  und  Xg  der 
quadratischen  Gleichung  (8)  hängen  die  zugehörigen  Werte  von  r 
mittels  der  Formeln 

M-\-M 


(9)  r.  =  — ^ (*■  =  1,  2) 


L  +  '^H 

(10)  ^'---^wr  ('='''^ 

zusammen.     Die  Elimination  von  l.  liefert  für  r^  und  r^  die  quadra- 
tische Gleichung 
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(11) 
d.h. 


@r 


^r- 


M  +  M 


5-^±^, 


&r-N 


=  0, 


(12)    (^(B-^'y-{&L-^(M+M)  +  iiN)r-hLN-(^^^^y^O, 

woraus  die  elementaren   symmetrischen  Funktionen  von  r^  und  r^  in 
der  Form 


e@  — g* 


LN 


e®  —  g* 


(13)  r,+  r, 

(14)  r,r, 

hervorgehen. 

Der  Realitätsbeweis  für  die  Wurzeln  von  (8)  und  (12)  (vgl.  S.  78) 
bleibt  ebenfalls  bestehen. 

In  der  Flächentheorie  ist  die  simultane  Transformation  der  beiden 
Fundamentalformen  A  und  B  in  algebraische  Summen  von  Quadraten 
linearer  Formen  behandelt  und  für  den  Beweis  des  Eulerschen  Satzes 
verwertet  worden  (S.  88 — 89).  Der  in  der  Eulerschen  Formel  vor- 
kommende Winkel  tritt  dabei  von  selbst  auf  (S.  89).  Offenbar  würde 
es  nicht  zweckmäßig  sein,  gerade  diesen  Winkel  auch  in  der  Theorie 
der  Strahlensysteme  zu  benutzen,  wenigstens  so  lange  es  sich  um 
diese  Theorie  als  solche,  nicht  um  ihre  Anwendung  auf  eine  spezielle 
Fläche  handelt.  Vielmehr  wird  man  die  Kennzeichnung  der  Winkel- 
größe, auf  die  es  an  dieser  Stelle  ankommt,  aus  den  Formeln  selbst 
entnehmen  müssen.  Den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bilden,  ent- 
sprechend S.  88  (2),  (Jie  Gleichungen 


(15) 

vermöge  deren 

(16) 


r  = 


wird.  Daß  die  Koeffizienten  r^  und  r^  mit  den  vorher  ebenso  bezeich- 
neten Größen  übereinstimmen,  ergibt  sich  genau  so  wie  dort.  Für 
die  Koeffizienten  der  linearen  Differentialformen 


(17) 


^2  =  1iidu  +  q^.^dv 
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gelten  u.  a.  die  Gleichungen 

(18)  2ll?12  +  22l222  =  l5 

Führt  man  noch  einen  zweiten  Nachbarstrahl  ein,  der  zu  den  Para- 
meterwerten u  -\-  du,  V  -\-  dv  gehört,  und  setzt 

q2^du-\-q^idv  =  Ög, 

80  erhält  man  unter  Benutzung  von  (18) 

(20)         DiÖi  +  £l2^2  =  ^dudu-\-  %{duSv  +  dvdu)  +  &dvdv. 

Die  Bedeutung  der  rechten  Seite  dieser  Formel  ist  leicht  anzugeben. 
Bezeichnet  nämlich  w'  den  Winkel,  den  die  kürzesten  Abstände  des 
erstangenommenen  Strahls  von  den  beiden  Nachbarstrahlen  mitein- 
ander bilden,  so  wird  nach  S.  349  (12) 

i:(YdZ  —  ZdY){YSZ  —  ZSY) 


(19) 


(21) 
d.h. 


cosw;  = 


yudx*  yzsx* 


d6d6  COBW  = 


X       Y      Z 

dX    dY    dZ 


X       Y      Z 
dX    ÖY    8Z 


_  I  2^\         ^XdX 

~\^XdX,     2dX8X 

=  2dXdX, 

(22)  d686cosw'=  (^dudu-ti^{dudv  +  dvdu)  +  (3dvdv, 
mithin  schließlich 

(23)  d6d6  cos  w'  =  O^Üi  +  O2Ö2. 

Nun  ist  für  Q2  =  ^  nach   (16)  r  =  r^,   und  ebenso   entsprechen 
■einander  O^  =  0  und  r  =  r^.    Läßt  man  demnach  in  der  allgemeinen 

Formel  (23)    .—  mit  L ,  -^-'  mit  A,  zusammenfallen,  so  hat  man 
^     ''   du  '■'du  ^  ' 

O^  =  0,         Ö2  =  0 
z\i  setzen.    Dann  wird 

(24)  cos*t;'=0; 

■die  beiden  von  den  Punkten  r  =  r^  und  r  =  r^  ausgehenden  Abstands- 
richtungen —  wie  man  sie  kurz  bezeichnen  kann  —  stehen  aufeinander 
senkrecht. 


I 
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Es  werde  jetzt  in  der  Formel  (23)  nur  einer  der  beiden  Nachbar- 

Sv 
strahlen  spezialisiert,  und  zwar  sei  -j—  =  Aj ,  also  Dg  =  0.   Der  Winkel, 

den    eine    beliebige    Abstandsrichtung   mit    der   zu    r  =  r^    gehörigen 
bildet,  heiße  oj.     Man  erhält 


worin  noch 

zu  setzen  ist;  also 

(25) 

Die  Gleichung  (16) 

liefert 
|26) 


d6^  =  €ili-£il, 


dö2=02 


COS''  03  = 


Q? 


sin^  (o  = 


r  = 


Of  +  Ol 
r  =  r^  cos^  03  +  ^2  sin^  oj . 


)ies  ist  der  Hamiltonsche  Satz  der  Theorie  der  Strahlensysteme. 
Er  läßt  am  anschaulichsten  hervortreten  (vgl.  S.  85),  daß  r^  und  r^ 
die  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  wirklich  haben.  Die 
^Punkte  eines  Strahles,  die  Fußpunkte  kürzester  Abstände  von  benach- 
)arten  Strahlen  sein  können,  liegen  also  auf  einem  begrenzten  Stück 
les  Strahles.  Die  durch  die  Abszissen  r^  und  r^  selbst  bestimmten 
Endpunkte  dieses  Stückes  heißen  Grenzpunkte. 

Läßt    man    den    betrachteten    Strahl    alle    möglichen    Lag-en    im 
'System  annehmen,  so  beschreibt  jeder  Grenzpunkt  eine  Grenzfläche. 

§  105. 
Brennpunkte,  Mittelpunkt. 

Von  den  Bestimmungsstücken  der  Lage  eines  Nachbarstrahls  zu 
binem  gegebenen  betrachten  wir  zweitens  den  kürzesten  Abstand  selbst. 


P 


dxo 

äVo 

d^o 

X 

Y 

Z 

dX 

dY 

dZ 

349(11)).   Bei  Hinzuziehung  der  unmittelbar  folgenden  Formel  kann 


J)  JP     =     SQ^ÄdXQ 

geschrieben  werden.     Dabei  ist 

))  Adö=(Y^-Z^-)du  +  (Y^-Z^)dv 

'  \      du  du  /  \      dv  cv  / 
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oder,  nach  S.  335  (7,  8), 

(4)     •      Aä.  =  ±{{^l^-^l^)äu  +  {^l^-^l^)ä.). 

Multipliziert  man  mit  dxQ,  bildet  die  Summe  auf  der  rechten  Seite 
von  (2)  und  zieht  die  beiden  Vorzeichen  s^  und  s  in  —  s'  zusammen, 
so  ergibt  sich 

^du-j-j^dv,       ^dui-(3dv 

Ldu  -\-  Mdv,      Mdu  +  Ndv 


(5)  p 


%da 


Die  durch  NuUsetzung  der  Determinante  entstehende  quadratische 
Gleichung 

^du^-  %dv,       %du-\-  (^dv 

Ldu-\-  Mdv,      Mdu  +  Ndv 


(6) 


0 


definiert,  ebenso  wie  die  Gleichung  S.  350(8),  zwei  bestimmte,  dem 
gegebenen  benachbarte  Strahlen.  Auf  den  ersten  Anblick  scheint  es, 
als  ob  sie  diesen  schneiden  müßten;  aber  im  allgemeinen  läßt  sich 
nur  behaupten,  daß  ihr  kürzester  Abstand  von  ihm  eine  unendlich- 
kleine Größe  höherer  Ordnung  ist.  Der  nach  der  Methode  des  Un- 
endlichkleinen abgeleitete  Ausdruck  (5)  oder  (1),  der  von  derselben 
Ordnung  ist  wie  d6,  gilt  nämlich  nur  so  lange,  wie  die  Glieder 
niedrigster  Dimension  nicht  von  selbst  verschwinden  oder  gleich  Null 
gesetzt  werden. 

Das  Bildungsgesetz  der  linken  Seite  von  (6)  läßt  sich  in  ähn- 
licher Weise  beschreiben  wie  das  der  Determinante,  deren  NuU Setzung 
die  beiden  Werte  X^  und  X^  geliefert  hat.  Man  setze  den  quadratischen 
Formen  E  und  B  entsprechend  die  bilinearen  Differentialformen 

2dXöX={^du+  %dv)öu  +  {%du-\-  (^dv)öv 

—  ^dx^dX  ={Ldu-\-  Mdv)6u  -f  {Mdu  -f  Ndv)8v 

an  und  stelle  aus  ihnen  die  Funktionaldeterminante  inbezug  auf  du 
und  dv  her. 

Zu  jeder  Wurzel   --5—  ^  X    der   Gleichung   (6)    gehört    ein  Wert 

von  r  vermöge  der  Formel 

(l\  L+{M-\-M)XJrNX' 

(S.  350(7)).     Man  kann  diese  einfacher  darstellen,  indem  man  (6)  in 

der  Gestalt 

'Q\  X  -f  Ml  ^  Mj\-  NX_ 
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schreibt  und  daraus 

entnimmt,  wo  q  den  gemeinsamen  Wert  der  beiden  Quotienten  in  (8) 
bezeichnet.     Die  Einführung  in  (7)  liefert  unmittelbar 

d.  h.  die  Größe  q  ist  zugleich  Fußpunktsabszisse  für  die  jetzt  be- 
trachteten kürzesten  Abstände.  Sie  genügt  der  durch  Elimination 
von  X  aus  (9)  entstehenden  Gleichung 


=  0 


(10) 

oder 

(11)  (e®  -  5^) q'  -  (@Z  -  %(M+  M)  +  ^N)q-\-  LN-MM  =  0. 

Die  beiden  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Wurzeln  sind 

(12)  ^^^^^^^^L-%{M  +  M)  +  ^N 


(13)  (>l(>2  = 


LN  —  MM 


(S@  —  %^ 


Die  zu  Q  =  Q^  und  q  =  q^  gehörenden  Punkte  werden  die  Brenn- 
punkte des  Strahls  genannt.  Sie  brauchen  nicht,  wie  die  Grenzpunkte, 
reell  zu  sein.  Jeder  Brennpunkt  beschreibt  eine  Brennfläche,  wenn 
der  Strahl  das  System  durchläuft. 

Die  Gleichung  (12)  stimmt  genau  mit  der  für  r^-\-  r^  (S. 351(13)) 
überein.     Es  ist  also 

(14)  Pl+(>2=»"l+*'2; 

und  die  beiden  durch  die  Grenzpunkte  einerseits,  die  Brennpunkte 
andererseits  begrenzten  Strecken  haben  denselben  Mittelpunkt.  Er 
heißt  Mittelpunkt  des  Strahls,  sein  geometrischer  Ort  die  Mittel- 
fläche des  Strahlensystems. 

Von  den   beiden  eben  erwähnten   Strecken  sei  2d  die  zwischen 
len  Grenzpunkten,  28  die  zwischen  den  Brennpunkten.     Aus 

folgt 

4(öf^  -  8')  =  (r,  +  r,Y  -  Ar,r,  -  {q,  -f  ^2)'  +  ^QrQ,  > 

\(i.  h.  wegen  (14),  (13)  und  S.  351(14): 

d^-8^^1,[LN-MM-{LN-m^)')) 
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(15)  d»-*^  =  %P 

d.  h.  die  Grenzpunkte  sind  im  allgemeinen  weiter  voneinander  —  und 
damit  auch  vom  Mittelpunkt  —  entfernt  als  die  Brennpunkte.  Nach 
der  Erklärung  der  Grenzpunkte  versteht  sich  das  übrigens  von  selbst; 
denn  sie  waren  die  Endpunkte  der  Strecke  auf  dem  Strahl,  von  deren 
Punkten  überhaupt  kürzeste  Abstände  ausgehen  können. 

§  106. 
Brennfläclien. 

Die  Gleichungen  S.  350(8),  S.  354(6)  kann  man,  ebenso  wie  in  der 
Flächentheorie  z.  B.  die  Bestimmungsgleichung  für  die  Haupttangenten, 
als  DiflFerentialgleichungen  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  auf- 
fassen, indem  man  u  und  v  veränderlich  sein  läßt.  Integriert  liefern 
sie  je  zwei  funktionale  Beziehungen  oder  vielmehr  Scharen  von  Be- 
ziehungen zwischen  u  und  v.     Jedem  solchen  Integral 

Cl)  cp{u,v)  =  C 

entspricht  für  einen  gegebenen  Wert  von  C  eine  Kurve  auf  der  Leit- 
fläche, eine  Schar  von  Strahlen  im  Strahlensystem.  Besonders  an- 
schauliche Resultate  erhält  man  beim  Ausgehen  von  der  zweiten  der 
genannten  Gleichungen, 

\^du+'^dv,       '^du-]-(^dv\       ^ 

(2)  I     o        ;         u  1=0. 

^  I  Ldu  -f  Mdv,      Mdu  +  Ndv  j 

Man  bestimme  nämlich  die  beiden  Brennpunkte  A^  und  Ag  auf 
einem  beliebigen  Strahl  und  gehe  von  einem  von  ihnen,  etwa  A^,  längs 
des  kürzesten  Abstandes  (der  für  den  Brennpunkt  ein  Minimum  war) 
zu  einem  benachbarten  Strahl  fort.  Auf  ihm  liegen  wieder  zwei  Brenn- 
punkte, davon  einer,  B^,  dem  Punkte  A^  unendlich  nahe.  Von  B^ 
gehe  man,  ebenso  wie  vorher,  zu  einem  zweiten  Nachbarstrahl  über, 
und  so  fort. 

Es  werde  nun  der  Ort  der  Brennpunkte  A^,  Bj,  ...  untersucht. 
Sind  Ij,  ri^,  t,^  die  Koordinaten  von  A^,  so  ist 

li  =  Xq  +  Qi^ 

(3)  ^i  =  2/o+?i^ 

^1  =  ^0  +  ?!^ 


Brennflächen,  357 

die  Darstellung  dieses  Ortes,  wenn  die  Argumente  u  und  v  der  vor- 
kommenden Funktionen  variabel,  aber  durcb  die  zu  q^  gehörende 
Beziehung  (1)  verbunden  sind.  Wir  fragen  nach  der  Tangente  der 
Kurve  (3).     Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  ergibt 

(4)  d^^^=  dxQ-\- QjdX -\- XdQ^. 

Nun  ist  die  Voraussetzung  (1)  oder  (2)  gleichbedeutend  mit 

dx^     dy^     dzQ 

(5)  X        Y       Z      =0 

dX     dY     dZ 

(S.  353 — 354).     Stellt  man  diese  Gleichung, 

(Ydz^-  Zdy^)dX  +  {Zdx^~  Xdz^)dY  +  {Xdy^-  Ydx^)dZ=0, 

mit 

XdX-\-  YdY+  ZdZ=0 

zusammen,  so  erhält  man  ■ 

ndX=  {Zdx^  -  Xdz^)  Z  -  {Xdy^  -  Ydx^  F, 

(6)  \idX  ==  dx^  —  X^XdxQ, 

und  der  Proportionalitätsfaktor  /t  bestimmt  sich  durch  Multiplikation 
der  drei  zusammengehörenden  Gleichungen  mit  dX,  dY,  dZ  und 
Addition: 

jti  ^dX^  =  ^dXf^dX, 

B 

Daher  wird 

(7)  dxQ-\-  Q.^dX=  X^XdxQ 
und  nach  (4) 

(8)  rfli=  X{dQ^  +  2^dx^)- 

Hieraus  folgt  schließlich 

dt,^:  dYj^:dii=  X:  Y:  Z, 

die  Strahlen  selbst  fallen  mit  den  Tangenten  der  betrachteten  Kurve 
zusammen,  ihr  Ort  ist  eine  abwickelbare  Fläche  (§  88).  Die  Strahlen 
eines  Systems,  dessen  Brennflächen  reell  sind,  lassen  sich  demnach 
auf  zwei  verschiedene  Weisen  zu  einer  Schar  abwickelbarer  Flächen 
zusammenfassen.  Die  Rückkehrkanten  dieser  Flächen  füllen  die  Brenn- 
flächen aus;  alle  Strahlen  des  Systems  berühren  also  beide  Brenn- 
flächen. 
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§  107. 
Geradlinige  Flächen.     Striktionslinie. 

Es  ist  von  Interesse,  die  letzten  Untersuchungen  in  einer  be- 
stimmten Hinsicht  zu  spezialisieren,  indem  man  nämlich  nur  von  einer 
einzigen  einfachen  Mannigfaltigkeit  stetig  aufeinander  folgender  Strahlen 
ausgeht.  Der  Ort  einer  solchen  Schar  von  Strahlen  ist  eine  gerad- 
linige Fläche  (S.  257).  Von  Brennpunkten  ist  nicht  mehr  die  Rede, 
sondern  auf  jedem  Strahl  nur  von  einem  Fußpunkt  eines  kürzesten 
Abstandes.  Der  geometrische  Ort  dieser  Fußpunkte  heißt  die  Strik- 
tionslinie der  geradlinigen  Fläche. 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen 


(1) 


i  —  ^o  ^  9  —  2/0  _  ä  — ■gp 
X  Y  Z 


die  sechs  Größen  Xq,  y^,  z^,  X,  Y,  Z  als  P^unktionen  einer  Variablen  v 
und  setzt  demnach  z.B.  dx^  =  x^dvi,  dX=  X'dv,  so  bleiben  die  auf 
den  kürzesten  Abstand  bezüglichen  Formeln  des  §  103  bestehen.  Die 
Striktionslinie  hat  die  Gleichungen 

j  =  a^o  +  rX 
(2)  '  9  =  2/0  +  rY 


5  =  ^0  +  *'^, 


wenn  darin 

(3) 

angenommen  wird. 

Es  möge  beispielsweise  für  das  hyperbolische  Faraboloid 

(4)  2,  =  ^-^  (a>0,  &>0) 

die  Striktionslinie  bestimmt  werden.  Oder  vielmehr  die  beiden  Strik- 
tionslinien, denn  man  kann  die  Fläche  auf  zwei  Arten  als  Ort  einer 
Schar  gerader  Linien  betrachten.  Jede  der  Scharen  ist  einer  festen 
Ebene  parallel.  Ihren  analytischen  Ausdruck  finden  diese  Tatsachen 
darin,  daß  die  Gleichung  (4)  sowohl  durch  Elimination  des  Para- 
meters t  aus 

(5) 


--(^+w)' 


t  = 


Ya        Yb 
wie  des  Parameters  r  aus 
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\\/a        Vb  ) 
(6) 

r  =  -^  +    y 
Ya      yb 

hervorgellt. 

Es   sei  t^  ein  von  t  verschiedener  Wert    des    ersten  Parameters. 
Der  kürzeste  Abstand  der  beiden  Geraden  (5)  und 

^  __^ y_ 

^       Ya        \/b 

kann  als  Abstand  zweier  Ebenen  angesehen  werden,  deren  jede  durch 
eine  der  beiden  Geraden  hindurchgeht  und  der  anderen  parallel  ist. 
Die  Fußpunkte  des  kürzesten  Abstandes  liegen  auf  der  Schnittlinie 
zweier  Ebenen,  von  denen  jede  wieder  eine  der  beiden  Geraden  enthält 
und  die  auf  dem  Paar  paralleler  Ebenen  senkrecht  sind.  Hier  ist  das 
erste  Ebenenpaar  unmittelbar  gegeben,  nämlich  durch  die  zweiten 
Gleichungen  (5)  und  (7).  Man  hat  also,  um  den  Abstandsfußpunkt  auf 
der  ersten  Geraden  zu  finden,  nur  eine  Ebene  durch  die  zweite  Gerade 
zu  legen, 

und  II  so  zu  wählen,  daß  sie  auf 

JL  _  y  ^  0 

\/a        Yb 

senkrecht  wird,  d.  h. 

a  —  b  , 
^  =  a~+b*^ 

zu  setzen;  hierauf  die  aus  (8)  entstehende  Gleichung  mit  (5)  zu- 
sammenzustellen.   Die  Koordinaten  des  Fußpunktes  werden  dann  durch 

a  -\-b     ^ 
^ ^-  =  ; 

Yä     Yb 

bestimmt.  Nimmt  man  jetzt  die  zweite  erzeugende  Gerade  der  ersten 
unendlichnahe,  setzt  also  t^^^  t  ■{-  dt,  vernachlässigt  die  unendlich- 
kleinen Größen  und  eliminiert  t  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen, 
so  findet  man 
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(10)  ,  .       -4.  +  -^  =  0. 

Die  Flächengleichuiig,  welche  die  zweite  durch  die  Elimination  ent- 
stehende Gleichung  sein  würde,  erhält  unter  Benutzung  von  (10)  die 

Form 

2c2  =  x^. 

Die  Striktionslinie  ist  eine  Parabel. 

In  einer  zweiten  Striktionslinie  derselben  Art  wird  das  Paraboloid 
durch  die  Ebene 

(11)  -^--^     =0 

geschnitten. 

Man  kann  fragen,  wann  die  durch  (1)  oder 

X  =  Xq(v)  -f-  uX(v) 
(12>  y^y,(v)+uY(v) 

z  =  Zq{v)  -\-  u  Z(y) 

dargestellte  geradlinige  Fläche  abwickelbar  ist,  und  die  Entscheidung 
darüber  aus  der  Theorie  des  Krümmungsmaßes  entnehmen.  Das 
Quadrat  des  Linienelements  wird 

(13)  ds^  =  du^  +  2  ^xlXdudv  +  ^{x^  -f  uXydv\ 
und  die  Fundamentalgrößen  haben  demnach  die  Werte 

(14)  E=l,        F  =  ^x^X,         G=^(x,-\-uX'y, 

d.  h.  E  ist  konstant,  F  eine  Funktion  von  v,  G  eine  ganze  Funktion 
zweiten  Grades  von  u,  deren  Koeffizienten  Funktionen  von  v  sind. 
Setzt  man 

(15)  G==au^  +  2ßu  -f  y, 
so  ist 

(16)  a=:SX'',        ß=2<X',        y=2x,\ 

Für  E==\,  F==  F{v)  ergibt  sich  aus  S.  120  (7) 

und  die  Einführung  des  Wertes  (15)  in  den  Zähler  liefert 

(18)  {G  -  F^fK  ==ß^-ay  +  aF\ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  läßt  sich  aber  unmittelbar  zu  dem 
kürzesten  Abstände  in  Beziehung  setzen.  Denn  die  Formel  S.  349(11) 
lautet  in  den  hier  benutzten  Bezeichnungen 


et 


Striktionslinie. 

oc'o 

!/o 

4 
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Y^2 
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Xq 
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r 

Y' 

Z' 
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(19)  p  = 
und  andererseits  wird 

(20)  {G-F^fK^ 

Die  Fläche  kann  also  nur  dann  abwickelbar  sein,  wenn  der  kürzeste 
Abstand  benachbarter  Erzeugenden  eine  unendlichkleine  Größe  höherer 
Ordnung  ist. 

Geht  man  umgekehrt  von  einer  beliebigen  abwickelbaren  Fläche 
aus,  so  ist  für  eine  solche  der  kürzeste  Abstand  benachbarter  Geraden 
ein  Unendlichkleines  höherer  Ordnung.  Dies  ergibt  sich  sofort  mittels 
der  Gleichungen  S.  304(15)  oder  auch  der  obigen  Gleichungen  (12), 
wenn  man  darin  X,  Y,  Z  den  Ableitungen  von  Xq,  y^,  Zq  proportional 
setzt.  Die  Fläche  erscheint  dann  als  Tangentenfläche  der  Rückkehr- 
kante (§  88).  Wenn  nun  auch  aus  bekannten  Gründen  die  Ausdrucks- 
weise zulässig  ist:  Eine  Tangente  geht  durch  zwei  unendlichnahe 
Kurvenpunkte  hindurch,  oder:  Zwei  unendlichnahe  Tangenten  haben 
einen  Kurvenpunkt  gemein,  so  ist  nach  dem  Obigen  doch  festzuhalten, 
daß  es  einer  weiteren  Spezialisierung  der  Voraussetzungen  bedarf,  da- 
mit die  Tangenten  einer  Raumkurve  sich  wirklich  schneiden. 

Während  im  allgemeinen  die  Geraden  der  Schar  die  Striktions- 
linie nicht  berühren,  so  ist  ersichtlich,  daß  für  eine  abwickelbare 
Fläche  die  Striktionslinie  mit  der  Rückkehrkante  identisch  ist.  Aus 
den  Formeln  (2,  3),  d.  h.,  nach  Heranziehung  von  (16),  den  Glei- 
chungen - 

(21)  ^  =  i/o-|-r 

l=z,--^Z, 


gHBS 


in  denen  man  wieder  X,  .. .  proportional  zu  ä^q,  . . . ,  also  x'q  =  iiX, 

zu  denken  hat,  ergibt  sich  dies   unmittelbar  wegen  ß  ^=  fiUXX'  =  0-^ 
es  wird  i  =  Xq,  .  .  .  . 

Allgemein  können  die  Formeln  dieses  Paragraphen  dazu  benutzt 
erden,  die  geradlinigen  Flächen  zu  untersuchen,  die  mit  einer  ge- 
gebenen Raumkurve  zusammenhängen,  soweit  sie  nicht  von  vornherein 
ihrer  Definition  nach  abwickelbar  sind;  also  namentlich  den  geome- 
trischen Ort  der  Hauptnormalen  oder  der  Binormalen. 


I 
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§  108. 
Bedingung  für  ein  Normalensystem. 

Unter  den  Strahlen  Systemen  sind  diejenigen  besonders  ausge- 
zeichnet, deren  Strahlen  als  Normalen  einer  Fläche,  wenn  auch  nicht 
gerade  der  Leitfläche,  betrachtet  werden  können.  Um  die  Bedingung 
für  ein  Normalensystem  zu  finden,  denke  man  sich  in  den  Glei- 
chungen des  Strahlensystems 

(1)  X  =  Xq-{-  rX,  .  .  . 

r  als  eine  noch  zu  bestimmende  Funktion  von  u  und  v  und  drücke 
aus,  daß  X,  Y,  Z  mit  den  Richtungskosinus  der  Normale  der  dann 
durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Fläche  übereinstimmen.  Dafür 
notwendig  und  hinreichend  sind  die  Bedingungen 

dx        ^  ■^^v  Sx 


d.  h. 
oder 

(2) 


^j      du         '         j^      dv  ' 

yx(^-{-rl^  +  Xpi  =  0,. 
^  I      \du  cu  du)  ' 


'Vx  ^^°  =  —  — 

j^       du  du 

'^■vdx^  dr 


dv  dv 

Sie  sind  nur  vereinbar  für 

^  ^  du   -^       dv         dv   ^       du 

oder 

•^8X  dx^  _  "^  c X  dxp 
j^  du    dv        ^j  dv    du 

Nach  S.  349(3)  heißt  diese  Gleichung 

(4)  M  =  31. 

Umgekehrt:  Wenn   diese  Beziehung  oder  die  ihr  äquivalente  (3) 
besteht,  so  ist  die  lineare  Differential  form 

ein  vollständiges  Differential,  das  mit  —  dr{u,  v)  bezeichnet  werden 
möge,  sodaß  die  Gleichungen  (2)  gelten.  Nach  Bestimmung  von  r 
mittels  Quadraturen  setze  man 

(5)  Xq  -\-  rX  =  X,  .  .  .  . 


Dann  wird 
und  ebenso 
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"V'x—  =  ^X  ^-^°  4-  —  =  0 
.^j       du  '~  ^j       du         du  ' 

dx 


2^0  =  0. 


X,  Y,  Z  sind  also  Riehtungskosinus  der  Normale  der  Fläche  (5);  die 
Bedingung  (4)  ist  für  ein  Normalensystem  nicht  nur  notwendig,  son- 
dern auch  hinreichend. 

Die  Formeln  der  Paragraphen  104  und  105  lehren,  daß  für  ein 
Normalensystem  die  Grenzpunkte  allenthalben  mit  den  Brennpunkten 
zusammenfallen. 

Durch  die  Gleichung 

^XdxQ  =  —  dr 

wird  r  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt.  Es  gibt  also, 
wenn  überhaupt,  eine  ganze  Schar  von  Flächen,  auf  denen  die  Strahlen 
des  Systems  senkrecht  sind.  Sie  entstehen  aus  der  Fläche  (5)  durch 
Einführung  von  r  -{-  a  an  Stelle  von  r  und  haben  von  ihr  in  Rich- 
tung der  gemeinsamen  Normale  den  Abstand  ±  a.  Sie  werden  als 
Parallelflächen  bezeichnet. 

Man  kann  die  Bedingung  (3)  so  umformen,  daß  sie  einen  mit 
der  Theorie  der  Biegung  zusammenhängenden  Satz  hervortreten  läßt. 

Die  Größen  "^-- ,  ...  geben,  durch  yE^  dividiert,  die  Richtungs- 
kosinus  der  Koordinatenlinie  v  =  const.   auf  der  Leitfläche,  und   die 

1      dx 
entsprechende  Bedeutung   haben   --^^ -^^  ,  .  .  .    für   die  Koordinaten- 
linie u  =  const.     Setzt  man  also 

/a\  'SJ    ^      Sxq  ^  ,  '^    1      dx^  ^ 

(6)  >  — r  -    o     -A.  =  cos  w  ,  >  — ^-  ^--  A  =  cos  IV  , 

so  sind  w'  und  w"  die  Winkel  des  Strahls  mit  den  beiden  Koordi- 
natenlinien.    Unter  Benutzung  dieser  Ausdrücke  wird 

(7)  M-M  =  ^ (l/Eo  cos ^v)  -  -^ (VG~ cos  w")  . 

Betrachtet  man  nun  als  Ausgangsfläche  eines  zweiten  Strahlensystems 
eine  Biegungsfläche  der  Leitfläche  und  bezieht  sie  auf  dieselben  Para- 
meter wie  diese,  sodaß  Eq  und  Gq  auf  beiden  Flächen  die  gleichen 
Werte  haben;  nimmt  außerdem  an,  daß  w'  und  w"  für  die  Biegungs- 
fläche dieselben  Funktionen  von  u  und  v  sind  wie  für  die  Leitfläche, 
so  hat  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  für  beide  Flächen 


■ 
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denselben  Wert.    Das  Strahlensystem  bleibt  mithin  dann,  wenn  es  ein 
Normalensystem  ist,  auch  nach  der  Biegung  ein  solches. 

Insbesondere  gilt  dieser  Satz,  wenn  die  Strahlen  als  Tangenten 
der  Leitfläche  angenommen  werden.  Man  kann  sich  in  diesem  Fall 
die  Fläche  mit  einer  Schar  von  Kurven  überzogen  denken,  deren 
Tangenten  das  Strahlensystem  bilden.  Diese  Kurven  seien  die  w-Linien 
des  Koordinatensystems,  ihre  orthogonalen  Trajektorien  die   u- Linien. 

Dann  ist  w  =  0,  w"  =  -^ ; 

dv 
Ist  nun  die  Bedingung  (4)  erfüllt,  so  wird 

dsl  =  (fiufdu^  +  G^dv'^, 

die  Kurven  v  =  const.  sind  geodätisch.  Das  heißt:  Wenn  auf  einer 
Fläche  eine  Schar  von  Kurven  existieren  soll,  deren  Tangenten  Nor- 
malen einer  anderen  Fläche  sind,  so  müssen  diese  Kurven  geodätisch  sein. 
Wird  umgekehrt  eine  Fläche  auf  ein  beliebiges  System  orthogonal- 
geodätischer Koordinaten  bezogen,  so  kann  Eq=\,  Fq  =  0  gesetzt 
werden.  Für  das  System  der  Tangenten  der  Kurven  v  =  const.  gilt 
cosm;'=  1,  cosm;"=0,  also  M  —  M  =  0,  die  Tangenten  der  geodä- 
tischen Linien  bilden  ein  Normalensystem. 


r 
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Spezielle  Flächen,  die  mit  einer  gegebenen  zusammenhängen. 

§  109. 
Berührung  zweier  Flächen. 

Die  Flächen,  die  mit  einer  gegebenen  in  Zusammenhang  stehen, 
zerfallen  in  zwei  Gruppen:  erstens  spezielle  Flächen,  zu  deren  Ein- 
führung man  veranlaßt  wird,  wenn  man  die  gegebene  in  der  unmittel- 
baren Nähe  eines  einzelnen  Punktes  untersucht;  zweitens  solche,  bei 
denen  zu  einem  Stück  von  endlicher  Ausdehnung  auch  ein  endliches 
Stück  der  gegebenen  Fläche  gehört.  Die  zweite  Gruppe  ist  ungleich 
wichtiger  als  die  erste,  die  daher  nur  kurz  behandelt  werden  soll. 

In  den  Anwendungen  der  Differentialrechnung  auf  ebene  Kurven 
spielt  die  Theorie  der  Berührung  eine  Hauptrolle.  Fragt  mau  nach 
der  einfachsten  Linie,  die  eine  vorgelegte  Kurve  in  einem  vorge- 
schriebenen Punkte  berührt,  so  gelangt  man  nach  Erledigung  der 
Tangente  alsbald  zum  Krümmungskreise,  auf  den  sich  die  ganze 
Theorie  der  Krümmung  stützt.  Der  Krümmungskreis  hat  mit  der 
Kurve  eine  Berührung  zweiter  Ordnung,  er  oskuliert  die  Kurve. 

Man  könnte  nun  versucht  sein,  in  die  Theorie  der  krummen 
Flächen  eine  oskulierende  Kugel  einzuführen,  als  Gebilde,  das  mit 
dem  Kreise  die  Eigenschaft  teilt,  in  allen  Punkten  gleiche  Krümmung 
zu  haben.  AUein  eine  einfache  Überlegung  lehrt,  daß  eine  solche 
Kugel  nur  für  besondere  Punkte  existieren  kann. 

Fragen  wir  zunächst,  was  es  bedeuten  soll,  zwei  Flächen  haben 
in  einem  gegebenen  Punkte  Ä  eine  Berührung  von  einer  bestimmten 
Ordnung.  Damit  überhaupt  eine  Berührung  stattfinde,  ist  nötig,  daß 
die  Tangentialebenen  beider  Flächen  in  Ä  übereinstimmen.  Jede 
Ebene  durch  die  gemeinsame  Normale  trifft  dann  die  Flächen  in 
zwei  entsprechenden  Normalschnitten,  die  einander  ebenfalls  berühren. 
Angenommen  nun,  die  Ordnung  dieser  Berührung  sei  im  allgemeinen 
gleich  n  und  höchstens  für  besondere  Lagen  der  Schnittebene  größer, 
so  sagen  wir,  die  Ordnung  der  Berührung  der  Flächen  sei  ebenfalls 
gleich  n.    Um  die  Bedingungen  für  eine  solche  Berührung  zu  finden, 
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nehmen  wir  die  (Ä;«/)-Ebene  parallel  der  gemeinsamen  Tangentialebene, 
also  die  ^-Achse  parallel  der  Normale  an.  x,  y,  z  seien  die  Koordi- 
naten von  A\  X  -\-  dx,  y  ■\-  dy  die  beiden  ersten  Koordinaten  zweier 
dem  A  unendlichnahen  Punkte  A^,  A[  der  beiden  Flächen,  für  welche 
die  ^-Koordinaten  z^,  z\  heißen.  Die  Entwickelung  dieser  Größen  nach 
der  Taylorschen  Formel  liefert 

(1)  z^-z^{^dx^(ldy)^\{rdx^^-'isdxdy^tdy'')-^'■■■^B,^^^ 

(2)  z\  =  z'+  {p'dx  +  q'dy)  +  y  {r'dx^  +  2sdxdy  +  t'dy^)  +  •  •  •  -{-ii„'+i. 

Bildet  der  Normalschnitt,  dem  die  Punkte  A^,  A[  angehören,  mit  der 
(Ä;^)-Ebene  den  Winkel  tv,  so  ist  noch 

dy 


dx 


=  igw  =  X 


zu  setzen.  Wird  nun  dx  als  unendlichkleine  Größe  erster  Ordnung 
betrachtet,  und  soll  z^— z[  unendlichklein  von  der  n  +  1.  Ordnung 
sein,  so  hat  man  erstens,  wie  bereits  angenommen, 

z'  =  Z] 

ferner  müssen    in    den    beiden    Formeln   (1),  (2)    die   Aggregate    mit 
gleichen  Potenzen  von  dx  bis  zur  n.  Ordnung  paarweise  übereinstimmen. 
Dies  gibt  n  Gleichungen: 

p  -\-  q),=p  +  ql 
r  +  2s  l  +  t'l^  =  r  +  2s2  +  tX^ 


und  da  diese  für  unendlichviele  Werte  von  l  gelten  sollen,  so  erhält 
man  als  notwendig  und  hinreichend  für  eine  Berührung  n.  Ordnung 
die  Gleichheit  der  partiellen  Ableitungen 


und 


\v  =  l,...nj 


dx"dyl^  dx"dyf 

für  das  zu  A  gehörige  Wertepaar  (xy).  Unwesentlich  ist  hierbei,  daß 
p  und  q  für  das  spezielle  Koordinatensystem  den  Wert  Null  haben. 
Vielmehr  lehren  dieselben  Schlüsse  wie  in  der  Theorie  der  ebenen 
Kurven,  daß  die  Bedingungen  bestehen  bleiben,  solange  bestimmte 
besondere  Lagen  der  Flächen  zum  Koordinatensystem  ausgeschlossen 
werden. 

Die  Anzahl  der  Bedingungen  ist 
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Soll  nun  eine  Fläclie  m.  Ordnung  bestimmt  werden  können,  die  eine 
gegebene  Eläche  in  einem  beliebigen  Punkte  in  der  n.  Ordnung  be- 
rührt, so  muß,  wenn  m'  die  Anzahl  der  verfügbaren  Konstanten  in 
der  Gleichung  der  hinzugenomraenen  Fläche  bezeichnet, 

n  ^  in 

sein.  Die  Anzahl  der  Glieder  einer  vollständigen  ganzen  Funktion 
m.  Grades  von  drei  Variableu  ist  aber  (     T    ) ,  mithin 

»'=rr)-i. 

da  die  Gleichung  durch  eine  Konstante  dividiert  werden  kann.  Diese 
Zahl  erniedrigt  sich,  wenn  spezielle  Formen  der  Fläche  m.  Ordnung 
vorausgesetzt  werden. 

So  enthält  die  allgemeine  Gleichung  2.  Grades 

(3)  a^^f  +  »22^^  +  (^zzf  +  2a^^\)i  +  2a^^i]C  +  ^a^^ict) 

+  2a,^l  +  Sdo^t)  +  2a34§  -{-  »^^  =  0 
neun  willkürliche  Konstanten,  die  Kugel 

(4)  (?-^o)^  +  (9-yo)^  +  (S-^o)^  =  «^ 

nur  deren  vier.  Hieraus  folgt,  daß  es  unendlich  viele  Kugeln  gibt, 
die  eine  Berührung  erster  Ordnung  mit  der  Fläche  haben,  denn  eine 
Konstante  bleibt  vermöge  der  drei  Bedingungen  willkürlich.  Den 
Gleichungen 

(0) 

gemäß  liegen  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kugeln  auf  der  Normale. 
Soll  dagegen  eine  Berührung  2.  Ordnung  stattfinden,  die  das  Bestehen 
der  Gleichungen 

1  +  (^  -  2,)r  -^p'  =0 

(6)  l  +  (^-^o)^+  ?'=0 

{z  -  ^o)s  +  pq  =  0 

erfordert,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  unter  x,  y,  z  selbst  Rela- 
tionen stattfinden.     Die  Elimination  von  z  —  ^q  aus  (6)  liefert 

r       s   t 

d.  h.  nur  für  die  Kreispunkte  kann  eine  oskulierende  Kugel  existieren. 
Dieser  Umstand  begründet  den  Ausdruck,  eine  Fläche  sei  in  einem 
Kreispunkte  sphärisch  gekrümmt. 
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Soll  eine  allgemeine  Fläche  2.  Grades  bestimmt  werden,  die  eine 
gegebene  Fläche  in  der  2.  Ordnung  berührt,  so  ist  die  Lösung  dieser 
Aufgabe  auf  unendlichviele  Arten  möglich,  da  drei  Konstanten  will- 
kürlich bleiben.  Dagegen  reichen  die  Konstanten  nicht  aus,  um  die 
Berührung  in  einem  beliebigen  Punkte  bis  zur  3.  Ordnung  zu  steigern, 
denn  diese  würde  zehn  Bedingungen  erfordern.  Hält  mau  die  Voraus- 
setzung fest,  daß  der  Berührungspunkt  auf  der  gegebenen  Fläche  be- 
liebig sei,  sieht  also  von  Überlegungen  ab,  wie  sie  eben  für  die  Kreis- 
punkte und  im  §  33  für  K  =  0  angestellt  worden  sind,  so  kann 
man  die  erstgenannte  Aufgabe  dadurch  zu  einer  bestimmten  machen, 
daß  man  die  Fläche  2.  Grades  spezialisiert  und  außerdem  den  Punkt 
dieser  Fläche,  in  welchem  die  Berührung  stattfinden  soU,  besonderen 
Bedingungen  unterwirft.  So  liefert  die  Forderung,  daß  die  oskulierende 
Fläche  eine  Umdrehungsfläche  sei,  zwei  Gleichungen  unter  den  drei 
noch  verfügbaren  Konstanten-,  eine  dritte  tritt  hinzu,  wenn  man  vor- 
schreibt, daß  der  Berührungspunkt  dem  Äquator  der  Rotationsfläche 
(die  wir  als  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  voraussetzen)  angehören  soll. 

Wichtiger  als  diese  Umdrehungsflächen  sind  die  oskulierenden 
Paraboloide.  Ihre  Existenz  ist  nämlich  nur  der  geometrische  Aus- 
druck für  die  Entwickelbarkeit  von  ^^  nach  der  Taylorschen  Formel 
bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Dimension.  Spezialisiert  man  das  vorher 
angenommene  Koordinatensystem  noch  weiter,  indem  man  Ä  jnit  dem 
Koordinatenanfangspunkt,  die  Tangentialebene  mit  der  (ic?/) -Ebene, 
die  X-  und  ?/-Achse  mit  den  Haupttangenten  zusammenfallen  läßt,  so 
geht  nach  §  26  die  Gleichung  (1)  in 


B, 


über.     Sie  besagt,  daß  das  Paraboloid 

<«)  2ä  =  i-'  +  |, 

dessen  Scheitel  Ä  ist,  in  diesem  Punkte  die  gegebene  Fläche  in  der 
2.  Ordnung  berührt.  Je  nachdem  das  Krümmungsmaß  positiv  oder 
negativ  ist,  wird  das  Paraboloid  ein  elliptisches  oder  ein  hyperbo- 
lisches. Sein  Schnitt  mit  der  Ebene  ä  =  ^  liefert  den  Dupinschen 
Kegelschnitt  (§  33). 

Kehren  wir  zu  der  allgemeinen  Aufgabe  zurück.  Ihre  Lösung 
würde  ein  besonderes  Interesse  haben,  wenn  es  gelänge,  sämtliche 
m'  Konstanten  der  Fläche  m.  Grades  ohne  Annahme  einer  speziellen 
Gestalt  der  Fläche  aUein  dadurch  zu  bestimmen,  daß  sie  die  gegebene 
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in  einem  willkürlichen  Punkte  mit  bestimmter  Ordnungszahl  berühren 
solle.     Die  ganzen  Zahlen  m  und  n  müssen  dann  durch  die  Gleichung 

(w  +  l)(m  +  2)(>».  +_3)  _  -,   _  (w  +  1)  («_ +2) 

verbunden  sein.  Ihre  Ermittelung  führt  also  auf  eine  zahlentheore- 
tische Aufgabe.  Die  kleinsten  Wertepaare,  die  der  Gleichung  genügen, 
sind,  abgesehen  von  w  =  1,  n  =  1 : 

m  =  5,    n  =  9;         m  =  20,     n  =  58. 

In  einem  beliebigen  Punkte  einer  Fläche  gibt  es  mithin  oskulierende 
Flächen  5.  und  20.  Grades.  Im  übrigen  ist  nur  bekannt,  daß  zwischen 
21  imd  675  keine  Werte  von  m  liegen  können.  Hiernach  sind  ein- 
fache, geometrisch  interessante  Resultate  auf  Gr^nd  der  Gleichung  (9) 
nicht  zu  erwarten. 

§  110. 
Zwei  spezielle  Plächen  4.  Grades. 

Sieht  man  von  den  Formulierungen  des  Berührungsproblems  ab, 
die  durch  die  analytische  Darstellung  der  Flächen  veranlaßt  werden, 
und  stellt  sich  auf  den  rein  geometrischen  Standpunkt,  so  kann  man 
z.  B.  nach  dem  Ort  der  Krümmungskreise  aller  Normalschnitte  einer 
Fläche  in  einem  gegebenen  Punkte  fragen.  Ein  solcher  Bjreis  werde 
als  Hauptkreis  einer  Kugel  betrachtet,  die  die  Fläche  in  Ä  berührt 
und  deren  Radius  gleich  |  q  \  ist.  Beschränkt  man  sich  auf  das  vor- 
her benutzte    spezielle   Koordinatensystem,    so   lautet   ihre   Gleichung 

(1)  x'^  +  y'  +  ü  -  qY  =  q'. 

Die  zweite  Gleichung  des  Krümmungskreises  hat  für  /l  ==    ,  -  die  Form 

o  O  fix 

(2)  y-  lx  =  ö. 

l  und  Q  hängen  durch  die  Formel  des  Eulerschen  Satzes  (S.  84) 

zusammen.  Nach  Einführung  des  Wertes  von  q  aus  (3)  in  (1)  ergibt 
sich  die  Gleichung  des  gesuchten  geometrischen  Ortes  durch  Elimi- 
nation von  A  aus  (1)  und  (2): 

(4)  (n,x'  +  n,y'){x'  +  y' -{-  z^^)  -  2(x'  +  y')z  =  0 
oder 

(5)  ((,,x2  +  ^^y^)(x'  +  f^-i-  z')  -  2q,q,(x'  +  f)z  =  0. 

Der  Ort  ist  also  eine  spezielle  Fläche  4.  Grades. 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  24 
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Die  Aufgabe,  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  ebenen 
Schnitte  einer  Fläche  in  einem  beliebigen  Punkte  zu  finden,  steht 
vermöge  des  Meusnierschen  Satzes  hiermit  in  engem  Zusammenhange. 
Ganz  direkt  kann  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  auf  S.  72  fol- 
genden Ansatz  machen.     Es  sei 

a£  +  /3l)  +  yä  =  0 

die  Gleichung,  die  mit  der  der  Fläche  zusammen  den  ebenen  Schnitt 
liefert.  Dann  ergeben  sich  aus  den  Ausdrücken  für  |,  rj,  t,,  nachdem 
man  darin 

X  =  0,      y  =  0,      ^  =  0, 

femer 

i)  =  0,        2  =  0 

r  =  n^,        s  =  0,         t  =  n^ 

gesetzt  hat,  die  Geichungen 


(6)  ^== 


aus  denen  die  Verhältnisse  a  :  ß  :  y  zu  eliminieren  sind.     Bildet  man 
zuerst 

£2  +  ^2  .  .2  _         i-'+ß'y 


:2     I     ^2    I     !>2  _        <^*  + 


■^  ^     +   ^  Wi^^+Wj««^' 


benutzt  dann  die  Beziehung 


und  schreibt  schließlich  x,  y,  z  für  1,1?,  l,  so  findet  man 

(7)  {n^y^  +  n^x^){x^  +  2/'  +  ^')  -  (^'  +  ?/)^  =  0 
oder 

(8)  {q,x'  +  Q,y^){x^  +  2/'  +  ^')  -  Q,qA^'  +  2/')^  =  0, 

eine  Fläche  derselben  Art  wie  die  erste. 

Ohne  ihre  Gestalt  näher  zu  untersuchen,  wenden  wir  uns  jetzt 
zu  der  zweiten  Gruppe  von  Flächen,  die  mit  einer  gegebenen  zusammen- 
hängen  (S.  365). 
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§  111. 
Die  zu  einer  gegebenen  Fläche  parallelen  Flächen. 

Wenn  die  Strahlen  eines  Normalensystems  die  Leitfläclie  selbst 
unter  rechten  Winkeln  schneiden,  so  ist 

in  die  Formeln  S.  347(1)  oder  S.  362(1)  einzusetzen.  Die  Theorie 
der  Strahlensysteme  kann  dann  auf  solche  Flächen  angewendet  werden, 
deren  Gleichungen  für  die  Annahme  r  =  r(u,  t))  aus  diesen  hervor- 
gehen. Es  sind  das  also  Flächen,  die  aus  einer  gegebenen,  dem  Ort 
des  Punktes  ^o  ^  (^o^o'^o)?  dadurch  entstehen,  daß  man  auf  ihren 
Normalen  von  Aq  aus  die  Strecke  ±  r(w,  v)  abträgt.  Hierbei  sind 
zwei  Voraussetzungen  besonders  bemerkenswert:  r  konstant  oder  gleich 
einem  Hauptkrümmungsradius. 

Im  Folgenden  soll  der  Index  0  überall  weggelassen  werden.  Dann 
sind  die  Koordinaten  der  abgeleiteten  Fläche  anders  zu  bezeichnen 
als  im  vorigen  Paragraphen. 

Wir  beschäftigen  uns  zuerst  mit  der  Annahme 

r  =  a, 
wo  die  Konstante  a  positiv  oder  negativ  sein  kann.     Die  Fläche 

x'  =  X  -\-  aX 
(1)  y'  =  ,j^aY 

/  ==  z  +  aZ 

ist  dann  der  gegebenen  parallel  (S.  363). 

Alle  auf  die  Parallelfläche  bezüglichen  Größen  mögen  durch  einen 
Akzent  gekennzeichnet  werden.  Da  hier  von  einer  Transformation 
der  Parameter  nicht  die  Rede  ist,  so  können  Verwechslungen  mit 
früheren  Bezeichnungen  nicht  vorkommen. 

Aus  (1)  folgt 


(2) 


dx'  dx  dX 

cu         du  cu 

dx   dx  dX 

dv        ~dv  dv 


Die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  und  das  Quadrat  des  Linien- 
elements werden: 

E'^E-2aL  +«2® 

(3)  F'=F-2aMi-a^^ 

G'==G-2aN  +  am 

24* 
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(4)  dp  =  ds'-  -2a  ^''  +  ahlö^, 

wofür  man  nach  S.  226(25)  auch  schreiben  kann: 

(Ö)  ds'^  =  (1  -  Ka')ds'  +  a(ira  -  2)nds'^ 

Ersetzt  man  in  (2)  die  partiellen  Ableitungen  der  Richtungs- 
kosinus der  Normale  durch  ihre  Ausdrücke  nach  den  Weingartenschen 
Gleichungen,  so  erhält  man 

dx'        ,.    .  \dx    .  dx 

ytr  =  (i  +  «^n)a-  +  «%2a7 

und  weiter 

^  =  (d  +  a  W  (1  +  « W  -  «^^.%.)  a^;  :j , 

d.  h.  nach  S.  225(13,  16) 

(8)  ^1^)  =  (1  -  ^a  +  iTaO  fM 

(9)  T'2  =  (1  -  .ffa  +  Ka^yT\ 

Diese  Formeln  lehren,  daß  man  bei  einer  ins  einzelne  gehenden  Unter- 
suchung der  Parallelflächen  die  Punkte  besonders  zu  beachten  hat,  für 

welche 

l-Ha^  Ka^  =  0 

ist,  die  also  mit  einem  Hauptkrümmungsmittelpunkt  der  Ausgangs- 
fläche zusammenfallen.  Allgemein  kann  man  bei  passender  Verfügung 
über  die  positive  Normale  der  abgeleiteten  Fläche 

(10)  X'  =  X,         T=Y,         Z'^Z 

setzen  (vgl.  S.  363). 

Hieraus  folgen  leicht  die  Werte  der  Fundamentalgrößen  zweiter 
Ordnung,  wenn  man  sie  nach  den  Formeln  S.  75  (4)  berechnet.  Es 
ist  nämlich 
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(11)  M'  =  M-a% 


oder 


(12)  Jf'  =  ~  -  F  +  fl  -  «  (-  +  ^^A)  M 

QiQi  \  \Qi         QiU 

Aus  (5)  und  (12)  lassen  sich  die  Ausdrücke  zusammensetzen, 
die  zur  Berechnung  der  Hauptkrümmungsradien  q\,  q'^  der  Parallel- 
fläche gebraucht  werden: 

(13)  G'L'-  2F'M'+  E'N'^  (l  -  ~  )  (l  -  -^)  (^-  +  1  -  1^\  T' 

^      ^  \  Qi/\  Qt/\Qi         Qt         QiQi/ 

(14)  L'N'-M'^  =  --  (l  -  "')  (l  -  -)  T\ 
Hiernach  wird 


(15) 

H'  = 

Pi          Ca 

(16) 

K' 

d.  h. 

(17) 

Qi- 

9i 

+  P.- 

2a 

1 
Pl    — 

a 

+ 

P« 

1 

(Px- 
1 

-  «)  (Pä 

-a) 
1 

a 

Pip2 

(Pl- 

-«)(P2- 

-a)' 

Q^—a,         Q^  =  Q^  —  a. 

Die  Diflferenz  entsprechender  Hauptkrümmungsradien  der  ursprüng- 
lichen und  der  abgeleiteten  Fläche  ist  also  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  gleich  dem  Abstände  der  beiden  Flächen. 

§  112. 

Die  Zrümmungsmittelpunktsflächen  für  die  II.  Flächendarstellung. 

Beispiel  des  EUipsoids. 

Die  im  Anfange  des  vorigen  Paragraphen  an  zweiter  Stelle  er- 
wähnten Flächen,  die  als  Orter  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
einer  gegebenen  Fläche  erklärt  werden  können,  soUen  eingehender 
untersucht  werden  als  die  Parallel  flächen.  Die  Gleichungen  der 
Krümmungsmittelpunktsflächen  sind 

(1)  yi  =  y  +  QiY  (^  =  1,2) 
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Überträgt  man,  nur  der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen,  eine  Benennung 
aus  der  Kurventheorie  auf  zweidimensionale  Gebilde,  so  kann  man 
diese  Flächen  auch  als  Evoluten  der  gegebenen,  und  umgekehrt  die 
letztere  als  Evolvente  jener  bezeichnen. 

In  den  Gleichungen  (1)  sind  q^  und  q^  Wurzeln  einer  quadra- 
tischen Gleichung,  die  für  die  verschiedenen  Darstellungen  der  Fläche 
auf  S.  77,  80  und  92   entweder  angegeben    ist    oder    aus    einer  dort 

aufgestellten    unmittelbar    durch    die    Substitution    n  =         abgeleitet 

werden  kann.     Wird  z.  B. 


(11) 


F{x,  y,e)  =  0 


als  Darstellung  der  Fläche  angenommen,  so  gilt  für  die  Hauptkrüm- 
mungen die  Gleichung  (16)  auf  S.  92,  und  ferner  ist 


X 


1_  ^Z 
w'dx  ■ 


also 


Nun  war  (16)  aus  der  Gleichung  (15),  nämlich 


F 


F 


■^11  ^f  -^12       ?  -^  13       J 

-^21       J       -^22         ^}  -^23        > 


F. 


^31 


F 


F    — 


33  ^> 

1\    . 


(2) 

vermöge  (14), 

hervorgegangen.     Man  kann  also  auch  schreiben 


0, 


a  =  —  nW  ^ , 


(3) 


1  dF 


wo  (ij^  und  ^2  die  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  bezeichnen.  Die  Dar- 
stellung der  Krümmungsmittelpunktsfiächen  selbst  in  der  Form  (11) 
erfordert  die  Elimination  der  vier  Größen  x,  y,  0  und  ^^  oder  ^.^  aus 
(2),  den  drei  Gleichungen  (3)  und  der  gegebenen  Flächengleichung. 
Da  das  Eliminationsproblem  inbezug  auf  fi^  und  ^^  die  gleiche  Form 
hat,  so  erscheinen  im  allgemeinen  die  beiden  Evoluten  in  einer  und 
derselben  Gleichung  vereinigt,  als  Schalen  oder  Mäntel  einer  und  der- 
selben Fläche.  Im  Folgenden  wird  immer  aus  dem  Zusammenhange 
hervorgehen,    ob    unter    Krümmungsmittelpunktsfläche   (Evolute)    der 
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Ort  sämtliclier  Hauptkrümmungsmittelpunkte   oder,  wie   bis    hierher, 
nur  eine  Schale  verstanden  werden  soll. 
Bei  der  Anwendung  auf  das  Ellipsoid 

W  ^8  -t-  ^2  -t-  gä       -L 

kann  man 

(5)  Fix,y,,)^-l{^  +  ^  +  ^-l) 

setzen  und  erhält 


CO 


Werden   zuerst    nur  die   drei  letzten   Gleichungen  zur  Vereinfachung 
von  (2)  benutzt,  so  findet  sich 

(7)  Fl  (F,,  -  ti)  (F33  -ii)  +  Fl  (F33  -  (i)  {F,,  -  ^)  + 

Fl{F,,-^XF,,-ii)  =  0 

oder  für =  c^j  wobei   es   auf  die  Bedeutung  von  a  nicht  weiter 

_J -^!L  „      ==  0 


f   —  — 

F  -  y 

2         6«  ' 

Fs  =ji 

F   ^^ 

•^22  "~  5s  7 

-^33  =  -^ 

^23  =  0    , 

Fs^-0  , 

^12  =  0 

ankommt. 

(8) 

«^11  + 1 

+■ 

Fi 

d.  h. 

für  das 

Ellipsoid: 

1 

y' 

I 


^^  a*(a*4-a)    '    &*(&*  + a)  ^   c*(c*  +  a)  ' 

Bezeichnet  man  die  laufenden  Koordinaten  für  beide  Evolutenschalen 
übereinstimmend  mit  j,  t),  5,  so  hat  man  x,  y,  z  und  a  aus  (4),  (9)  und 

(10)  i^x^a.^,         9  =  !/  +  «|r,        S  =  ^  +  «-^ 

wegzuschaffen.    Für  x,  y,  z  ist  dies  sehr  einfach:  Man  entnimmt  ihre 
Werte  aus  (10), 

a*+a'  ^        6«  +  «^  ^        c*  +  a' 

und  setzt  in  (4)  und  (9)  ein.     Dann  bleibt  a  aus 

(11)  _J^!_  4.  .  AL^L  4.  ^^"^.  _  1 

und 

^      ^  (a*  +  a)'  "^  (6''  -f  a)»  "^   (c»  -f  a)»         ^ 
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zu  eliminieren.  Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  auf  Null  ge- 
brachten Gleichung  (11)  als  Funktion  von  a  mit  -R(ß:),  so  kann  (12) 
in  der  Form 

f  =  0 

geschrieben  werden.  Die  Ermittelung  der  Krümmungsmittelpunkts- 
fläche des  Ellipsoids  ist  hiernach  auf  die  Bildung  einer  Diskrirainante 
zurückgeführt.     Die  entstehende  Gleichung  wird  vom  12.  Grade. 

§  113. 

Die  KrümniTingsinittelpunktsfläclien  für  die 

I.  und  III.  Fläehendarstellung. 

Liegt  die  Evolvente  in  der  Darstellung  (I)  vor,   so  tritt  zu  den 
Gleichungen  S.  373(1)  die  Bestimmung  S.  77(17) 

(1)       {Ll^-  M^)q^  -  {GL  -  2FM  +  EN)q  -{-EG-F'=^0 

für  die  Hauptkrümmungsradien.     Die  Koordinaten   der  Evoluten  er- 
scheinen dann  selbst  als  Funktionen   der  beiden  Parameter  u  und  v. 
In  manchen  Fällen  ist  es  zweckmäßig, 

zu  setzen  (vgl.  S.  76(11,  10))  und  A  = /l^.  aus 

(3)  {FN-  GM)l^  -f  {EN-GL)l  +  {EM -FL)  =  0 

(S.  76  (4))  zu  entnehmen. 

Sind    speziell   die  Variablen  u,  v    die   Hauptparameter    der  Aus- 
gangsfläche (S.  252),  ist  also 


F==0, 

M=0, 

so  kann  man  nach  S.  253  (4) 

(4)                                     ^i  =  i' 

G 

92  =  N 

setzen.     Dies  trifft  beim  EUipsoide 

für  die  Darstellung 

^          (a*  -  6 

-  u)  (a^  —  V) 
,2)(a*_c«) 

(5)                       e-^^'^^'- 

-u)(b^  —  v) 

lo;                        y  -  ^fj^_c 

^)(b'  —  a^) 

,.^cHc^- 

■u){c^  —  v) 

(c»  — a*)(c*  — ö*) 
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(S.  241)  ZU.     Nun  war  für  elliptische  Koordinaten,  wenn 

(6)  \  J\  J\  J 

(a'-  -  v){h^  -  v){c'  -  v)  =  r 
gesetzt  wird, 

(J)  ^=     ru    '       ^=    TT- 

(S.  286(11,  12)).     Ferner  wird 


hc      X  y ca      y  y        ah      z 


(8)  X^'^^^L,         i^=f /-,         >^-   , 

"■        1/1/ »)  f'         1/1/ *5  t- 


/QN  j a\)c{v  —  li)  -^ abc{u — v) 

^    '  ~     iUy^    '  ~     4Vyuv    ' 

mithin 

/^y-.^  uVuV  vVuV 

<^^^)  ^i  =  -     a5V  ^2  =  --^ft^ 

|(S.  293).     Die  eine  Schale  der  Evolute  ist  durch 

ux  uy  uz 

dargestellt  oder,  bei  Benutzung  der  Ausdrücke  für  x,  y,  3,  durch: 

Xj  — 

'(11)  vi  = 


a\a^- 

-&*)(«*- 

-c») 

ib'- 

-uy[b-- 

-V) 

b\b^- 

-c*){b'-- 

-a«) 

(c^- 

-uy{c^~ 

-tO 

?2  = 

1        c*(c«  — a«)(c«-fc«) 

Für  die  zweite   Schale    vertauschen    sich    u  und  v.     Daß   die  Elimi- 
nation dieser  Variablen   offenbar  in   beiden  Fällen  dasselbe  Ergebnis 
liefert,   bestätigt  aufs  neue   die   oben   gemachte  Bemerkung  über  den 
analytischen  Zusammenhang  der  beiden  Schalen. 
Was  endlich  die  Flächendarstellung 

(III)  z  =  2{x,  y) 

angeht,  so  konnte  diese  als  Spezialfall  sowohl  von  (I)  wie  von  (II) 
aufgefaßt  werden.  Es  ist  also  überflüssig,  für  diese  Annahme  die 
Formeln  noch  besonders  hinzuschreiben. 

§114. 
Linienelement  der  Evolute.     Satz  von  Weingarten. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  allgemeinen  Eigenschaften  der  Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche und  beziehen  zu  diesem  Zweck  alle  Größen 
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auf  die  Hauptparameter  der  Evolvente,  wie  es  wegen  des  engen  Zu- 
sammenhanges zwischen  den  Hauptkrümmungsradien  und  den  Krüm- 
mungskurven zweckmäßig  ist.  Allerdings  wird  man  bei  dieser  An- 
nahme nicht  stehen  bleiben  dürfen,  wenn  es  sich  um  das  Bildungs- 
gesetz der  auftretenden  geometrischen  Größen  handelt.  Aber  für  eine 
Übersicht  über  die  Grundeigenschaften  der  Evolute  reicht  die  Voraus- 
setzung aus,  und  es  läßt  sich  mit  ihrer  Hilfe  sogar  ein  schöner  und 
wichtiger  Satz  der  Abwickelungstheorie  beweisen. 

Schreitet  man  von  einem  Flächenpunkte  Ä  längs  einer  Krüm- 
mungslinie zu  einem  benachbarten  Punkte  B  fort,  so  ist  der  kürzeste 
Abstand  benachbarter  Flächennormalen  in  Ä  und  B  eine  unendlich- 
kleine Größe  höherer  Ordnung.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
Strahlensysteme,  insbesondere  aus  §  105,  folgt  dies  unmittelbar.  Setzt 
man  nämlich  in  den  Gleichungen  S.  354(6),  S.  355(11)  nach  S.  362(4) 
M  =  M,  nimmt  ferner  X  =  Xq,  .  .  .  an  und  läßt  schließlich  überall 
den  Index  0  weg,  so  werden  die  erstgenannten  Gleichungen  mit  der 
Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  und  der  Bestimmungs- 
gleichung für  die  Hauptkrümmungsradien  identisch  (vgl.  S.  339),  und 
die  Koordinaten  der  Brennpunkte  (S.  356)  stimmen  mit  denen  der 
Hauptkrümmungsmittelpunkte  überein.  Zugleich  tritt  hervor,  daß  die 
in  Rede  stehende  Eigenschaft  der  Flächennormalen  für  die  Krümmungs- 
linien  charakteristisch  ist.  Die  Annahme,  daß  für  die  Evolvente  K  =  0 
sei,  ist  überall  ausgeschlossen. 

Es  seien  nun  p  und  q  die  Hauptparameter  der  Ausgangsfläche, 
und  der  Hauptkrümmungsradius  q^  der  Kunve  q  =  const.  zugeordnet. 
Das  heißt  also,  wenn  man  längs  einer  solchen  Kurve  fortschreitet,  so 
hat  der  Fußpunkt  des  kürzesten  Abstandes  benachbarter  Flächen- 
normalen auf  der  ersten  von  diesen  die  Abszisse  q^.  Es  genügt,  die 
zu  Q  =  Qi  gehörende  Evolute  zu  betrachten,  deren  Punkte  durch 

(1)  yi  =  y  +  QiY 

dargestellt  werden.  Alle  Formeln  für  die  zweite  Evolute  ergeben  sich 
durch  Vertauschung  von  p  mit  q,  Q^^  mit  q^. 

Die  Difl'erentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  p  liefert 

dx^  _  dx_  dX.       ^  doi^ 

dp        dp       "^  dp  dp'' 

d.  h.  vermöge  der  Formeln  von  Rodrigues  (S.  254(14)): 
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(2)  f-^  =  Z^^,---, 
^  ■'  dp  cp 

also 

(3)  |^:|^:  f^=X:  YrZ. 
^   ^  cp       dp      dp 

Die  drei  partiellen  Ableitungen  links  unterscheiden  sich  um  einen 
und  denselben  Faktor  von  den  Richtungskosinus  der  Kurve  q  =  const. 
auf  der  Evolute.  Die  Tangente  dieser  Kurve  fällt  demnach  mit  der 
Normale  der  Evolvente  zusammen. 

Dieses  Resultat  hätte  aus  §  106  entnommen  werden  können.  Man 
kann  es  vollständiger  so  aussprechen:  Längs  einer  Krümmungskurve 
lassen  sich  die  Flächennorraalen  zu  einer  abwickelbaren  Fläche  zu- 
sammenfassen und  berühren  mithin  eine  bestimmte  Kurve,  die  Rück- 
kehrkante dieser  Fläche.  Die  zu  einer  Schar  von  Krümmungslinien 
gehörenden  Rückkehrkanten  füllen  eine  Schale  der  Krümmungsmittel- 
punktsfläche aus. 

Sämtliche  Größen,  die  sich  auf  die  Parameter  p,  g  beziehen, 
mögen  durch  einen  Stern  gekennzeichnet  werden.     Für 


^\dVJ  =  ^* 


folgt  dann  aus  (2)  der  Wert 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  q  Ergibt  sich 
^    ^  cq  dq         ^^  cq  cq 


woraus 


(6)  GI==G*-2q,N*  +  q\ ®*  -f  i^^)' 

Nun  ist  aber 


^*  =  Wo  G*  =  ~  G* 


&* 


(1+  ^-)n*-    '^~G*  =  ~G% 


also  ^ 

(7)  e:=(i_.^.)V+(^|.y. 

Ohne  Benutzung  des  Ausdruckes  von  &*  kann  man  diesen  Wert 
auch  dadurch  herleiten,  daß  man  aus  dem  zweiten  System  der  Formeln 

von  Rodrigues 

dX 1^  dx^ 

dq   ~       Qt  dq' 
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in  (5)  einsetzt,  wobei  sich 

(8)  |^^=(1-^)|^.  +  X|^,.-. 

herausstellt. 

Endlich  folgt  durch  Zusammenstellung  von  (5)  mit  (2) 

(9)  .  ^'  =  ll*  ll' ' 

sodaß 

(10)  ,si  -  (f -)'#»  +  2 1. 1|.- äp äa  +  (dl) V  (1  -  f.) V) .^r 

wird.     Wegen 

kann  man  auch 

(11)  ds]==dQl-^(l-^')^G*dq^ 

schreiben. 

Die  Größe  G*  ist  mit  den  Hauptkrümmungsradien  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung,  die  dritte  Fundamentalgleichung,  ver- 
bunden, die  nach  S.  254(11)  in  die  Form 

^      ^  dp  QiiQi  —  Qi)  dp 

gesetzt  werden  kann.  Nimmt  man  nun  an,  daß  längs  der  ganzen 
Fläche  die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser  durch  eine  von  u  und  v 
freie  funktionale  Beziehung 

(13)  f{QuQ.)-^ 
verbunden  sind,  so  kann  man  vermöge  (12) 

dp  dp  J  Q,  (ßi  —  Qi) 

setzen,  woraus 

(14)  (^*=  ^(g)2e  Jc,(?i-?.) 
und  nach  der  Substitution  tl>{q)dq  =  dq' 

(15)  dsl  =  dQl  +  (l  -  -  •■)  e  J  ('^(?i  -  ?=)  dq'^ 

folgt.  Diese  Formel  ist  von  der  speziellen  Fläche,  die  man  gerade 
betrachtet,  unabhängig,  d.  h.  sie  ist  für  alle  Flächen  der  durch  die 
Gleichung  (13)  oder 

(16)  Q,  =  X{q,) 
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definierten  Klasse  dieselbe,  und  stellt  außerdem  das  Linienelement 
einer  Uradreliungsfläclie  dar.  Es  ergibt  sich  also  der  folgende,  von 
Weingarten  herrührende  Satz: 

Die  Krümmungsmittelpunktsflächen  aller  Flächen,  bei  denen  auf 
gleiche  Weise  in  jedem  Punkte  der  eine  Hauptkrümmungsradius  allein 
durch  den  anderen  bestimmt  ist,  sind  aufeinander  und  jedesmal  auf 
eine  gewisse  Rotationsfläche  abwickelbar. 

Die  Formel  (15)  für  das  Linienelement  ds^  kann  äußerlich  ver- 
einfacht werden.  Es  ist  dazu  nur  nötig,  die  partielle  Difi'erential- 
gleichung  (12)  in  eine  solche  für  die  Größe 

(17)  G,^{l-fjG', 

die  in  (11)  vorkommt,  umzusetzen  und  dann  erst  die  Voraussetzung  (13) 
einzuführen.     Die  einfache  Rechnung  ergibt 

QgN  g  log  Vg^  ^ 1 dji^  _ 

^     ^  dp  Qi  —  9i  dp  ' 

Sind  demnach  die  Hauptkrümmungsradien  durch  eine  Relation  ver- 
bunden, so  wird 

(19)  ds\  =  dQ\-{-eJ^^-'^-d(f. 

§  115. 
Einige  allgemeine  Eigenscliaften  der  Evolute. 

Bevor  der  Weingartensche  Satz  weiter  verfolgt  wird,  mögen  noch 
einige  Eigenschaften  der  Krümmungsmittelpunktsflächen  besprochen 
werden,  die  bei  beliebigen  Evolventen  Geltung  haben. 

Die  Gleichung  (11)  des  vorigen  Paragraphen,  die  wegen 

(1)  (i-^;)V  =  ff, 

die  Form 

(2)  ds\  =  dQ\  -f  G^dq^ 

annimmt,  besagt,  daß  die  Kurven,  die  auf  der  Evolute  den  Linien 
q  =  const.  und  q^  =  const.  der  Evolvente  entsprechen,  ein  orthogonal- 
geodätisches Netz  bilden.  Und  zwar  entsprechen  die  geodätischen 
Linien  den  Krümmungslinien,  d.  h.  die  zu  einer  Krümmungslinie  ge- 
hörende Schar  von  Hauptkrümmungsmittelpunkten  bildet  auf  der 
Evolute  eine  geodätische  Linie.  Dieser  Satz  erscheint  als  Korollar 
eines  im  §  108  (S.  364)  bewiesenen. 

Um  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnun»  der  Evolute  zu  be- 
rechnen,  braucht  man  die  Richtungskosinus  der  Normale.   Aus  S.  379(2) 
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und   S,  380(8)  folgt  für  den  Zähler  des  ersten  Riclitungskosinus  die 
Formel 

^(?/n^i)_  _  ^  _.   Qi_\  SQi   /  jr  ^^  _  ^1^\  . 
S(P,Ü)  \  qJ  dp    \       dq  dqj' 

Nach  S.  126  (4)  war  aber 

Sz       y  oy         1   (      ^^dx        yp^  dx 


^cz        y  oij         1    /      ^*  dx        jp*dx\ 


worin 


F*  =  0,         T*  =  yE*G* 
zu  setzen  ist.     Mithin  wird 


'^i)  =  _  /i  _  Pi\  ^Pi  1/-^  ^ 
,2)  V  qJ  dp    V  E*   dp' 


d\p 
also  jedenfalls 

(3)  Z,:r,:Z,  =  |^:^^:-|^, 

^  ■'  ^       ^       ^        dp      dp     dp' 

d.  h. 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stehen  die  Richtungskosinus 
der  Krümmungslinien  q  =  const. 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  für  die  zweite  Evolute 

2       y^*    dq  V  2  / 

und  die  rechts  vorkommenden  Größen  sind  die  Richtungskosinus  der 
Krümmungslinien  p  =  const. 

Hiernach  sind  die  Normalen  der  beiden  Evoluten  den  Tangenten 
der  zugehörigen  Krümmungslinien  im  entsprechenden  Punkte  der 
Evolvente  parallel.     Daraus  folgt  insbesondere 

(4)  2x,x,^o, 

die  Normalen  und  damit  auch  die  Tangentialebenen  in  zusammen- 
gehörenden Punkten  der  Evolutenschalen  stehen  aufeinander  senkrecht. 
Ferner  ist 

(5)  ^XXi  =  0,         ^XX2  =  0, 

wie  es  sein  muß,  weil  die  Normale  der  Evolvente  beide  Evoluten 
berührt  (vgl.  S.  379). 

Da  nun  die  Normale  der  Evolvente  und  die  Normalen  der  Evo- 
luten, wenn  man  sie  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehend  denkt, 
ein  rechtwinkliges  Dreikant  bilden,  so  erscheint  es  angemessen,  die 
positiven  Richtungen  der  Normalen  der  abgeleiteten  Flächen,    ohne 
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Rücksicht  auf  die  Festsetzungen  des  §  15  (S.  49),  so  anzunehmen,  daß 
das  Dreikant 

n,^{X,Y,Z,),        n,^{X,Y,Z,),        n^{XYZ) 

dem  Dreikant  x,  y,  z  äquivalent  ist.     Dies  tritt  ein,  wenn  e^  und  e^ 
gleich  +  1,  also 

(ei\  X  =     ^     ^^  Y  =     ^     -  -  Z  =     ^     — 

gesetzt  wird. 

Zur  Berechnung    der  Fundamentalgrößen    zweiter  Ordnung    ver- 
wenden wir  die  zweiten  Ausdrücke,  die  mit 


T*  _  _  "^dXi  gXi 
^  ~~      .^  dp    dp 


beginnen.     Es  wird 


yfT^dx,  aXi  _    1    ^dx^  ?r-x     ^dxy  dx_  _j/^ 

j^  dp    dp    "  YE*  -^  ^P    ^P^      ^  dp    dp       dp 

~  Ye*  ^p  ^     ^-P* 

=       ^        dQx    T* 

~~  yw  ^p     ' 

denn  die  zweite  Summe  verschwindet. 

Zweitens   erhält  man,  unter  sofortiger  Weglassung   der  zweiten 
Summe, 

■^gajj  dXj^ ^1       dQi  "^Y   ^^"^ 

-^  dp    dq  YE*    ^P  -^       ^P  ^2 

_      1    ^Pvjf*, 


Ye*  ^p 

und  drittens  ebenso 

jiLj  dq     dq  yE*  j^\\  qJ  dq   ~^        dq/dpdq 

-|/]^\         gj^dq  dpdq       yE*di 
2yE*  V  qJ  dp     ~  y~E*  dq 

oder  infolge  der  dritten  Fundamentalgleichung  (S.  254(11)) 
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Wegen 

E* 

jr  =  0 

ergibt  sich  also 

(«)      ir  =  -i?^?|-, 

3i; 

=  0,      n; 

G*       Q,dQ,^ 

Ye*  ei  ^P 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  lehrt,  daß  die  beiden  Kurvenscharen 
auf  der  Evolute,  die  den  Krümmungslinien  der  Evolvente  entsprechen, 
einander  konjugiert  sind. 

Aus  den  Formeln  (8)  und  §  114(4,  9,  7)  setzen  sich  die  Grrößen 

TT  ^  GXLX  —  'iFXMX-\-EXNX 
i~  EIGX  —  F*'' 

L\NX  —  MX^ 


fC  = 

1  ~  EXGX  —  F* 


zusammen: 


G*Y'^9^(Q^-9,r^^ 


(10)  K,  = 


<^--'.)t' 


Obvrohl  die  entsprechenden  Formeln  für  die  zweite  Evolute  aus 
den  angegebenen  durch  Vertauschung  von  p  mit  q,  q^  mit  q^  hervor- 
gehen, so  mögen  sie  doch  hier  Platz  finden,  weil  sie  bei  gleichzeitiger 
Betrachtung  beider  Schalen   mit  jenen  zusammen  gebraucht  werden. 

(11)  i-(l-|.)v+(-|^)^  ^-=1^1--,   Gi^(^f 

(12)  ij^^tlf,         3/-0,         i^J^-f'l- 

(13)    ^^„^ifif-«-^'(i;'r-^'«-(---)' 


-BYe'«',(e.-f,>'||^ 


(14)  K,  = ^ 


da 
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§  116. 
Evoluten  und  Evolventen  von  besonderen  Eigenschaften. 

Um  von  den  Formeln  des  letzten  Paragraphen  einige  einfache 
Anwendungen  zu  machen,  fragen  wir  zunächst  nach  einem  metrischen 
Kennzeichen  aller  Weingartenschen  Flächen,  nämlich  der  Flächen, 
für  die  der  eine  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  eine  Funktion 
des  anderen  ist.     Die  Gleichung 

(S.  380(16))  ist,  solange  die  Funktion  X  nicht  näher  bestimmt   wird, 
gleichbedeutend  mit 

(1)  ^ir^^r  =  0. 

Wegen  der  Invarianteneigenschaft   der  Funktionaldeterminante    kann 
man  auch 

schreiben.     Aus  (10)  und  (14)  a.  v.  S.  ergibt  sich  nun 

also  im  allgemeinen  für  Weingartensche  Flächen 

1 


oder,  wenn  pj^,  pjg;  pgu  (^22  ^^®  Hauptkrümmungshalbmesser  der  beiden 
Evoluten  bezeichnen, 

(4)  Qn  ?12  ?21  ?22  =  (?i  -  Qif- 

Allerdings  hören  die  Formeln  für  H^  und  K^  auf  zu  gelten,  wenn 

dp      ^' 

also 

(>i=9'(2) 

wird,  d.  h.  wenn  längs  jeder  Krümmungslinie  der  zugehörige  Haupt- 
krümmungsradius einen  konstanten  Wert  hat.  Für  diese  Annahme 
verschwindet 

und  die  Evolute  degeneriert  in  eine  Linie  (S.  30).  Dies  tritt  z.  B. 
für  die  Umdrehungsflächen  ein.  Denn  für  diese  waren  die  Krümmungs- 
linien mit  den  Meridianen  und  den  Farallelkreisen  identisch,  ferner 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  26 
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ist  längs  jedes  Parallelkreises  der  zugehörige  Hauptkrümmungslialb- 
messer  konstant,  und  der  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Halbmesser 
fällt  mit  der  Achse  der  Fläche  zusammen  (vgl.  S.  99). 

Das  Kriimmungsmaß  K^  verschwindet,  d.  h.  eine  Evolute  wird 
abwickelbar,  wenn  entweder  ein  Hauptkrümmungsradius  der  Evolvente 
unendlich  groß  wird,  was  hier  stets  ausgeschlossen  ist,  oder  die  Glei- 
chung 

dp      ^' 

d.h. 

besteht.  Auf  solche  Flächen  führt  auch  die  Forderung,  daß  die 
Krümmungslinien  der  Evolute  denen  der  Evolvente  entsprechen  sollen. 
Denn  nimmt  man  zu  ilf*  =  0  noch 

^        dp   dq 

hinzu,   so  sieht  man,   daß  wenn  die  Evolute  überhaupt  eine  Fläche 

(nicht  eine  Kurve)  sein  soU,  die  Grleichung  ~  =  0  gelten  muß.    Das 

Krümmungsmaß   der  zweiten  Evolutenschale    wird   dann   gleich  Null, 
SoUen  dagegen  die  Asymptotenlinien  auf  der  Evolute  denen  auf 
der  Evolvente  entsprechen,  so  müssen  die  beiden  Gleichungen 

Lldp'  +  2M\dpdq  +  Nldq^  =  0 
und 

L*dp^  +  2M*dpdq  +  N*dq^^  =  0 

denselben  Inhalt  haben.     Nun  ist  M*  =  0,  M^  =  0, 


Qi     dp  Ye*  ^P  ' 


Ye^  9l  dp      yE*  Q2  Sp  ' 

■^  =  0  soll  wieder  ausgeschlossen  sein.    Dann  führt  die  gestellte  Be- 
dingung zu 

oder 
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dp 

das  Krümmungsmaß  der  Evolvente  muß  längs  jeder  Krümmungslinie 
der  Schar,  die  zu  der  betrachteten  Evolutenschale  gehört,  einen 
konstanten  Wert  haben. 

Bleibt  man  bei  (5)  stehen  und  eliminiert  das  Verhältnis  der  Ab- 
leitungen der  beiden  Hauptkrüminungsradien  mittels  der  Formel  für 
K^,  so  findet  man  für  diese  Flächenklasse  die  metrische  Relation 

(6)  Z"i  ^'  ^ 


Qx  (Pi  —  Qif 


i^-t) 


Zur  Entscheidung  der  Frage,  wann  die  Asymptotenlinien  der 
beiden  Evolutenschalen  einander,  aber  zunächst  nicht  den  Asymptoten- 
kurven der  Evolvente  entsprechen,  hat  man  in  den  beiden  Gleichungen 


LI  dp'  +  Nldq'  ^  -^^^P^  dp'  +  -^jL^p^dq'  ^  0 


und 


LI<1,'  +  Ntä,^  ^^%^  ä,^  -  yf-  ^  äf  =  0 


entsprechende  Koeffizienten  einander  proportional  zu  setzen.  Dies 
führt,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  auf  die  Weingartenschen  Flächen. 
Wird  endlich  vorgeschrieben,  daß  die  Asymptotenlinien  auf  der 
Evolvente  und  auf  beiden  Evoluten  einander  entsprechen  sollen,  so 
kann  dieser  Forderung  nur  durch  die  Flächen  konstanten  Krümmungs- 
maßes genügt  werden.  Denn  K  müßte  dann  eine  Funktion  sowohl 
von  q  allein  wie  von  p  allein  werden,  und  dies  ist  wegen  der  Unab- 
hängigkeit der  Parameter  p  und  q  nur  möglich,  wenn  sich  beide 
Funktionen  auf  eine  und  dieselbe  Konstante  reduzieren.  Ihr  Wert  ist 
der  Realität   der  Asymptotenkurven   wegen   als  negativ   anzunehmen. 

§117. 

Einführung  der  geometrisclien  Ableitungen 

in  die  Theorie  der  Evoluten. 

Die  Formeln  für  die  Krümmungsmittelpunktsflächen  sind  wenig 
übersichtlich,  namentlich  auch  wegen  der  Art  des  Auftretens  der 
Größen  E*  und  6r*.  Aber  diese  Unübersichtlichkeit  verschwindet 
sofort,  wenn  man  statt  der  gewöhnlichen  Difi*erentialquotienten  geo- 
metrische Ableitungen  einführt.     Die  geometrischen  Differentiationen 

25* 


■ 
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längs  der  ersten  und  zweiten  Krümmungslinie  mögen  durch  die 
Operationszeichen  0^  und  ®^  gekennzeichnet  werden  (S.  254),  sodaß 
für  die  Parameter  der  Krümmungslinien  selbst 

ist. 

Die  auf  S.  379 — 384  aufgestellten  Formeln,   soweit  sie  für  die 
Theorie  der  Evoluten  grundlegend  sind,  werden  nun  für  die  erste  Schale 

(2)  Fi  =  r&,Q,.®,Q, 

(3)  ä;=0i^,       Yi-®,y,      ^1=01^ 

(4)  L\  =  -L*®,Q„        M]  =  0,        Nl^N*'f^®,Q, 

/^N  jj-  ^q\®iQi-  01  Q2  —  el(029i)^  — (pi  —  Qi)^ 

(6)  ^'^~  {9,-9,y@,Q, 

Für  die  zweite  Schale  ist  ebenso 

(7)  Fi  =  r&,Q,.&,Q, 

(8)  X,  =  &,x,         Y,  =  ®,y,        Z,  =  ®,z 

(9)  Ll==V^®,Q„        Ml=^0,        Nl^-N*®,Q, 

Vi 

/im  TT  —  gl  ®2  Pi  •  ®8  g2  —  gl  (®i  Pä)'  —  (Pi  —  gä)' 

*^^^^  ^2~  g2(Px-P.r02P2 

(11)  ^2  =  --(p;;^p').'0^- 

Hiermit  sind  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen vollständig,  die  übrigen  vorkommenden  Größen  so  weit, 
wie  es  der  Natur  der  Sache  nach  möglich  ist,  durch  geometrische 
Größen  dargestellt,  die  von  der  Wahl  der  Koordinaten  nicht  abhängen. 


gl(gl  —  Pä)*®!?! 
®lg2 
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Zwei  von  den  geometrischen  Ableitungen  der  Hauptkrümmungs- 
radien  können  noch  durch  die  Tangentialkrümmungen  der  Krümmungs- 
linien vertreten  werden.     Denn  nach  S.  255  (B)  ist,  wenn 

1  1 

w,  =  — ,         w,  =  — 

eingesetzt  wird, 

(12)  ©2  (>i  +  ?i  (1-^^)^1  =  0 

(13)  0i(>2  +  c2(i-f;-)^2  =  o. 


§  118. 

Allgemeine  Darstellung  der  geometrischen  Ableitungen 
längs  der  Krümmungslinien. 

In  den  Formeln  (2)  bis  (11)  kann  man  q^  und  q^  von  vornherein 
als  in  beliebigen  Parametern  gegeben  annehmen;  aber  von  wesent- 
licher Bedeutung  ist  es,  auch  die  geometrischen  Ableitungen  von  der 
speziellen  Darstellung  (1)  frei  zu  machen.  Zu  diesem  Zweck  braucht  man 
nur  die  schon  im  §  28  angebahnte  Transformation  der  beiden  Grund- 
formen A  und  B  in  algebraische  Summen  von  Quadraten  linearer  Formen 
weiter  zu  verfolgen.  Die  dort  vorkommenden  Gleichungen  '^^  =  0, 
^2  =  0  können  nämlich  jetzt  als  Differentialgleichungen  der  Krümmungs- 
linien der  Ausgangsfläche  betrachtet  werden,  und  zwar  würde  ^g  =  ^ 
nach  der  auf  S.  88  in  Verbindung  mit  S.  378  getroffenen  Zuordnung  das 
Integral  q{u,v)  =  const.,  ^^  =  0  das  Integral  p{u,v)  ==  const.  liefern. 
Hiernach   sind    z.  B.   in   &^X}    *^®°i   Quotienten    aus    dem   Differential 

dx  ^ -^du -\- -^~  dv  beim  Fortgange  längs  der  ersten  Krümmungs- 
linie und  dem  Bogenelement  ds  ^YEdu^  +  2Fdudv  -f  Gdv^  dieser 
Kurve,  die  Differentiale  du  und  dv  durch  die  Bedingung 

verbunden.  Was  nun  aber  die  Koeffizienten  in  den  linearen  Differential- 
formen ^j  und  ^2  angeht,  so  bestimmt  man  diese,  nachdem  n^  und  n.^ 
einmal  als  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  dargestellt  sind, 
zweckmäßig  aus  den  Gleichungen 


die 


I 
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(2) 

liefern.     Wegen 

j  5VJ2  _  B  —  ^2  A 

'^1          n^  —  %„ 

^2  _  Wj  A  -  B 

"^2              «1  ^2 

(3)                       (X- 

-X:w.)(.A^-  Gn,)=(M- 

-Fn;)^ 

darf  man 

(4)                       %  = 

^l/L~En,_^^       ./N- 

~  ^^"^  dv 

y     n^  —  «2                  V     ny 

—  n^ 

(^•  =  1,  2) 


ansetzen,  wobei  der  eine  der  beiden  Wurzelwerte,  etwa  der  erste,  zu- 
nächst willkürlich  bleibt,  der  andere  aber  mit  ihm  durch  die  Gleichung 


(^)         y^f^y^: 


Gn^         M  —  Fn^ 


w„  n,  —  w. 


verbunden  ist.  Nun  ist  ^^  eine  Kovariante  des  Formenpaares  (A,  B), 
d.  h.  es  besteht  beim  Übergange  zu  den  Parametern  p,  q  die  Gleichung 

Pi^du  +  p^^dv  =  p^^dp  -f-  Py2^q- 

Und  da  ^j  =  0  das  Integral  p  ==  const.  haben  sollte,  so  muß  p*^  =  0 
sein,  und  p*^  wird  gleich  E*,  mithin  die  rechte  Seite  der  vorher- 
gehenden Gleichung  gleich  YE*dp,  bei  passender  Wahl  des  Wertes 
von  ]/£'*.  Es  empfiehlt  sich,  diesen  Wurzelwert  ein  für  allemal  zu 
fixieren    und    der    allgemein    festgehaltenen    Bestimmung    gemäß    als 

positiv  anzunehmen.     Dann  läßt  sich  also  der  Wert  von  1/     "-*** 

y      ih^n^ 

und   damit  auch  der  von    |/ ^  so  wählen,  daß  für 

r      Wj  —  n^  ' 

die  Gleichung 

(7)  p^^du -\- p^^dv  =  YE*dp 
stattfindet. 

Für  die  Koeffizienten  von  ^g  bedarf  es  keiner  neuen  Vorzeichen- 
bestimmung. Es  ist  nämlich  (vgl.  die  allgemeinere  Untersuchung 
S.  178—179) 

(8)  ^^^  =  2)„(^„An 

wo  nach  der  Definitionsgleichung  S.  173(8) 

(9)  i>„  (^x ,  A)  =  y  ÜFp,,  -  Ep,^)  du  -I-  {Gp,,  -  Fp,,)  dv) 


Die  geometrischen  Ableitungen  längs  der  Krümmungslinien.  391 

ist.     Erklärt  man  nun  die  Koeffizienten   von  ^g  eindeutig  durch  den 
Ansatz 

(10)  7^21=  2^(^-2^11 --^Äs)»         P22=  T^C^i'n— ^Ä2). 

so  sieht  man,  daß  beim  Übergange  zu  p  und  q  die  der  Gleichung  (7) 
entsprechende 

(11)  l\idu  +  m^dv  =  yG*dqi 

besteht,  in  der  |/(r*  ebenfalls  den  positiven  Wert  hat. 

Zwischen  den  Größen  p^^,  ...  2^22  g^^^  ^i®  Relation  ' 

(12)  PnPn-PnPn  =  T, 

und  p^^,  Pg2  für  sich  allein  genügen,  wie  sich  nach  (2)  von  selbst 
versteht,  den  den  Formeln  (6)  und  (5)  entsprechenden 

....  Fn^  —  M 

(14)  p,,p,,^  ^;_^^  • 

Die  Gleichungen  (10)  können  auch  in  der  Form 

(15)       p^^  ==T^~  -^^21  +  Ep^ü),      Pn  =  r  (-  ^Pn  +  ^1^22) 

geschrieben  werden. 

Nun  sind  ferner  die  Ausdrücke 

®iZ  =  f  [    P22  Yu  -P21  j^) 
(lö) 

@2^-|(-A2||  +  Pu||) 

Kovarianten  des  Formensystems  (^j,  ^g»  ^z)-  ^^^  diesem  Vorzeichen 
angesetzt,  liefern  sie  beim  Übergänge  zu  p  und  q 

Das  heißt,  die  Formeln  (16)  geben  die  gesuchten  allgemeinen  Aus- 
drücke der  geometrischen  Ableitungen  einer  beliebigen  Funktion  beim 
Fortgang  längs  der  Krümmungslinien. 

§  119. 
Die   allgemeinen  Ausdrücke   der  Fundamentalgrößen   der  Evolute. 

Hiernach  können  z.  B.  die  Richtungskosinus  der  Normalen  der 
Evoluten,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Richtuiigskosinus  der  Haupt- 
tangenten der  Evolvente,  allgemein  angegeben  werden: 
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(1)  ^i=tI     P^^~du-P^^-dv)''-' 

Es  sollen  jetzt  auch  die  Fundamentalgrößen  der  ersten  Evolutenschale 
allgemein  bestimmt  werden. 
Aus  S.  378  (1)  ergibt  sich 


(4)  l?  =  l?  +  P.|#+^'^^ 

also 


du  ~  du'^  ^^du  "^  "^'du'  '"• 

(5)  F,-J'-25.,if+p»g  +  |^||i 
oder  wegen 

(6)  F,  =  (l--^..)(^-i.f,.)  +  |^f|. 

«■  =  (l-t)(«-^^'>+(lf)' 
WOZU  noch 

(7)  Tl  =  (1  -  ^)  ((£  -  i  ,0  (||.)^_  SCJ-  -  i^,.)  ||.  |„^ 
d.h. 

(8)  ^?  -  (1  - 1)  ^W  ((^  -  ^ «")  f?  -  (-^  -  ^^.)  I? )' 

tritt. 

Zur  Berechnung  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung 


A— ^ 


du    du 
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wird  man  die  gewöhnlichen  Ableitungen  durch  geometrische  ersetzen, 
weil  dann  die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  benutzt  werden 
können.     Aus  (16)  und  (12)  (S.  391)  folgt  für  irgendeine  Funktion 

-^^Pn®xl+Pn®iX, 
also  speziell  für  %  =  x 

-gf  =  Pn  ^1  +  P21  ^2 

-^=Pxi^i+Pn^i- 

um  auch  die  Ergebnisse  der  Annahmen  1  =  X,  X^,  X^  auf  eine  ein- 
fache Form  zu  bringen,  hat  man  in  den  Gleichungen  (a,  b,  c)  (S.  55) 

A==X„        Ä'=X„ 

zu  setzen  und  &^  für  @  zu  schreiben.     Dann  wird 

(11)  ®,X,=g,X,-{-n,X,... 

(12)  &,X,  =  -g,X„... 

(13)  &^X  ^-n,X„...  . 

Die  entsprechenden  Formeln  für  die  zweite  Krümmungslinie  brauchen 
nicht  besonders  angegeben  zu  werden. 

Die  Gleichungen  (13)  sind  natürlich  wieder  die  Formeln  von 
Rodrigues. 

Nun  wird 

^-  =  -  pii Wi  X^  -  i?2iW2  Xg,  .  .  . 
^^^^  BX 

also  nach  (3)  und  (4) 


a~  =  i^22  (1  -  •^)  ^2  +  (i>i2  ®x  Qi  +  P22  ®2  Qi)  X, 


Ferner  ist 


■ 
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J-/  =  (^^12  9l  —  P2i  9i)  ^2  +  Pi2  Wj  X,   .  .  .    . 

Aus  diesen  Formeln  entsteht 

-  ^1-  P2i(Pn9i-  P2292)  ('^  -  ^)  +  l''(Pn^iQi-\-P2i®2Qi) 

(17)  ^         ''^        '' 

-M,  =  Pn{Pn9t- P2i9i)  (^  "  "|)  +  ^  {Pn®iQi+  P-22®2Qi) 

-  N^-P2i{Pl29l-P2292)i^-^)   +   ^''(Pl2@lPl  +  JP22®2?l)- 

\  Vi./  Vi 

Der  Einheitlichkeit  der  Darstellung  wegen  hat  man  hierin  die  geodä- 
tischen Krümmungen  der  Krümmungslinien  durch  ihre  Werte  aus  den 
Fundamentalgleichungen  (S.  389(12,  13)) 

(18)  9.  =  7^'-:r-.,       9,-r^^'' 


Qi  (Pi  —  Pä) '  ^        Qs  {92  —  Qi) 

ZU  ersetzen.     Auf  diese  Weise  ergibt  sich 

L  -  «2  _£i®i^  _  ^2  _^ 

^1    —    2^21  p|  Pll  g^ 

(19)  M,  =  p,,p,,  ^^^'-^-  - p,, p,,  ^^^ 

Vi  Vi 

Berücksichtigt  man  schließlich  die  Gleichungen  (6),  (5),  (13)  und  (14) 
des  vorigen  Paragraphen  in  der  Form 

2   __    (^92  —  ^)9i 


(20) 


^u 

92  — 9i 

iMQ,-F)Q, 

P12  — 

92  — 9i 

«2 

(Nq,-G)q, 

P12  — 

92  —9i 

*,2 

(E-Lq,)q, 

1^21 

92  — Pl 

«„»  = 

{F-Me,)Q, 

\    /  ......  es  — pi 

^22  P2  -  Pi 
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so  erhält  man 

4  =  ^p^p  j  ((-^  -  ^  ?2^  «»2  ©1  Pi  +  (E  -  Z  ()^)  ^1  ©1  ^2) 
(22)        Jf,  =  -^^-^^(iF-Mg,)g,@,Q,  +  (i^-Jlf(>i)^,0,()2) 

Obgleich  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der  Haupt- 
krümmungen bereits  im  §  117  (S.  388)  mittels  Durchganges  durch  die 
Hauptparameter  der  Evolvente  allgemein  bestimmt  worden  sind,  so 
ist  es  doch  interessant,  sich  klar  zu  machen,  wie  diese  Ausdrücke  aus 
den  Formeln  (6),  (7)  und  (22)  wieder  hervorgehen.  Behält  man 
in  den  Gleichungen  (6)  vorerst  die  gewöhnlichen  Ableitungen  bei,  so 
treten  die  Differentialparameter 

\du/  du   dv  \dv I 

"  Wg  —  F- 

und 


^Ui 


\du) du__  dv  \dv  J    __  AI 

auf,  wie  aus  der  Gleichung  (7)  unmittelbar  ersichtlich  ist.    Auf  Grund 
der  Formeln  S.  389  (1)  wird  nun 

(23)  Aix  =  ®1(P  +  &lx 

mithin 

^  T\AIq,  -  q.AUq,)  =  T^  (1  -  ^;)  ®lQ,, 

(25)  Tl  =  T'{l-fy&',Q,. 

Im  übrigen  ist  es   nicht  nötig,    die  Einzelheiten  der  einfachen  Rech- 
nung, die  zu  H^  und  K^  führt,  zu  verfolgen. 

§120. 
Spezielle  Parameter. 

Handelt  es  sich,  wie  beim  Weingartenschen  Satze,  um  eine  Aus- 
sage über  das  Linienelement  der  Krümmungsmittelpunktsfläche  unter 
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besonderen  Voraussetzungen,  so  wird  man  auch  die  Parameter  speziali- 
sieren. Nun  ist  auf  S.  381  unter  (2)  für  dieses  Linienelement  die 
Formel 

(1)  dsl  =-dQl-^  G^dq^ 

aufgestellt  worden.  Sie  führt  von  selbst  darauf,  für  eine  bestimmte 
Schale  der  Evolute  einen  der  beiden  Hauptparameter  der  Evolvente 
durch  einen  bestimmten  Hauptkrümmungsradius  zu  ersetzen.  Es  soR 
jetzt  untersucht  werden,  was  aus  den  auf  die  Evolute  bezüglichen 
Größen  wird,  wenn  man  diese  Annahme  macht,  also  die  Evolvente 
auf  die  erste  Schar  ihrer  Krümmungslinien  und  die  Kurvenschar 
Q^=  const.  bezieht.  Es  versteht  sich  von  selbst,  daß  für  u  =  q^,  v  =  q 
von  vornherein  die  auf  S.  385  erwähnten  Flächen  außer  Betracht 
bleiben,  für  welche  q^  längs  der  zugehörigen  Krümmungslinie  einen 
konstanten  Wert  hat. 

Die  Bedingung   dafür,    daß   die  Differentialgleichung   der  Krüm- 
mungslinien durch  dv  =  0  erfüllt  wird,  lautet 

(2)  FL-EM^O. 

Der  zu  -y  =  const.  gehörende  Halbmesser  der  Normalkrümmung  ist 
dann  der  Hauptkrümmungsradius  q^,  mithin  wird 


(3) 

E 

und  infolge  von  (2)  auch 

(4) 

F 

Die  letzte  Gleichung  gilt  nicht,  wenn  F  und  demnach  auch  M  gleich 
Null  ist.  Allein  diese  Annahme,  die  auf  die  Parameter  beider  Krüm- 
mungslinien zurückführen  würde,  soll  jetzt  ausgeschlossen  sein.  Im 
übrigen  werde  vorläufig  über  u  nicht  verfügt.  Auch  möge  für  q 
zunächst  das  Zeichen  v  beibehalten  und  das  alleinige  Bestehen  der 
Voraussetzung  (2)  in  den  Bezeichnungen  für  die  Fundamentalgrößen 
nicht  besonders  zum  Ausdruck  gebracht  werden. 

Da  zwischen  q^,  q^  und  den  sechs  Fundamentalgrößen  die  beiden 
Gleichungen 

Jl  4.  Jl  _  GL  —  2FM-^EN 

JL       I^N  —  M^ 

gelten,  so  lassen  sich  immer  dann,  wenn  die  Fundamentalgrößen  durch 
eine  Relation  verbunden  sind,  die  der  zweiten  Ordnung  durch  die  der 
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ersten  und  die  Hauptkrümraungsradien  darstellen.  Bei  sofortiger  Be- 
nutzung der  Werte  aus  (3)  und  (4), 

(6)  L=^f^^En, 

(7)  lf=f^i^«,, 

Vi 

geben  die  Gleichungen  (5)  übereinstimmend: 

^^^  ^  =  e[-^  +  ^)- E 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  zweite  und  dritte  Fundamental- 
gleichung (S.  229  (D))  ein,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  mit  den 
Hauptkrümmungen  oder  den  Hauptkrümmungsradien  rechnet, 

oder 

Für  u  =  Q^^,  also 

^-^  =  1  ^?i  =  0 

du  '  dv  ' 

vereinfachen  sich  die  Gleichungen  wesentlich.  Kennzeichnet  man  für 
q  und  Q^  als  Parameter  alle  von  ihnen  abhängigen  Größen  durch  einen 
Horizontalstrich,  so  erhält  man 

(11)  ^* 

Um  diese  Relationen  für  die  Theorie  der  Evoluten  nutzbar  zu 
machen,  muß  man  vor  allem  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung 
dieser  Fläche  für  die  Annahme  v  =  q  kennen.  Daß  E^  =  1,  F^  =  0 
wird,  wenn  mau  sofort  u  ==  q^  hinzunimmt,  lehrt  zwar  die  Formel  (1) 
unmittelbar.  Aber  der  auf  S.  381  angegebene  Wert  von  (tj  ist  hier 
nicht  brauchbar,  weil  die  .  darin  vorkommende  Fundamentalgröße  G* 
der  Evolvente    sich    auf  die  Annahme   v  =  q,   u  =p    bezieht.     Nun 
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folgt  aus  S.  392(6)  unter  der  Bedingung  (2),  also  auch  (6),  (7) 
und  (8): 

(12)  E^^(^,    F.=|j||s    «.  =  (i-ij)-'+(||.y, 

und  noch  spezieller,  wenn  u  =  q^  ist, 

(13)  E,=^\,        F,  =  0,        G^;  =  (l-^)^|-. 

Aus    der    letzten    Formel    geht    hervor,    daß    man    die    in    der 

zweiten   Gleichung   (11)   vorkommende  partielle  Ableitung  ^  durch 

eine  Ableitung  von  G^  ersetzen  kann.  Des  Ausdrucks  dieser  Größe 
wegen  ist  dabei  logarithmische  Differentiation  anzuwenden.  Die  Aus- 
führung der  Rechnung  liefert 

und  wenn  noch  J^  durch  seinen  Wert  aus  der  ersten  Gleichung  (11) 
ersetzt  wird: 

(15)  ai^____2_^ 

Man  hätte  diese  partielle  Differentialgleichurg  zu  einer  der  Funda- 
mentalgleichungen der  Evolute  in  Beziehung  setzen  können,  doch  ist 
dazu  die  Kenntnis  auch  der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  für 
die  Parameter  q^  und  q  erforderlich.  Übrigens  würden  sich  diese 
Größen  aus  den  Formeln  auf  S.  395  leicht  berechnen  lassen. 

Ist  die  Evolvente  eine  Weingartensche  Fläche,  so  folgt  aus  (15) 
für  das  Linienelement  der  Evolute  wieder  die  Formel  S.  381  (19). 

§121. 
Die  Evolvente  bei  gegebener  Evolute. 

Führt  man  die  eben  benutzten  Parameter  q  und  q^  auch  in  die 
Formeln  S.  392(3)  ein,  so  erhält  man 

(1)  i^-X,         l^^=Y,        l'^-  =  Z, 

und  daraus  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  der  Evolute  (S.  378(1)): 

dx^ 

(2)  y-v.-9.\% 

_  8zi 

S  —  Z]  Pi   o       * 
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Dies  wäre  also  eine  Darstellung  der  Eyolvente  mittels  der  kartesischen 
Koordinaten  der  Evolute,  aber  unter  der  Annahme,  daß  die  krumm- 
linigen Koordinaten  eine  spezielle  Bedeutung  für  die  Evolvente  haben. 
Will  man  allein  von  der  Evolute  ausgehen,  so  muß  man  sich  von 
dieser  Voraussetzung  befreien. 

Nun  vrird  die  Evolute  von  den  Normalen  der  Evolvente  berührt 
(S.  379).  Außerdem  ist  bekannt,  daß  wenn  man  diese  Normalen  als 
Tangenten  einer  Schar  von  Kurven  auf  der  Evolute  auffaßt,  die  Kurven 
geodätisch  sein  müssen;  und  umgekehrt  (S.  364).  Es  sei  demnach  die 
Fläche,  die  als  Krümmungsmittelpunktsfläche  betrachtet  werden  soll, 
auf  ein  orthogonal-geodätisches  Koordinatennetz  bezogen,  d.  h. 

(3)  dsl  =  dQl-^G,dq^ 

gesetzt,  wo  q  und  q^  die  aus  der  Theorie  der  geodätischen  Linien 
(§  86)  bekannte  Bedeutung  haben  und  über  die  Bestimmung  dieser 
Größen  mittels  der  partiellen  Differentialgleichung 

/  ,x  ^  \du  / ^  du  dv  ^  \dv  /    _  -. 

^^  E,  G,  —  Fl  ~ 

die  Bemerkungen  des  §  89   gelten.     Alsdann  werde  eine  neue  Fläche 
durch  die  Gleichungen  (2)  definiert. 
Setzt  man 

-^  =  X         -^—  =  Y         -^^-  =  Z 

so  kann  man  sich  erstens  leicht  davon  überzeugen,  daß  diese  Größen 
die  Richtungskosinus  der  Normale  der  Fläche  (2)  bedeuten.  Denn 
zunächst  ist 

(5)  2^^-2(1)  -^.  =  1' 

woraus 

Femer  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (2) 

:    /qs  dx  dx^  d'^x^    dx^ dX 

^  ^  dq  ~  dq  ^^  CQ^dq  ~   dq  ^^dq 

Die  Einführung  der  hieraus  folgenden  Werte  von  ^ —  und  ^ — >  ••• 
in  (6)  und  (7)  liefert 
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(10)  2^lf,=o 

und 

und  die  Gleicliungen  (5),  (10)  und  (11)  kennzeichnen  in  der  Tat 
X,  Y,  Z  als  Richtungskosinus  der  Normale  der  Fläche  (x,  y,  s).  In 
der  Form 

geschrieben,  lehren  dann  weiter  die  Gleichungen  (2),  daß  die  Aus- 
gangsfläche dieser  Untersuchung  die  zum  Hauptkrümmungsradius  Qi 
gehörende  Evolute  der  Fläche  (2),  oder  daß  diese  eine  Evolvente 
jener  ist. 

Über  q  und  q^  läßt  sich  noch  Weiteres  aussagen.    Vergleicht  man 

nämlich  (8j, 

dX  ^        1  dx 

^Qi  Ci  ^Qi 

mit  den  Weingartenschen  Gleichungen 

dX       —    dx     .    —     dx 

so  sieht  man,  daß 

%i  =  -  ~ ;  ^12  =  0 

Vi 

ist.     Die  zweite  Bedingung,  nämlich 

FL-EM=0, 

kennzeichnet  die  Kurven  q  =  const.  als  die  eine  Schar  von  Krümmungs- 
linien auf  der  Evolvente,  und  die  erste  liefert  mit  der  zweiten  zu- 
sammen 

d.  h.  Q^  ist  der  zu  diesen  Krümmungslinien  gehörige  Hauptkrümmungs- 
halbmesser. 

Da  demnach  q  und  q^  genau  dieselbe  Bedeutung  haben  im  vorigen 
Paragraphen,  so  führt  auch  dieselbe  Rechnung  wie   dort   wieder  auf 

(12)  ^i^  =  _„J___. 

Hierin  ist  aber  G^^  nach  Integration  der  Gleichung  (4)  bekannt,  näm- 
lich durch  die  Formel 
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^  \du)  ^  du   dv  \dv /    _     1 

X  O,  -  F\  -    G, 

gegeben.     Die  Relation  (12)  liefert 

(7  tri 


(13) 
gege: 

(14) 


dQi 


und  man  findet  daher  die  zweite  Sehale  der  Krümmungsmittelpunkts- 
fläche durch  die  Gleichungen 


(15)  ^2  =  Vi 


Z.y=     Z,— 


2^1    dz. 


8  Gl    ^9i 


dQi 
dargestellt. 

Bei  der  ganzen  Untersuchung  ist  der  Fall  stillschweigend  aus- 
geschlossen worden,  daß  der  Ansatz  (2)  keine  Fläche,  sondern  nur 
eine  Kurve  liefert.  Dann  sind  x,  y,  z  Funktionen  einer  Variablen  t, 
die  ihrerseits  Funktion  von  q^  und  g  oder  von  einer  dieser  Veränder- 
lichen ist,  und  man  hat 

(■in\  dx  dx  dt  dx  dx  dt 

^  ^  dol  ~~  dt    d^'  'd~q~~dt    dl ' 

In  diesem  Fall  muß  die  Ausgangsfläche  besondere  Eigenschaften  haben. 
Angenommen  zuerst,  es  sei 

also  t  Funktion  von  q  allein,  sodaß 

^a;   ^  Q  d^y   ^  q  dz    ^  q 

dQi  '  dQi  '  dQi 

und  demnach  infolge  von  (8)  auch 


dQl  ^'  dQl  ""^  dQl 


ist.     Es  wird 


(17)       x,==^Q,üi-U„       y,-Q,V+r,,       z,=^Q,W+W,, 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  26 


402  •  IX.  Abschnitt.     §  121. 

WO  ü,  .  .  .  Wi  Funktionen  von  q  bezeiclinen.  Um  E^  ^  1  zu  machen^ 
hat  man  zwischen   U,  V  und  W  die  Relation 

hinzuzunehmen.  Die  Gleichungen  (17)  stellen  eine  geradlinige  Fläche 
dar  (§  107);  die  dritte  Fundamentalgröße  erster  Ordnung  hat  für  sie 
die  Form 

(18)  ~G,=^aQl  +  2ßQ,^r, 

wo  auch  a,  ß,  y  Funktionen  von  q  bedeuten. 

Ist  -^ —  nicht  gleich  NuU,  so  ist 

d^x^  1    dx  dt 

BqI  Qi  dt   Bqi 

beizubehalten.     Außerdem  wird  zufolge  (9): 

d^x^    1  /^iCj        dx  dt\ 

dQidq  ~  Qi  \dq  dt    dqj' 

Diese  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  kommen  in  den  aus 

E,  =  i,       F,  =  o 

abgeleiteten  Gleichungen 

sowie  in 

2     dQi    ~ j^  dq    dQidq 
vor.    Die  Einführung  ihrer  Werte  in  die  beiden  letzten  Formeln  liefert 


dt    "^idx^  dx 
d Qi  .^  dq     dt 

2     api  Qi^Xdq)        Qidq^dq     dt 


dt     "^T)  ox^    ux         /-> 
d Qi  .^  dq     dt 


Es  muß  also 


4..|^-e.  =  o 


sein,  d.  h.  bei  passender  Wahl  des  Parameters  q 

(19)  G-[=Ql. 

Dieser  Wert  ist  in  (18)  enthalten.     Die  Formel 

(20)  dsl  =  dQ\-\-Qldq^ 
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stellt  das  Linienelement  einer  abwickelbaren  Fläche  dar.  Die  Flächen, 
deren  Evolute  abwickelbar  ist  (Gesimsflächen,  surfaces  moulures),  sind 
von  Monge  genauer  untersucht  worden. 

§  122. 
Umkehrung  des  'Weingartenschen  Satzes. 

Die  Ergebnisse  der  beiden  letzten  Paragraphen  ermöglichen  es, 
die  Umkehrbarkeit  des  Weingartenschen  Satzes  zu  prüfen.  Es  sei 
eine  Umdrehungsfläche  gegeben,  deren  Linienelement  durch  die  Glei- 
chung 

(1)  ds'-  =  dQl-^t{Qtydq' 

bestimmt  wird.  Verbiegt  man  diese  Fläche,  so  gehen  die  Meridian- 
kurven q  =  const.  in  geodätische  Linien,  die  Parallelkreise  q^  =  const. 
in  deren  orthogonale  Trajektorien  über.  Für  die  Biegungsfläche,  deren 
kartesische  Koordinaten  x^,  y^,  z^  sein  mögen,  bleibt 

(2)  ^,  =  1,         F,=0,         G,=^^{q,)\ 

Im  allgemeinen  liefern  dann  die  Gleichungen  S.  398  (2)  eine  neue 
Fläche,  für  welche  diese  Biegungsfläche  die  eine  Schale  der  Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche ist.  Außerdem  sind  die  Hauptkrümmungs- 
radien der  Evolvente  durch  eine  Relation  verbunden.  Denn  die  Glei- 
chung S.  398  (15)  gibt  jetzt 

Nur  dann,  wenn  G^  die  Form  aQ\  -\-''2ßQy  +  7  hat,  können  Biegungs- 
flächen entstehen,  denen  vermöge  jener  Gleichungen  keine  Evolvente  zu- 
gehört. Die  Größen  a,  ß,  y  müssen  hier,  wo  G^  von  q^  allein  abhängt, 
Konstanten  sein,  und  zwar  ist,  damit  G^  beständig  positiv  sei, 

ß>0,         ay-ß^>0 

anzunehmen.  Läßt  man  die  abwickelbaren  Flächen  und  damit  in  der 
letzten  Bedingung  das  Gleichheitszeichen  beiseite,  setzt  dann 

yadq  =  dq,         Qi^  ^=  9i,         — ^^~  =  J' 
und  schreibt  für  q,  q[,  y    wieder  g,  q^,  y,  so  erhält  man 

'  n^iQiY  =  ?!  +  r,  (y>  o) 

und  aus  (3)  ergibt  sich 

14)  PiP9  =  — y- 

26* 
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Hiernach  können  die  Flächen,  deren  Linienelement  durch 

(5)  dsl  =  dQli-{Ql^y)dq' 

ffegeben  ist,  zwar  im  allgemeinen  als  Evoluten  der  Flächen  konstanten 

negativen  Krümmungsmaßes betrachtet   werden.     Um   aber  eine 

vollständige  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  zu  erhalten, 
muß  man  zu  diesen  Evoluten  noch  bestimmte  geradlinige  Flächen 
hinzunehmen.  Zu  ihnen  gehört  nach  S.  122  die  Schraubenfläche,  und 
ferner  kommt  das  Linienelement  (5)  auch  einem  Katenoid  zu.  Der 
Weingartensche  Satz,  soweit  er  im  §  114  bewiesen  war,  also  jetzt  der 
erste  Teil  dieses  Satzes  —  denn  auch  die  Umkehrung  rührt  von 
Weingarten  selbst  her  —  lautet  für  die  durch  (4)  definierte  Flächen- 
klasse: Die  Krümmungsmittelpunktsflächeri  der  Flächen  von  konstantem 
negativen  Krümmungsmaß  sind  sowohl  auf  die  Rotationsfläche  der 
Kettenliuie  wie  auf  die  Schraubenfläche  abwickelbar. 

Für  jede  andere  Klasse  Weingartenscher  Flächen,  für  jede  also, 
deren  Hauptkrümmungsradien  durch  eine  von  Q1Q2  "^  —  T  verschiedene 
Relation  verknüpft  sind,  bilden  die  Krüramungsmittelpunktsflächen 
eine  vollständige  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen. 


X.  Abschnitt. 

Aufgaben  der  Biegnngstheorie. 

§  123. 

Die  zu  einem  gegebenen  Linienelement  gehörenden 

Umdrehungsflächen. 

Zu  den  Fragen  aus  der  Biegungstheorie,  die  durch  den  Wein- 
gartenschen  Satz  angeregt  werden,  gehört  vor  allem  die  nach  der 
Bestimmung  einer  Rotationsfläche  aus  dem  Ausdruck  ihres  Linien- 
elements.    Ist  also 

(1)  ds^==du^  +  -ip{uydv'', 

so  soU  die  Funktion  f  in  den  Gleichungen  des  §  31  mittels   der  ge- 
gebenen Funktion  ip  dargestellt  werden. 
Es  werde 

Yx^  -\-  y^  =  r 
gesetzt,  d.  h.  es  sei 

z  =  f{r) 

die  Gleichung  der  Meridiankurve  in  einer  beliebigen  ihrer  Lagen,  und 

(2)  x  =  rcoBv,         y  =  rsinv,         ^'^'fix) 

das  System  der  Flächengleichungen. 

Das  Linienelement  wird  zuerst  durch  die  Gleichung 

(3)  ds^  =  (1  +  f\r?)  dr^  -f  r^dv^ 

(S.  102(11))  wiedergegeben,  und   ein  Übergang  von  (3)  zu  (1)  wird 
vermittelt  durch 

(1  -f-  f\r?)  dr^  =  du^,        r  =  tiu) 
oder 

Daraus  folgt 

(4)  f(r)  =  fyi  -  f'iuy  du. 

Mit   r  =  i/>(w)    zusammen    bestimmt    diese   Gleichung  f  als  Funktion 
von  r.     Betrachtet  man  die  Meridiankurve  in  der  (xz)-Ehene,  setzt 
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also  X  für  r  und  z  gleicli  f{x),  so  erhält  man  die  gesuchte  Darstellung 
für  diese  Kurve  in  der  Form 

(5)  x  =  il){u),         z=J]/\  —f'(uydu. 
Die  Darstellung  der  Fläche  selbst  lautet 

X  =  ipiu)  cos  V 

(6)  y  =  il}{u)  sin  V 

z^jyi-tpXufdu. 

Aus  bekanntem  Grunde  (S.  101)  ist  die  in  dem  Integral  enthaltene 
additive  Konstante  für  die  Natur  der  Fläche  ohne  Bedeutung.  Und 
ebenso  bleibt  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gleichgültig. 

Damit  ist  eine  Umdrehun^sfläche  vom  gegebenen  Linieneleraent 
gefunden,  und  zwar  vermittelst  einer  Quadratur.  Aber  die  Unter- 
suchung entscheidet  nicht  darüber,  ob  es  noch  andere  Rotationsflächen 
mit  demselben  Linienelement  gibt.     Es  sei  für  eine  zweite 

x^  =  Wi  cos  v^,         ?/i  =  u^  sin  v^,         z^  =  /; (rj, 

und  nach  Ausführung  einer  Quadratur 

(7)  dsl  =  dul -]- t^(uiydvl. 
Läßt  sich  die  Gleichung 

dsl  =  ds^j 
also 

dul  +  ijj^^u^ydvl  =  dii^  +  i>{uydv^, 

noch  auf  andere  Weise  herbeiführen  als  durch  die  identische  Substitution 

Mj  =  U,  Vi=  V,  ^1=1^? 

Oder:  Welche  Beziehungen 

u.  =  u.  (u,  v) 

(8)  '       ' 

sind  für  die  Gleichheit  der  beiden  Linienelemente  ds  und  ds^  not- 
wendig und  hinreichend? 

Nach  dem  Gaußschen  Satze  ändert  sich  das  Krümmungsmaß  bei 
der  Biegung  nicht;  demnach  muß  jedenfalls 

(9)  K=K, 
werden,  wo 

(10)  ^=_^ 
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und  ebenso 

Die  eine   der   beiden  Beziehungen  (8)  hat  mithin  die   spezielle  Form 

**1  =  **!  (^)  • 

Sie  könnte  allerdings  in  eine  Identität  übergehen,  nämlich  dann,  wenn 
längs  jeder  der  beiden  Flächen  das  Krümmungsmaß  einen  konstanten, 
und  zwar  für  beide  Flächen  denselben  Wert  hätte.  Hiervon  abge- 
sehen, gibt  es  Kurven  konstanten  Krümmungsmaßes,  nämlich  nach 
(10)  die  Linien  u  =  consi,  d.  h.  die  Parallelkreise.  Diese  müssen 
sich  mithin  bei  der  Abwicklung  der  einen  Fläche  auf  die  andere  in- 
einander transformieren,  und  es  gehen  dann  auch  die  Meridiankurven, 
als  orthogonale  Trajektorien  der  Parallelkreise,  ineinander  über;  die 
zweite  Beziehung  (8)  ist  sonach  von  der  Form 

Die  Gleichheit  der  Bogenelemente  entsprechender  Kurven  liefert  nun 

du\  =^  du^,         ip^(u^ydvl  =  'ip(uydv^. 
Nach  der  ersten  Gleichung  ist 

u[{u)  =  ±  1, 

also  bei  passender  Zählung 

Ml  =  u, 

und  aus  der  zweiten  folgt  dann 


=  + 


dv  ipi  (w) 

Da  aber  v^  nur  Funktion  von  v  sein  konnte,  so  muß  hier  die  rechte 
Seite  konstant  sein,' 

v.  = \-  c. 

^       m 

Rechnet  man  die  Winkel  v  und  v^  in  demselben  Sinne  und  von  der 
(a:;^)-Ebene  aus,  so  kann  man  w  >  0,  c  ==  0  annehmen.  Endlich  wird, 
wenn  die  nur  im  Quadrat  vorkommenden  Funktionen  ip{u)  und  ^^(w) 
ihrer  Bedeutung  wegen  als  positiv  vorausgesetzt  werden, 

Wird  nun,  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  entsprechend, 
(11)  x==m^l}{u),        0  =  jyi  —  m'^ii)'{uf  du 
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X  =  mxb (u)  cos  — 

(12)  ij  =  mxl>{u)^vQ.^^ 

z  =  jyi  —  m^ip\uy  du 

gesetzt,  so  geben  diese  Darstellungen  der  Meridiankurve  und  der 
Fläche  selbst  im  allgemeinen  eine  ganze  Schar  von  Umdrehungs- 
flächen, denen  das  gegebene  Linienelement  zukommt.  Denn  man  sieht 
unmittelbar,  daß  die  Konstante  m  willkürlich  bleibt. 

Offenbar  gelten  diese  Formeln  auch  für  Rotationsflächen  von 
konstantem  Krümmungsmaß.  Nur  kann  man  dann  nicht  mehr  be- 
haupten, daß  sämtliche  Umdrehungsflächen  konstanten  und  gleichen 
Krümmungsmaßes  sich  aus  einer  von  ihnen,  (6),  nach  dem  Schema  (12) 
müssen  herleiten  lassen. 

Es  sei  hier  ein  für  allemal  bemerkt,  daß  wie  bisher,  so  auch  im 
Folgenden  in  der  Theorie  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  die  Mög- 
lichkeit und  die  Ausführung  einer  stetigen  Deformation  der  einen 
Fläche  in  die  andere  unerörtert  bleiben  soll,  daß  also  zwischen  Ab- 
wickelung und  Biegung  nicht  unterschieden  wird. 

§  124. 
Helikoidflächen.     Ihre  Abwickelbarkeit  auf  Botationsflächeu. 

Eine  zweite  Frage  knüpft  an  die  Tatsache  an,  die  schon  im 
§  37  (S.  122)  bewiesen  und  dann  beim  Weingartenschen  Satze  benutzt 
worden  ist:  Es  gibt  eine  spezielle  Umdrehungsfläche,  die  sich  auf  eine 
durch  Schraubenbewegung  entstandene  Fläche  abwickeln  läßt.  Und 
zwar  wird  jene  Fläche  durch  Drehung  einer  Kettenlinie,  diese  durch 
Schraubenbewegung  einer  Geraden  erzeugt.  Kann  dieser  Satz  verall- 
gemeinert werden,  und  in  welcher  Weise? 

Wir  betrachten  eine  beliebige  Fläche,  die  durch  Schraubenbe- 
wegung einer  ebenen  Kurve  entsteht.  Genauer:  Wird  die  Kurve  einer 
bestimmten  Geraden  parallel  verschoben  und  gleichzeitig  um  diese 
Gerade  gedreht,  so  sollen  die  Verschiebungsstrecken  den  Drehungs- 
winkeln proportional  sein.  Jeder  Kurvenpunkt  beschreibt  hierbei  eine 
(gewöhnliche)  Schraubenlinie.  Die  so  definierte  Fläche  wird  als 
Helikoidf lache,  die  erzeugende  Kurve  als  ihr  Profil  bezeichnet. 

Die  Achse  der  Schraubenbewegung  sei  die  5-Achse,  die  Gleichung 
des  Profils  in  der  Anfangslage 

(1)  2  =  (p(;x). 
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Hat  sich  die  Kurve  um  einen  Winkel  t  gedreht,  so  sei 

ihre  Gleichung  in  der  neuen  Ebene.  Wie  in  der  Theorie  der  Um- 
drehungsflächen  wird 

(2)  X  =  Q  cos  t,         y  ==  Q  sin  t. 

Aber  Zq  ist  jetzt  nicht  mehr  gleich  Null,  sondern  von  der  Form  ht 
Demnach  stellen  die  Gleichungen  (2)  und 

(3)  0  =  (p{Q)  +  ht 

die  Helikoidfläche  dar. 

Für  das  Quadrat  des  Linienelements  ergibt  sich  die  Formel 

(4)  ds'^  =  (1  +  (pXQ)^)dQ^  +  2h(p'(Q)dQdt  +  {q^  +  h^)df. 
Yon  der  entsprechenden  in  der  Theorie  der  Umdrehungsflächen, 

(5)  ds'-  =  (1  +  /"»')  dr^  +  r^dv\ 

unterscheidet  sie  sich  wesentlich  dadurch,  daß  das  Produkt  der  Diffe- 
rentiale, dQ  dt,  in  ihr  vorkommt.  Durch  Einführung  einer  neuen 
Veränderlichen  v'  soll  das  Glied  2h(p'(Q)dQdt  entfernt  werden,  v'  ist 
Funktion  von   q   und   t,   also   umgekehrt   t  Funktion    von   q   und  v. 

Setzt  man  demnach 

-,.       dt    -.      ,    dt   .  , 
dt  =  -;^  ao  -{-  ^  ,dv 

in  (4)  ein  und  bringt  die  zweite  Fundamentalgröße  erster  Ordnung 
für  die  Variablen  q  und  v'  zum  Verschwinden,  so  erhält  man  als 
Bedingungsgleichung 

(6)  1^  (6/(«.)  +  ((.'  +  6=)  1^)  -  0. 

Hierin  kann  -^,   nicht  gleich  Null  sein,   weil  t  und  q   unabhängige 

Variable  sind.  Die  Bestimmung  von  t  durch  Nullsetzung  des  zweiten 
Faktors  liefert 

(7)  t  =  -hf-^^dQ  +  r, 

Iwo   V  eine  willkürliche  Funktion  von  v'  bedeutet.     Nun  kommt   V 

f  .  dV      , 

in  der  Formel  für  das  Linienelement  nur  in  der  Verbindung  ^r  dv 

or,  und  da  V  nicht  konstant  sein  kann,  so  ist  es  am  einfachsten, 
diese  Funktion  gleich  v'  selbst  zu  setzen.  Die  Gleichung  (4)  geht 
dann  in 

18)         ds-^ = (i + -^f ;)  dQ^ + (^^ + h^)  dv'^ 
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über,  und  man  erhält  ds  =  ds,  wenn  man 

(9)  v'^v 

(10)  q'^  +  ¥  =  r^ 

(11)  (l  4-  l'^^f )  dQ'  ==  (1  +  f\r?)  dr^ 

annimmt.  Von  diesen  drei  Gleichungen  vermitteln  (9)  und  (10)  die 
Abbildung  der  beiden  Flächen  aufeinander,  und  (11),  unter  Hinzu- 
ziehung, von  (10),  einen  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Funk- 
tionen f  und  rp, 

(12)  <p\Qy=f\rr-^^^ 

oder 

(13)  f\ry  =  ^\Qf  +  j.' 

Man  kann  also  eine  Helikoidfläche  finden,  die  sich  auf  eine  gegebene 
Umdrehungsfläche,  und  eine  Umdrehungsfläche,  die  sich  auf  ein  ge- 
gebenes Helikoid  abwickeln  läßt.  Jedesmal  ergibt  sich  die  Darstellung 
der  einen  Fläche  aus  der  der  anderen  mittels  einer  Quadratur. 

Vermöge  der  Gleichung  (10)  entsprechen  einander  bei  der  Ab- 
wicklung die  Parallelkreise  r  =  const.  und  die  Schraubenlinien  q  =  const. 
Da  nun  jene  Kurven  geschlossen  sind,  diese  aber  ins  Unendliche  ver- 
laufen, so  würde  es  für  die  Abwickelung  der  ganzen  Helikoidfläche 
nötig  sein,  die  Rotationsfläche  unendlichoft  zu  überdecken. 

Der  Satz,  daß  jede  Helikoidfläche  auf  eine  Rotationsfläche  ab- 
wickelbar ist,  rührt  von  Bour  her.  Die  zu  ihm  führende  Erörterung 
würde  nicht  vollständig  sein,  wenn  man  nicht,  ebenso  wie  bei  den 
Umdrehungsflächen,  feststellte,  wieviele  Helikoidflächen  eines  vorge- 
schriebenen Linienelements  es  gibt.  Dieses  soU  dabei  wieder  durch 
die  Formel 

(14)  ds^  =  diC^  +  t/;(m)V!;2 

definiert  sein.  Die  Gleichungen  (2,  3)  der  Helikoidfläche  enthalten 
bereits  eine  willkürliche  Konstante  &.  Aber  die  Überlegungen  des 
vorigen  Paragraphen  lassen  das  Auftreten  einer  zweiten  Konstanten 
erwarten. 

Beginnt  man,  wie  dort,  mit  der  Bildung  des  Krümmungsmaßes 
(S.  120)  aus  den  in  (4)  enthaltenen  Werten  der  Fundamentalgrößen, 
so  findet  man 

()='qp'(p')qp"(p)  — 6« 


(15)  K  = 


(ß«  +  6«+p*qp'(e)*)^ 
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d.  h,  K  ist  Funktion  von  q  allein.  Von  den  Flächen  konstanten 
Krümmungsmaßes  abgesehen,  ist  es  demnach  notwendig,  die  Schrauben- 
linien des  Helikoids  den  Farallelkreisen  der  Rotationsfläche  entsprechen 
zu  lassen,  also  q  als  Funktion  von  u  anzunehmen.  Nachdem  man  die 
Helikoidfläche  mittels  der  Substitution  (7)  auf  die  Schraubenlinien  und 
ihre  orthogonalen  Trajektorien  transformiert,  also 

ds'  ==  (l  +  ^>_|_^;\')  dQ^^  +  {q'  +  ¥)dV'' 

gemacht  hat,  führen  dieselben  Schlüsse  wie  auf  S.  406 — 407  zu  den 
beiden  Gleichungen 

(16)  (l  +  ^)c;,^  =  ^u^ 

(17)  (^2  _,_  i^^ciV'^  =  rpiufdv'' 
und  weiter  zu 

(18)  r  =  - 

(19)  Q^  +  'b^  =  m^^{uy. 

Behufs  expliziter  Darstellung  der  Fläche  mittels  (2)  und  (3)  bedarf 
es  der  Berechnung  von  q,  t  und  (piß).     Nun  folgt  aus  (19) 


(20)  ^  =  ym''ij{uf-W, 
sodann  aus  (16) 

(21)  cp {q)  =  mj  ''-'>'      Z^^\uY^ ^^' 

endlich  aus  (7)  und  (18) 

(22)  «  -  i  _  i  ri/»-»y'(l-"^JLjgEJ!d«. 

Die  vollständige  Bestimmung  aller  Helikoidflächen  des  vorgeschriebenen 
Linienelements  läßt  sich  demnach  mit  Hilfe  zweier  Quadraturen  aus- 
führen. Die  Gesamtheit  aller  Flächen  hängt  von  zwei  willkürlichen 
Konstanten  ab. 

Setzt  man  insbesondere,  dem  Katenoid  entsprechend, 

t/;  {uf  =  u^  -\-  a^ 

und  nimmt  m  =  1  an,  so  erhält  man 


I 


(23)  Q  =  yu^  +  d'-  V 

(24)  9,(9)  =  Va^''^'  J-,t^^-^.du 
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du 


(25)  t^v-l^a^  -  ¥  f 


Offenbar  muß  h^a  vorausgesetzt  werden.  Die  beiden  äußersten  Werte 
6  =  0  und  b  =  a  geben  das  Katenoid  und  die  gewöhnlicbe  Schrauben- 
fläche wieder. 

§125. 

ümdreliungsfläclien  von  konstantem  Krümmungsmaß. 

In  den  Untersuchungen  über  die  Abwickelung  von  Flächen  auf- 
einander hat  die  Annahme  eines  konstanten  Krümmungsmaßes  längs 
der  ganzen  Fläche  wiederholt  als  Ausnahmefall  betrachtet  werden 
müssen.     Es  sei  jetzt 

wo  a  eine  gegebene  (positive)  Konstante.  Ist  das  konstante  Krüm- 
mungsmaß positiv,  so  heißt  die  Fläche  sphärisch,  ist  es  negativ, 
pseudo  sphärisch. 

Um  über  das  Linien  dement  etwas  festzustellen,  beziehe  man  die 
Fläche  auf  ein  Netz  orthogonal -geodätischer  Koordinaten,    setze  also 

(2)  ds^  =  du'^  +  Gdv^ 

(S.  298  (6)).    Da  für  £'  =  1,  F  =  0  das  Krümmungsmaß  den  Ausdruck 

1   c^'Y^ 

hatte,  so  genügt  YG  bei  einer  sphärischen  Fläche  der  Differential- 
gleichung 

(3)  a^^  +  y^=0, 
mit  dem  allgemeinen  Integral 

(4)  YG  =  Äcoä-  +  B  sin 


h  iJ  sm  — 

a  a 


A  und  JB  sind  Funktionen  von  v,  die  sich  sehr  spezialisieren  lassen, 
wenn  man  geodätische  Polarkoordinaten  voraussetzt.  Dann  ist  näm- 
lich für  w  =  0 

(5)  VG^Q,       ?->^  =  l 

(S.  299  (10)),  d.  h.  hier 

^  =  0,         B  =  a, 

(6)  ds^  =  du^  -f  et?  sin^  —  dv'^. 
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Für  eine  pseudosphärisclie  Fläche  geht  die  Differentialgleichung  (3)  in 

(7)  a^^-l/G  =  0 
über,  das  Integral  in 

u  u 

(8)  YG  ==  Ae^  +  Be~^ , 
und  die  Bedingungen  (5)  geben 

A  —  ^^  7?  -  —  — 

(9)  ds'==du'  -\-^  (e^  -  e  '«  \  =  du^-^  a^  sinh^  |-  dv''. 

Die  Ausdrücke  (6)  und  (9)  haben  die  gemeinsame  Eigenschaft, 
von  der  speziellen  Fläche,  die  man  gerade  betrachtet,  nicht  abzu- 
hängen. Sie  enthalten  also  den  Satz:  Alle  Flächen  konstanten  und 
gleichen  Krümmungsmaßes  sind  aufeinander  abwickelbar.  Wegen  der 
Form  von  ds^  läßt  sich  dieser  Ausspruch  dahin  vervollständigen,  daß 
die  Abwickelung  auf  eine  Rotationsfläche  möglich  sein  muß. 

Nun  kann  nicht  behauptet  werden,  daß  der  eben  eingeschlagene 
Weg  der  einzige  ist,  auf  dem  man  von  der  Annahme  eines  konstanten 
Krümmungsmaßes  aus  zu  dem  Linienelement  einer  ümdrehungsfläche 
kommt.  Daher  ist  die  Frage  berechtigt,  was  für  verschiedene  Arten 
von  Rotationsflächen  konstanten  positiven  und  negativen  Krümmungs- 
maßes es  gibt.  Das  orthogonal-geodätische  Kurvennetz,  auf  welches 
die  Punkte  der  Fläche  bezogen  sind,  sei  hier  das  der  Meridiane  und 
Parallelkreise, 

ds^  =  du^  -|-  ■\\){yifdv^. 

Für  y G  =  t^(M)  gelten  wieder  die  Bedingungen  (3)  und  (7),  nur  sind 
es  jetzt  nicht  mehr  partielle,  sondern  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen, und  demnach  bedeuten  in  den  Integralen 

(10)  ^(m)  =  A  cos  —  -f  J5  sin  — 
und 

u  u 

(11)  i\}{ii)  =  Ae^  -{-  Be~~"^ 

A  und  jB  konstante  Größen.  Man  hat  zu  unterscheiden,  ob  beide 
von  Null  verschieden  sind  oder  eine  von  ihnen  verschwindet.  Es  sei, 
zunächst  in  der  Formel  (10),  A  =  0,  so  wird 


I 


ds''=-du^-{-B^9m^  —  dv'^ 
'  a 
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oder  auch,  bei  unerheblicher  Parameter-Änderung,  auf  die  im  Folgen- 
den nicht  jedesmal  hingewiesen  werden  soll, 

(12)  ds^  =  du'^  +  a'  Bin^^dv^ 

Für  B  =  0  wird 

ds^  =  du^  +  a^  cos^  —  dv^, 

ein  Ausdruck,  der  durch  die  Substitution  —  +  -J  für  —  in  (12)  über- 

geführt  werden  kann.    Ist  keine  der  beiden  Konstanten  JSTuU,  so  kann 
man  zwei  neue,  C  und  u^,  so  bestimmen,  daß 

A  cos h  -D  sm  —  =  (7  sm 


a  a  a 

wird.     Das  durch 

ds'  =  du'  +  C^  sin^  "^^^^dv' 

a 

dargestellte  Linienelement  gestattet  aber,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
ebenfalls   die  Transformation  in  den  Ausdruck  (12).     Er  gehört  der 

Kugel 

u 
X  =  a  sin  —  cos  v 
a 

u 
y  =  a  sm  —  sm  v 

u 

z  =  a  cos  — 

a 


an.  Die  Flächen  konstanten  Krümmungsmaßes  — ^  sind  also  auf  die 
Kugel  vom  Halbmesser  a  abwickelbar. 

Für  Flächen  negativen  Krümmungsmaßes  ergibt  sich  aus  ^  =  0 
oder  B=0 

2k 

(13)  ds"  =  du^  +  a'^e^dv'. 

Verschwindet  keine  der  beiden  Konstanten,  so  sind  zwei  Unterfälle 
zu  unterscheiden:  A  und  B  von  gleichem  oder  von  verschiedenem 
Vorzeichen.     Im  ersten  Fall  kann  man  den  Ansatz 

»0  Jfo 

A  =  A'e    %         B  =  B'e'' 
machen  und  über  ti^  so  verfügen,  daß 

A'=B' 
wird.     Denn  die  Bestimmungsgleichung 

2«,  ^ 
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liefert  für  u^  einen  reellen  Wert.     Aus 

(U  —  Uq  U—Uo\ 

e   <^     +  e      «"j 

ergibt  sich  dann 

(14)  ds'^  =  du'  +  ~(e^  +  e~  ")  dv'  =  du'  +  a'  cosh'^dv'. 

Im    zweiten   Fall   sei,    der    Allgemeinheit    unbeschadet,    ^  >  0,. 
JB  <  0.     Setzt  man  jetzt 

Ä=^  A'e    «  ,         B  =  —  B'e^  , 
so  kann  man  mittels  der  Bestimmung 

wieder 

A'=B' 

machen, 

/      M-Mq  U-Uo\ 

^{u)==A'\e   "■    —  e      »    j. 
Der  Formel  (14)  entspricht 

(15)  ds'  =  du'  +  -^  (e^  -  e"^)  (^i;^  =  du'  +  a^  sinha^^^!;^ 

Die  Formeln  (13),  (14)  und  (15)  können  nicht  dadurch,  daß  u  durch 
eine  Funktion  von  w  und  v  durch  eine  Funktion  von  v  ersetzt  wird,, 
ineinander  transformiert  werden.  Einer  Bemerkung  im  §  123  (S.  408) 
entsprechend  bedeutet  das,  daß  die  zu  diesen  Linienelementen  ge- 
hörenden Umdrehungsflächen,  obwohl  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze 
aufeinander  abwickelbar,  doch  nicht  so  gebogen  werden  können,  daß 
die  Meridiane  und  die  Parallelkreise  dabei  in  dieselben  Kurven  über- 
gehen. Im  Gegensatz  zu  den  sphärischen  gibt  es  also  drei  verschiedene 
Typen  von  pseudosphärischen  Rotationsflächen. 

t§  126. 
Die  Pseudosphäre. 
Um   die  Meridiankurven   dieser  Flächen  zu  untersuchen,    setze» 
wir  in  den  Formeln  S.  407(11)  zuerst 

u 

also 
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(1) 


X  =  wae' 


jr. 


2u 

m^e  "•  du. 


Die  Veränderlichkeit  von  u  ist  so   zu  bescliränken,   daß  die  Quadrat- 
wurzel unter  dem  Integralzeichen  reell  bleibt.     Mau  darf  also 


me^  =  sint 

X  =  asint 

z  =  a  [log  tg  Y  +  cos  t\ 

liefert.    Die  geometrische  Bedeutung  von  t  ist  leicht  zu  erkennen.   Aus 


annehmen,  was 

(2) 


dx  =  a  cos  tdt 


dz 


folgt  nämlich 


cos*i  T, 
a  -~.—r  d  t 
sm  t 


dx 
dz 


tg^, 


d.  h.  t  ist  der  Winkel,  den  die  nach  der  positiven  Seite  der  ^- Achse  ge- 
richtete Kurventangente  mit  der  positiven  Richtung  dieser  Achse  bildet. 
Läßt  man  i^  das  Intervall  {0  .  .  .  %)  durchlaufen,  so  sieht 
man,  daß  die  5^- Achse  eine  Asymptote  der  Kurve  ist,  und 

daß   für  t  =  — ,   wo  3—  =  0  wird,  x  den  größten  Wert  a 

2  ^  dx  '  ° 

Ferner  ist  in  Figur  19 


annimmt. 


AB 
AG 


Fig.  19. 


=  sin^,         AB 
also 
(3)  AC^a; 

die  Tangente  der  Kurve,  vom  Berührungspunkte  bis  zum 
Schnitt  mit  der  ^- Achse  gerechnet,  hat  eine  konstante 
Länge.  Diese  Kurve  heißt  die  Traktrix;  sie  kann  auch  als 
Evolvente  einer  Kettenlinie  betrachtet  werden.  Nach  S.  413 
gilt  der  Satz:  Alle  Flächen  konstanten  negativen  Krümmungsmaßes 
sind  auf  die  Umdrehungsfläche  der  Traktrix  abwickelbar.  Man  pflegt 
diese  Fläche  kurz  als  Ps  endo  Sphäre  zu  bezeichnen. 

Die  in  der  Gleichung  (3)  enthaltene  Eigenschaft  kann  vom  flächen- 
theoretischen Standpunkt  noch  anders  gedeutet  werden.  Bildet  man 
nämlich  für  eine  beliebige  Rotationsfläche  nach  der  zweiten  Formel  (11) 
auf  S.  140, 
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die  geodätische  Krümmung  eines  Parallelkreises,  so  findet  man  dafür 

den  Wert 

_  _  "^'{u) 

Mittels  der  Koordinaten  x  und  z  dargestellt  und  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen ist  der  reziproke  Wert  dieses  Ausdruckes  gleich 


yi  +  (ll) 


Dieselbe  Formel  ergibt  sich  aber  auch  für  die  Tangentenlänge  AC. 
Hiernach  ist  der  Radius  der  Tangentialkrümmung  eines  Parallelkreises 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  dem  Stück  der  Tangente  der 
Meridiankurve  zwischen  dem  Kreise  und  der  Drehungsachse. 

Bei  der  Pseudosphäre  hat  diese  Strecke,  und  damit  auch  die 
geodätische  Krümmung  selbst,  für  alle  Parallelkreise  denselben  Wert. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  daß  die  willkürliche  Kon- 
stante m  in  den  Gleichungen  (2)  nicht  mehr  vorkommt.  Alle  Rotations- 
flächen, die  aus  der  Pseudosphäre  unter  Beibehaltung  der  Meridiane 
und  der  Parallelkreise  hervorgehen,  sind  also  mit  dieser  Fläche  selbst 
identisch. 

§127. 

Die  übrigen  pseudospliärisohen  und  sphärischen  Umdrehungsflächen. 

Der  Formel  S.  415  (14)  entsprechend  werde  zweitens 

u 


X  =  ma  cosh 


(1) 


a 


'IV^- 


m^  sinh^  —  du 
a 


gesetzt.     Eliminiert  man  u  mittels  der  Identität 

cosh*  —  —  sinh*  —  =  1 , 

so  erscheint  z  als  elliptisches  Integral  in  x.    Doch  soll  die  Darstellung 

der  Koordinaten  mittels  elliptischer  Funktionen  nicht  ausgeführt  werden. 

Der  Bereich  von  u  ist  hier  dadurch  beschränkt,  daß 

dx  .  1    u 

-,—  =  m  sinh  — 
du  a 

dem  absoluten  Betrage  nach  höchstens  gleich  Eins  werden  kann.     Da 

dx 
du  das  Bogenelement  der  Meridiankurve,  so   ist    ,  "   der   erste  Rich- 
°  '  du 
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tungskosinus  der  Tangente  dieser  Linie.     Nun  wird  -5—  =  0,  d.  h.  die 
Kurven tangente  der  ^- Achse  parallel,  für 


also  für 


u  =  \j,         X  =  am. 

„              dx 
berner  -,—  = 
du 

=  ±  1  für 

;vas 

\\e^  —  e~^)  =  +  — 
2  \                    /              m 

X  =  a  Ym^  +  1 

Fig.  20. 


liefert.  Der  erste  Wert  ist  ein  Minimum,  der  zweite  ein  Maximum 
für  die  Radien  der  Parallelkreise. 

Eine  genaue  Diskussion  der  Kurve  mittels  der  vom  Integralzeichen 
befreiten  Ausdrücke  ihrer  Koordinaten  würde  lehren,  daß  der  in  Fig.  20 
veranschaulichte  Bogen  sich  periodisch  wiederholt. 

Drittens  gehört  zu  dem  Linienelement  S.  415(15)  die  Meridiankurve 


(2) 


.   ,    u 

ma  smh  — 

a 


=/]/ 


1  —  m^  cosh^ —  du. 


Hier  muß  m  <  1  sein.     Der  Richtungskosinus 


dx  1    u 

-,—  =  m  cosh  — 
du  a 


kann  nicht  gleich  Null,  wohl  aber  gleich  Eins  werden,  für 


X  =  a  ]/l  —  w^ 

Dies  ist  der  größte  Wert  von  x.    Der  kleinste  ist 

gleich  Null,  dem  Werte  w  =  0  entsprechend.    Die 

Kurve  triift  die  Achse  unter  dem  Winkel  arc  sin  m 

^iß-  2^-  und,  bei  symmetrischer  Fortsetzung,  dem  Winkel 

%  —  arc  sin  m  (Fig.  21). 

Auch  hier  müßte  eine  vollständige  Diskussion  der  Kurve  von  der 

Darstellung  durch  elliptische  Funktionen  ausgehen. 

Auf  diese  Funktionen  kommt  man  für  beliebiges  m  auch  bei  den 
sphärischen  Rotationsflächen.     Nach  S.  414(12)  ist  zu  setzen 
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u 
X  =  ma  sin  — 

(3) 


=/y, 


m^  cos^  —  du. 


a 


Für  m  =  1  ergibt  sich  die  Kugel  wieder. 
Allgemein  wird 


dx  u 

-3—  =  m  cos  — 
au  a 

gleich  Null  für 

an 
M  =  — ,         X  =  am] 

gleich  ±  1  nur  unter  der  Annahme  m  >  1, 

denn  es  muß 

u         ,    1 

cos  —  =  ±  — 
a  m 


aVm'-. 


Fig.  22.  Fig.  23. 


I 


sein.     Der  zugehörige  Wert  von  x  ist   aym^ —  1.     In   dem  Intervall 
(a]/m^—  1  .  .  .  am)   liegen    alle   Radien    der  Parallelkreise  (Fig.  22). 

Für  w  <  1   ist  M  =  0,   also  x  =  0  ein   zulässiger  Wert,     cos  — , 

also  auch  -5— ,   erreicht   dafür   sein  Maximum ,  -3  -  =  m.     Die    Kurve 

du  '  '   du 

schneidet  die  ^f- Achse  unter  den  Winkeln  arc  sin  m  und  7t  —  arc  sin  7)i 
(Fig.  23). 

§  128. 

Verschiedene  Formen  des  Linienelements  einer  Umdrehungsfläclie. 

Abwickelung   des   2.  Typus   pseudospliärisclier  Umdrehungsflächen 

auf  die  Pseudosphäre. 

Die  Flächen,  von  denen  in  diesem  Abschnitt  bisher  die  Rede  ge- 
wesen ist,  haben  die  gemeinsame  Eigenschaft,  auf  Rotationsflächen 
abwickelbar  zu  sein.  Auf  solche  Flächen  führt  nach  Dini  auch  eine 
allgemeine  Aufgabe  der  Theorie  der  geodätischen  Linien.  Von  einer 
beliebigen  Flächenkurve  c  möge,  wie  im  §  86,  eine  Schar  geodätischer 
Linien  unter  demselben,  aber  jetzt  von  —  verschiedenen  Winkel  aus- 
gehen. Denkt  man  sich  auf  ihnen  von  c  aus  gleiche  Bogenlängen 
abgetragen,  so  bilden  deren  Endpunkte  eine  Kurve,  bei  Variierung 
der  Bogenlänge  eine  Kurvenschar.  Man  kann  fragen,  ob  jede  Kurve 
der  Schar  sämtliche  geodätischen  Linien  unter  gleichem  Winkel  treffen 
kann,  der  aber  nicht  für  alle  Trajektorien  denselben  Wert  zu  haben 
braucht. 

Die  Kurven  des  Netzes  seien  die  Koordinatenlinien,  und  zwar 
V  =  const,  die   geodätischen  Linien,  w  =  const.   die  Trajektorien.     Im 

27* 
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besonderen   sei  u    die    von  c   aus    gezählte   Bogenlänge    der   ersteren. 
Dann  gelten  die  Gleichungen  S.  296  (2,  3) 


(1) 

(2) 

\  du 

2    dv  /        2        dti 

also  ^ —  =  0,  jP=  ^(v).  Da  i^  nicht  Null  sein  sollte,  so  kann  man, 
ohne  das  Koordinatennetz  zu  ändern, 

(3)  F=l 
machen, 

(4)  ds^^du^  +  2dudv-\- Gdv\ 

Soll  nun  der  Koordinatenwinkel  ■9'  längs  jeder  Kurve  u  =  const.  den- 
selben Wert  haben,  wie  es  nach  Voraussetzung  für  u  =  0  bereits  der 
Fall  ist,  soll  also 

cos  0'  =      , =  -7F 

yEG     u 

sein,  so  muß  wegen  (2)  und  (3) 

(5)  ds"  ==  du^  +  2dudv+  üHv^ 
werden. 

Um  dieses  Linienelement  auf  orthogonale  Koordinaten  zu  be- 
ziehen, betrachte  man  v  als  Funktion  von  u  und  einem  neuen  Para- 
meter V.     Es  wird 

ds^  =  du^  4-  2  du  ( ^s—  du  +  -tt-^  dv'] 

\du  dv        1 

und  das  Produkt  der  Differentiale  fällt  unter  der  Bedingung 

1-f  Z72-?^-  =  0 

CU 

(6)  ,  =  _J|Ji  +  ^(,') 

heraus,  ^(w')  kann  nicht  konstant  sein,  aber  man  darf  die  Funktion 
z.  B.  gleich  v    selbst  setzen,  worauf  sich  für  ds  die  Formel 

(7)  ds''  =  (^  -  IJ^  ^**'  +  ^'^^' 

ergibt.  Wäre  JJ  konstant,  so  würde  die  Fläche,  der  ein  solches 
Linienelement  zugehört,  auf  die  Ebene  abwickelbar   sein.     Im  allge- 
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meinen  Falle  ist  sie  offenbar  eine  Umdrehungsfläclie  oder  läßt  sich 
wenigstens  auf  eine  solche  abwickeln. 

Da  die  Fundamentalgrößen  Funktionen  von  u  sind,  so  wird  auch 
das  Krümmungsmaß  eine  solche.  Das  heißt,  die  Trajektorien  u  =  const. 
stimmen  mit  den  Kurven  konstanten  Krümmungsmaßes  überein;  den 
Fall  der  sphärischen  oder  pseudosphärischen  Flächen  natürlich  auch 
hier  ausgeschlossen. 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  das  Linienelement  einer  Rotationsfläche 
wieder  durch 

(8)  ds^  =  (1  +  rW')  dr'  +  r^dv^ 

gegeben.     Setzt  man 

(9)  r  =^(()), 

so  entsteht  eine  Gleichung  der  Form 

(10)  ds^  =  fpiQYdQ'  +  i>{Qydv\ 

Sie  ist  trotz  des  Auftretens  zweier  Funktionen  nicht  allgemeiner  als 
(8),  weil  man  eine  von  diesen  durch  Wiedereinsetzen  von  r  oder 
überhaupt  durch  Einführung  einer  passenden  Funktion  des  Para- 
meters Q  entfernen  kann.  Aber  sie  bietet  den  Vorteil,  durch  Speziali- 
sierung von  qp  oder  t/>  das  Linienelement  auf  verschiedene,  einzelnen 
Aufgaben  angepaßte  Formen  bringen  zu  können.  So  führt  sie  nicht 
nur  für  ^(p)  =  q,  dann  q  =  r,  auf  (8)  zurück,  sondern  auch  ver- 
mittelst der  Annahme  cp^o)  =  1  und  wenn  dann  u  für  q  geschrieben 
wird,  auf  den  neben  (8)  so  häufig  benutzten  Ausdruck 

ds^  =  dtC^  -f  tiufdv'. 

Die  Kurven  konstanten  Krümmungsmaßes  sind  mit  den  Koordi- 
natenlinien Q  =  const.  identisch.  Um  die  Transformation  von  (10) 
in  (5),  d.  h.  in 

(11)  ds^  =  du^  -\-  2dudv,  +  U^dvl 

durchzuführen,  hat  man  demnach  q  als  Funktion  von  u  allein  anzu- 
setzen, 

(12)  ds^  =  AHq^  -f  2AdQdv^  4-  B^dvl 

für  A  und  B  als  Funktionen  von  q.  Alsdann  ist  noch  v  als  Funk- 
tion von  Q  und  v^  so  zu  bestimmen,  daß  nach  der  Substitution 

dv  =  -^    dg  -{-  ^ —  dv, 

die  rechten  Seiten  von  (10)  und  (12)  identisch  werden.  Dies  liefert 
die  Bedingungen 
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(13) 

^' 

-^^^1- 

-A^ 

(14) 

2  cv    dv 
dg   dv^  ~ 

-A 

(15) 

^^m- 

-B\ 

Vermöge 

der  letzten 

wird 

(16)  ^  =  ^^i  +  Z((>); 

sodann  nach  der  vorletzten 

/      d~  \ 

Da  zwischen  q  und  v^  keine  Relation  bestehen  kann,  so  muß 


/  _  0,       d.  h.        ^  = 

dg                                       1/^ 

1 

Y  \          -4    mA 

werden.     Setzt  man  hieraus  A  in  (13)  ein,   so   findet  man  für  i  die 
Bestimmung 

/(n)  =  "^Jg^ 

Die  Transformationsgleichung  (16)  lautet  also 

V.     ,  r  w(g)dg 

^  ^  "*        j  iKe)  vV(e)*  —  »"* 

und  es  wird  ferner 

Nachdem  man  nun 

(19)  AdQ  =  dQ^ 

gesetzt  hat,  kann  man  das  Produkt  dg^dv^   durch   die   einfache  Sub- 
stitution 

?i  +  %  =  «1 
wieder  wegschaffen  und  erhält 

(20)  .         ds^'^d(Dl^{B'^-l)dvl. 

B  war  Funktion  von  q,  also  auch   von  q^  allein,   enthält  mithin  die 
neuen  Variablen  nur  in  der  Verbindung  co^  —  v^: 

ds^  =  dal  +  ^((0^—  t\)dvl. 
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Will  man  statt  der  Differenz  die  Summe  der  beiden  Parameter  als 
Argument  der  Funktion  g  haben,  so  hat  man  v^  durch  —  t\  zu  er- 
setzen, also  09j  durch 

(21)  Pl-^l=ß5l 

zu  definieren.     Die  Schlußformel  lautet  dann 

(22)  ds'  =  d(D\-[-  gip^  -\-  Vi)dv\. 

Die  Formeln  (17)  (für  -  v^  statt  v^),  (18),  (19)  und  (21)  geben  zu- 
sammengezogen die  Transformation: 

v.  =  —  mv  -\-  m^  I ~  — 

{26) 


03  =  mü  +  /  -     '^  ^  ,\ dg. 


Die  Fläche  des  durch  die  Gleichung  (10)  bestimmten  Linien- 
elements sei  eine  ümdrehungsfläche,  nicht  bloß  auf  eine  solche  ab- 
wickelbar. Dann  sind  die  Kurven  q  =  const.  oder  q^  =  const.  die 
Parallelkreise,  und  v^  =  const.  eine  Schar  geodätischer  Linien,  die  von 
den  einzelnen  Kreisen  jedesmal  unter  demselben  Winkel  geschnitten 
werden.  Da  das  Linienelement  schließlich  wieder  auf  orthogonale 
Parameter  gebracht  ist,  so  bedeutet  03^^=  const.  die  orthogonalen 
Trajektorien  dieser  Linien. 

Für  Flächen  konstanten  Krümmungsmaßes  gelten  die  Formeln 
mit  der  Maßgabe,  daß  sie  für  die  Überführung  des  einen  Linienele- 
ments in  das  andere  hinreichend,  aber  nicht  notwendig  sind.  Sie 
mögen  auf  den  zweiten  Typus  von  Rotationsflächen  konstanten  nega- 
tiven  Krümmungsmaßes ^  (S.  417(1))   angewendet  werden.     Die 

Ausgangsgleichung  lautet  (S.  415  (14)) 


ds^  =  du^  +  a^  cosh^  —  dv^ 
a 


oder  etwas  allgemeiner 

(24)  ds""  =  du'  +  m'  cosh^  -^  dv\ 

[Hier  gilt  die  zweite  der  oben  genannten  speziellen  Annahmen:  q){Q)  =  1^ 
\q  =  m;  außerdem  ist  , 

^(w)  =  m  cosh  --  • 

Die  willkürliche  Konstante  m  sei  dieselbe  wie   in  den  Formeln  (23). 
iDann  ergibt  sich 
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(25) 


.    1     u 

Sinn  — 

v.  =  —  mv  4-  a  log 

cosh  — 
a 

coj  =  mv  +  a  log  cosh  — 


u 


(26)  03^  +  Vj  =  a  log  sinh  — 

oder 


««1  +  »1 

=  e 
a 


u 


(27)  sinh  ~  =  e    <" 
Und  da  nach  der  zweiten  Formel  (18) 

(28)  B'-l=:smh^^ 
ist,  so  wird  schließlich 

ds^  =  d(x)l  -{■  e     "      dv\. 
Die  Substitution 

(29)  e«  =  ü, 
führt  die  letzte  Gleichung  in 

2  (Ol 

(30)  ds'^  =  dcol-^a^e~^  dv'^ 

über,  die  Formel  für  das  Linienelement  der  Pseudosphäre  (S.  414(13)). 
Hiernach  vermittelt  die  Transformation 


IV    Sinn  — 


V,  =  e 


(31) 


cosh  — 


a 


Ol  =  mv  +  a  log  cosh  — 


eine  Abwickelung  der  Pseudosphäre  auf  die  pseudosphärischen  Um- 
drehungsflächen des  zweiten  Typus.  Aus  der  Bedeutung  von  v^  (oder  v[) 
und  ß)j  ist  ersichtlich,  was  für  Kurven  auf  diesen  Flächen  dabei  den 
Meridianen  und  den  Parallelfereisen  der  speziellen  Fläche  entsprechen. 
Für  den  dritten  Typus  pseudosphärischer  Rotationsflächen, 

■4)(u)  =  m  sinh  — , 

können  die  Formeln  (23)   offenbar  nicht  zu  ebenso    einfachen  Resul- 
taten führen. 
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§129. 

VeraUgemeinerung  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen. 

Den  Ausdruck  (22)  für  das  Quadrat  des  Linienelements  einer 
Umdrehungsfläche  kann  man  verallgemeinern,  indem  man  die  Be- 
dingung fallen  läßt,  daß  die  Kurvenschar  t\  =  const.  geodätisch  sei. 
Bei  dem  ersten  Schritt,  der  von  der  Gleichung  (10)  ausgeht,  ist  dann 
nur  zu  fordern,  daß  jede  einzelne  Linie  q  ==  const.  mit  sämtlichen 
Linien  v^  =  const.  denselben  Winkel  einschließt,  daß  also 

(1)  COS&,^y^  =  l{Q) 

wird.    Nach  Einführung  von  dv  =  -7r~dQ  +  -^ — dv^  ergibt  sich  hieraus 
die  Bedingung 

, ^l'l |^  =  A(^), 

d.h. 

8v  cp{e)i{Q) 


und  die  Formel  für  das  Linienelement  selbst  wird 

(3)  äs'  -  r^'4. rfp^  +  ^^0f§^:^  f '(«.) d9dv,  +  ,p(,yi.'(v,ydvi. 

Da  die  unbestimmte  Funktion  fiiv^)  nur  in  der  Verbindung  (i'iy^Jdv^ 
vorkommt,  so  darf  man  ^'(v^),  das  nicht  NuU  sein  kann,  gleich  Eina 

oder,  dem  Vorhergehenden  entsprechend,  gleich  —  setzen.     Die  Glei- 
chungen (2)  und  (3)  werden  dann 

Die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  entsprechen  der  Annahme 

Wieder  sei  a^  =  const.  die  Schar  der  orthogonalen  Trajektorient 
der  Kurven  v^  =  const.     Setzt  man  dq  aus 

do3,=-^     do  -\-  ^     dv. 
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in  (5)  ein^  so  erhält  man  als  Bedingung  des  Wegfallens  von  dco^dv^ 
die  partielle  Differentialgleichung 

mit  dem  Integral 

Aus  demselben  Grunde  wie  vorher  kann 

angenommen  werden.  Schreibt  man  noch,  wie  auf  S.  423,  —  v^  statt  v^, 
so  wird 

d.  h.  mit  (4)  zusammen 

t\  =  —  mv  -{-ml "  — an 

und  die  '  Koeffizienten  in 

(11)  ds^  -  ^M- W  d,.  +  f(^>lSLrJwn  ^„j 

\      y  „j2  11  ,^5i  1 

werden  Funktionen  von  co^-\-  v^,  sodaß  sich  schließlich 

(12)  ds^"  =  /;  (03,  +  v^)  dal  +  ^i  (%  +  ^i)  ^^i 
herausstellt. 

Die  in  den  Formeln  enthaltene  Funktion  A(^)  ist  willkürlich.    Es 
sei  speziell 

X{q)  =  c, 

d.  h.  der  konstante  Winkel,  unter  dem  sämtliche  Kurven  v,  =  const, 
von  einem  beliebigen  Parallelkreise  geschnitten  werden,  habe  für  alle 
diese  Kreise  denselben  Wert.  Wegen  der  Orthogonalität  der  Meridiane 
und  der  Parallelkreise  treffen  dann  die  Kurven  v^  =  const.  auch  alle 
Meridiane  unter  gleichen  Winkeln,  sie  sind  Loxodromen  der  üm- 
drehungsfläche.     Die   Transformationsgleichung   (9)    erhält    die   Form 

und  das  Quadrat  des  Linienelements  wird 

(14)  ds^  =  f{(o,  +  v^) {c^da>l  +  (1  -  c2) dvl). 

Das  Kurvennetz  ist  also  isometrisch. 
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§  130. 

Abwickelung   des    3.  Typus  pseudospliärischer  Umdreliungsfläclieii 

auf  die  Pseudosphäre. 

Im  §  128  ist  die  Abwickelung  des  zweiten  Typus  pseudosphärischer 
ümdrehungsflächen  auf  die  Pseudosphäre  nach  einem  speziellen  Ver- 
fahren ausgeführt  worden.  Allgemein  kann  die  Aufgabe,  die  ver- 
schiedenen im  §  125  aufgestellten  Linienelemente  ineinander  zu  trans- 
formieren, als  eine  Anwendung  der  Theorie  der  isometrischen  Kurven 
betrachtet  werden.  Um  auch  den  dritten  Typus  von  Umdrehungs- 
flächen, für  dessen  Linienelement  die  Formel 


(1)  ds^  =  dv/^  -f-  m^  sinh^  —  dv^ 


gilt,  auf  die  Pseudosphäre  abzuwickeln,  hat  man  hiemach  zuerst  diesen 
Ausdruck,  ebenso  wie 

(2)  dp  =  du"'  -{-  a^  i^  dv\ 

auf  Abbildungsparameter  (S.  270)  zu  beziehen.     Ist  dadurch 

(3)  ds^^E{dQ''-\-dv^) 

(4)  ds'^  =  E'idQ"  +  dv'') 
geworden,  so  bewirkt  die  Substitution 

(5)  q'  +  v'i  =  (p[Q  -\-  vi) 

die  Überführung  des  einen  Ausdruckes  in  den  anderen  (S.  268).  Da 
E  und  E'  hier  beide  gegeben  sind,  so  hat  man  die  Funktion  g?  passend 
zu  bestimmen. 

Zur  Herleitung  der  Formen  (3)  und  (4)   sind  zwei  Quadraturen 
erforderlich.     Erstens  wird 


/du       a 
.  .   u        m 
m  sinh  — 
a 


woraus 


=  —  log , 

e^  +  l 


.   ,     u            2e  " 
sinh  —  = s— 

1  —  e  " 

a 
2mo\  * 


(6)  ds^^-^^'^^^^idQ^  +  dv^). 


i 


/  2mg\ 
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Noch  einfaclier  ergibt  sich 

(7)  dP  =  K,{dQ^^dv'^). 
Setzt  man  nun 

(8)  Q  -{•  vi  =  tt,         Q  —  vi  =  ß 

(9)  q'  +  vi  =  cc',         q'  —  v'i  =  ß', 
so  gehen  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  in 


(10)  äs^-  .'"^\L.yr^dadß 


\l-e     «      j 


(1 1)  ds''  =  ^,-,"^/Ty  ^a'(^/3' 

über. 

Da  die  komplexen  Variablen  a  und  |3  in  der  Theorie  der  isome- 
trischen Kurven  ganz  naturgemäß  auftreten,  so  wird  es  vielfach  zweck- 
mäßig sein,  diese  Parameter  zu  benutzen,  falls  die  hier  immer  fest- 
gehaltenen Voraussetzungen  über  die  vorkommenden  Funktionen  sinn- 
gemäß auch  für  komplexe  Argumente  Geltung  haben.  Von  einer 
geometrischen  Darstellung  der  Parameter  kann  dann  selbstverständlich 
nicht  mehr  die  Rede  sein.  Es  verdient  aber  hervorgehoben  zu  werden, 
daß  auch  die  geometrischen  Bezeichnungen:  (imaginäre)  Scharen  von 
Koordinatenlinien  und  (imaginäres)  Koordinatennetz  nicht  angewendet 
werden  können,  weil  man  bei  dem  Versuche,  die  wesentlichen  Merk- 
male dieser  Begriffe  auf  die  komplexen  Parameter  zu  übertragen,  auf 
Widersprüche  stößt. 

Bezeichnet  ^(^  —  vi),  wie  auf  S.  268,  die  zu  (p(Q -{•  vi)  konju- 
gierte Funktion,  so  ist  nun,  der  Gleichung  (5)  gemäß, 

zu  setzen.     Vermöge  dieser  Substitution  muß 
4:a^cp'(a)tp'(ß)  4w*e      " 


{(p{cc)-{-'t(,{ß)y  (  m{a  +  (i) 


ll-e      ^       ) 


werden.  Die  Funktion  tl>  ist  bekannt,  wenn  <p  gefunden  ist.  Sie  soll 
deshalb  zunächst  eliminiert  werden.  Für  die  rechte  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  werde  die  Bezeichnung  E  beibehalten.  Durch 
Differentiation  nach  a  erhält  man 
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<p"  («)  _  9       qp'W        ^  _1-  _^^ 

qp'(a)         "^  qp (a)  +  1/) (/?)         i'    3a 

<p"'(oc)  _  g>"(c^r  _  2 ^'_{^ ,  2 v^^ _a_  /i_  ^\ 

qp'(a)  (jp'(ß)«         ^  cp{a)i-ip{ß)  "^  ^  (qp (a)  +  i/, (^)) *         ga  \E    da)' 

Die  Substitution  des  Wertes  von  — t-t-i — 73^  aus  der  vorletzten  in  die 

qp(a)+ip(p) 

letzte  Gleichung  liefert 

(.^^  qp'"(«)  3    /qp"(a)\2_    1     g^^         3/1     dE\^ 

^^  tp'icc)  2   l(p'(a)/        E    doc''  2\E    da)' 

Hierin  ist  die  linke  Seite  in  derselben  Weise  aus  (p'(cc)  hervorgegangen 
wie  die  rechte  aus  E.  Nun  soll  es  sich  hier  nicht  um  die  allgemeinste 
Transformation  der  pseudosphärisehen  Linienelemente  ineinander  han- 
deln, sondern  nur,  wie  im  §  128,  überhaupt  um  einen  Übergang  von 
ds'  zu  ds.  Danach  wird  man  mit  einer  Partikularlösung  der  Diffe- 
rentialgleichung (12)  zum  Ziel  zu  kommen  suchen.  Eine  solche  er- 
gibt sich,  wenn  <p'(a)  gleich  der  Funktion  von  a  gesetzt  wird,  welcher 
E  unter  der  Annahme   eines   konstanten  ß  gleich   wird.     Es  sei  für 

E^  Eq, 
so  wird 

(13)  (f{a)^jE^da, 

und  hierin  ist 


(14)  E,  = 


[l-e      «      ) 

Allein  man  braucht  diesen  Ausdruck  nicht  einzusetzen,  wenn  man  be- 
achtet, daß  der  Ausdruck  von  K  durch  Abbildungsparameter  (S.  274(9)), 

liiei^  „ l_  /dnogE       dnogE\ 

bei  Einführung  von  a  und  ß  in 

übergeht,  daß  also  für  Z"  = j  die  Größe  E  der  Differentialgleichung 

(IQ)  dnogE  _E 

y^^{  dad{i  2a« 

genügt.     Die  für  95(0;)  gefundene  Formel  (13)  wird  hiernach 
(17)  ^(„)  =  2,.Ji;^^^.,_2«.Llo|^ 
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^  («  +  ,-?„) 

(18)  ^(a)  =  2aml--tA____. 

Man  überzeugt  sich  leicht  durch  AusführuDg  der  Di£Ferentiatioiien, 
daß  man  zur  Transformation  des  einen  Linienelements  in  das  andere 
tatsächlich  diese  Funktion  benutzen  kann,  und  zwar  geht  (6)  unmittel- 
bar aus  (7)  hervor,  wenn  ß^  rein  imaginär  angenommen,  also 

m 
—  (Q  +  vi  +  tgi) 

(19)  Q'+vi  =  2aw^-±-^^; 

gesetzt  wird.  Ebenso  hat  es  keine  Schwierigkeit,  von  q  und  q'  zu 
u  und  u'  zurückzugehen  und  durch  Trennung  des  Reellen  vom  Imagi- 
nären Beziehungen  zwischen  u,  v  und  u',  v'  abzuleiten,  die  den  Über- 
gang zwischen  (1)  und  (2)  vermitteln 

§  131. 
Die  Evoluten  der  Minimalflächen. 

Durch  den  Weingartenschen  Satz  (§  114)  werden  aus  der  Gesamt- 
heit aller  Flächen  besondere  Klassen  herausgehoben:  Flächen  nämlich, 
in  deren  sämtlichen  Punkten  der  eine  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien in  bestimmter  Weise  allein  von  dem  anderen  abhängt.  Die 
Gleichung,  die  eine  solche  Flächenklasse  kennzeichnet, 

(1)  '  Q2  =  ^{Qi), 

oder  wie  man  im  allgemeinen  statt  dessen  schreiben  kann, 

(2)  H=f{K), 
erscheint  bei  Einführung  der  Werte 

(i  +  (|n' )  |4  _ ,  |i  l±  fi__  +  U  +  /«!)')  |!i 

TT  _     V        \^yj    I  (>^  ^^  ^y  dxcy       \        \dxj  }  dy^ 


^= 


dx"*  dy*       \ dxdy / 


m^m'^^ 


(S.  80(12,  13))  für  jede  gegebene  Funktion  /"als  partielle  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.  Die  Gesamtheit  aller  Weingartenschen 
Flächen  genügt  der  Gleichung 

an  dK  _  dK  sh  _q 

dx    dy         dx    cy  ' 
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einer  partiellen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  deren  metrische 
Bedeutung  im  §  116(8.385(4))  angegeben  worden  ist. 

Wäre  nun  aus  der  Differentialgleichung  (2)  auf  die  allgemeinste 
Weise  z  als  Funktion  von  x  und  y  oder  x,  y,  z  als  Funktionen  zweier 
Parameter  ausgedrückt,  so  würden  die  Koordinaten  einer  vollständigen 
Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  durch  Differentiation  her- 
gestellt werden  können.  Das  heißt,  die  Ermittelung  einer  bestimmten 
solchen  Flächenklasse  hängt  von  der  allgemeinen  Integration  einer 
gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ab.  Die 
Integration  ist  vom  analytischen  Standpunkt  aus  von  Interesse,  aber 
nur  in  wenigen  Fällen  möglich. 

Zu  diesen  gehört  namentlich  die  Annahme  H=  0.  Die  partielle 
Differentialgleichung  der  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  überall 
gleich  Null  ist,  der  sogenannten  Minimalflächen  (S.  260),  lautet 

rA\     A  _!_ /^f  V^-^^  _9l^  ^1^'^        A      (^^V\  ^'^  — o 

W      l^^  -t-  [sy)   )  ^^^       ^  ^x  dy   dxdy  +  V         Vcxl  )  dy-"  ~  ^' 

Bevor  auf  ihre  Integration  eingegangen  wird,   soll  das  Linienelement 
der  Krümmungsmittelpunktsflächen  dargestellt  und  die  Rotationsfläche^ 
auf  die  sie  abwickelbar  sein  müssen,  bestimmt  werden. 
Beides  ist  einfach.     Erstens  ergibt  sich  aus 

(S.  381  (19))  für  Q2  =  —  Qi  und  unter  der  Voraussetzung,  daß  q^  der 
positive  Hauptkrümmungsradius  ist, 

(5)  ds\  =  dQi  +  Q^dg^. 

Zweitens  kennt  man  nach  §  31  eine  Umdrehungsfläche,  die  zugleich 
Minimalfläche  ist,  nämlich  das  Katenoid.  Ihre  Krümmungsraittelpunkts- 
fläche  entsteht  durch  Drehung  der  Evolute  ihrer  Meridiankurve  um 
die  Achse  der  Fläche.  Demnach  sind  die  Krümmungsmittelpunkts- 
flächen aller  Minimalflächen  auf  die  Rotationsfläche  der  Evolute  einer 
Kettenlinie  abwickelbar,  und  bilden  nach  dem  zweiten  Teil  des  Wein- 
gartenschen  Satzes  (§  122)  eine  vollständige  Klasse  aufeinander  ab- 
wickelbarer Flächen. 

Die  Gleichung  der  Evolute  kann  man  entweder  aus  der  Theorie 
der  ebenen  Kurven  entnehmen  oder  mittels  der  Formeln 

(6)  X  =  mtl)(ii),        z  =jyi  —  m^^l}'{iif  du 
(S.  407(11))  darstellen,  die  sich  auf 

ds^  =  du^ -^  ^{uf  dv^ 


1 
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stützen.     Nach  (5)  ist 

(7)  ^(it)  =  -[/tt 

zu  setzen.     Die  Ausführung  der  Quadratur  liefert 

X  =  mVu 

(8) 

^  =  A  (2  >/^^ y4l7^r^ -  mMog  y^-^^+-^^i^ 
oder 

Diese  Gleichung  stellt  für  jeden  Wert  von  m  eine  Kettenlinienevolute 
dar,  wie  man  schon  daraus  erkennt,  daß  die  Substitution 

X  =  m^x  j        z  =  m^z, 
also    eine    bloße  Veränderung    des    Maßstabes,    darauf   hinauskommt, 
diesen  Parameterwert  gleich' Eins  zu  machen.     Mit  der  Konstanten  a 
in  der  Gleichung  der  Kettenlinie  (S.  101) 

X  =  ~\&'^  +  <5    "  j 

hängt  m  durch  die  Gleichung 

m^  =  4a 

zusammen,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt. 

Die  Krümmungsmittelpunktsflächen  der  Minimalflächen  sind  also, 
wie  es  sein  muß,  auf  die  Rotationsfläche  jeder  Kettenlinienevolute 
abwickelbar. 

§  132. 
Die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimalflächen. 

Am  Schluß  des  §  93  (S.  323)  ist  angegeben  worden,  daß  das  Ver- 
schwinden von  H  das  des  Diiferentialparameters  zweiter  Ordnung  für 
jede  der  kartesischen  Koordinaten  nach  sich  zieht.  Es  sind  also  x,  y,  z 
Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung 

/        G  ^A  _  F  -^^-  E  ^-^  -  F  ^^\ 

/i\  AS  1  1    ^        ^^  dv    .     d        dv  ^w  I       n 

(1)  A^x  -  T  Kdu T +  aT T )  -  ^- 

Weil  es  jetzt  auf  eine  wirkliche  Darstellung  der  Koordinaten  ankommt, 
wird  man  die  Parameter  spezialisieren,  um  die  Gleichung  in  eine  mög- 
lichst einfache  Form  zu  setzen. 

Die  Fläche  sei  auf  ein  isometrisches  Koordinatennetz  bezogen,  und 
es  werde  für  dieses  von  vornherein 

(2)  E=G,         F=0 
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angenommen. 

Dann 

wird 

(3) 

A^ 

+ 

'') 

Die  Differentialgleichung 

(4) 

= 

0 

weist  auf  einen  Zusammenhang  der  Minimalflächen  mit  den  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen  hin.  Nachdem  man  einmal 
Abbildungsparameter  eingeführt  hat,  kann  dies  nicht  überraschen  (vgl. 
§  74  und  130).  Nun  würde  es  allerdings  wünschenswert  sein,  bei  der 
Darstellung  reeller  Flächen  ganz  im  Gebiete  des  Reellen  zu  bleiben. 
Es  ist  wichtig  sich  klar  zu  machen,  daß  dies  hier  nicht  angeht,  daß 
man  vielmehr  auch  dann  auf  komplexe  Variable  geführt  wird,  wenn 
man  das  Integrationsproblem  nach  den  klassischen  Methoden  von  Euler, 
Lagrange,  Monge  und  Ampere  in  Angriff  nimmt. 

Die  Aufgabe  ist,  von  dem  Mangel  an  Symmetrie  abgesehen,  voll- 
ständig in  der  partiellen  Differentialgleichung  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen, 

(5)  (1 -|.^2)^_2^gs-f-(l -fp2)^_0 

enthalten.  Gefordert  wird  die  Ermittelung  ihres  allgemeinen  Integrals. 
Wären  die  Koeffizienten  von  r,  s  und  t  nicht  Funktionen  von  p  und  q, 
sondern  von  x  und  y,  so  würde  man  durch  eine  von  Euler  gegebene 
Transformation  die  partielle  Differentialgleichung  mittels  der  Lösung 
einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten 
Grades  dahin  vereinfachen  können,  daß  sie  von  den  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  nur  die  mittlere  enthält. 
Es  sei  nämlich 

(6)  A^.  +  2ß^^^-+C^  +  D-0 

eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,   in  der  A,  JB,  C 

dz  dz 

nur  von  x  und  y  abhängen,  während  D  außerdem  auch  z,  -tt-  und   „— 

•^  °     '  '  dx  dy 

enthalten  kann.  B^  —  ÄC  sei  von  Null  verschieden.  An  Stelle  von 
X  und  y  führe  man  zwei  vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Funktionen 
^  und  7]  dieser  Größen  ein.  Für  die  partiellen  Ableitungen  gelten 
die  Transformationsgleichungen 


dz 

ii 

dz 

dr} 

i>  = 

+ 

di 

dx 

dn 

dx 

C^) 

dz 

ai 

+ 

dz 

dn 

Q  = 

dl 

dy 

dri 

dy 

K 

aoblauch, 

Differentialgeometrie. 
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^  ~  aa^"  \dx)  "^    d^drj  dx  dx  "^  'dn-  \dx)  "^  d^  dx^  "f"  grj  'dx^' 

*        dV   dx  dy  "*"  aiarj  Va^K   dy  ^  aa;  "ä^//  "^  dn^  dx  dy 

ai  aarai/      a?]  a^ca?/ 


,  _  a_^  /^iy ,  o  a*^_^  ar]      a^  /^-1V_l 
a4Mäi/  "^    äTärj  dy  dy  '^  d-n^  \dyj  ^ 


dz    d^t,        dz_  d^ 
ai  ~drj'  "^  dn   dy' 


Die  Differentialgleichung  (6)  nimmt  die  Form  an 

(9)  4'|^  +  2i?'/^  +  : 

WO  Ä',  B',  C  folgende  Werte  haben: 


(9)  4'|^  +  2i?'/^  +  C'0  +  O'-O, 


8I\* 


KdxJ  dx  cy  \dy J 

(10)     ^' = ^  1^  -r + ^  ( P 1^ + f'  1^) + c  ^^  ^^ 

^      ^  aa;   aa;  Vaa;   a?/         aa;   dy) 


dy   dy 


«'=^(Ä)+2i^ira:-H-«0 


Nun  mögen  die  Größen  |  und  y]  den  Bedingungen 

(11)  ^'=0,         (7'=0 

unterworfen  werden,  sodaß  in  der  transformierten  Differentialgleichung 

bloß   die   eine  Ableitung  zweiter   Ordnung  ^r^-   stehen   bleibt.     Die 

Ausdrücke  von  A'  und  C  lehren,   daß  |  und  ij  Lösungen   einer  und 
derselben  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(12)        ^©+ 2^-1^-1 +«(f;)-o 

sein  müssen.    Ihre  Integration  hängt  von  der  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung ab: 

(13)  Ady^  -  2Bdydx  +  Cdx^  =  0. 

Sind 

f{x,  y)  =  const.,        9{pc,y)  =  const. 

die  Integi-ale  der  beiden  Differentialgleichungen  ersten  Grades,  in  die 
sie  sich  zerlegen  läßt,  so  kann  man 

I  =  f{^,  y),      n  =  9{^,  y) 

annehmen.     Um  die  Reduktion  zu  Ende  zu  bringen,  hätte  man  noch 

TD' 

den  Quotienten  -^  in  die  neuen  Yariablen  zu  transformieren. 

In   eine   Gleichung   vom   Typus   (6)    kann    nun    die   Differential- 
gleichung der  Minimalflächen  mittels  einer  ebenfalls  schon  von  Euler 
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herrührenden  Transformation  übergeführt  werden,  die  darin  besteht, 
p  und  g  statt  x  und  y  als  unabhängige  und  die  Verbindung 

(14)  px  -\-  qy  —  s  =  iv 

als  abhängige  Variable  zu  betrachten.  Offenbar  kommt  dies  auf  die 
Einführung  von  Tangentialkoordinaten  statt  der  Punktkoordinaten 
hinaus.     Eine  einfache  Rechnung  liefert  die  Beziehungen 

/^r-N  dw  dw 

(15)  -?r.  =  ^^     ^«  =  y 


(16) 


dp  '  dq 

d^w  t  d^w  s  d^to 


dp^         rt  —  s^  '  dpdq  rt  —  s^'  dq_^         rt  —  s* 

Ist  w  als  Funktion  von  p  und  q  bekannt,  so  geben  die  Formeln  (15) 
und  (14)  die  Größen  x,  y  und 

dw    ,       dw 

ohne  weiteres  durch  die  Parameter  p,  q  dargestellt. 

Im  vorliegenden  Falle  lautet  die  Bestimmungsgleichung  für  w 

(17)  (1+,»)0  +  2m||^  +  (1  +  .')0  =  O, 

und  die  zugehörige  gewöhnliche  Differentialgleichung 

(18)  (1  +p^)dq''  -  2pqdqdp  +  (1  +  s')^/  =  0. 

Da  die  Determinante  der  auf  der  linken  Seite  stehenden  quadratischen 
Differentialform  positiv  ist,  so  läßt  sich  also  tatsächlich  die  Benutzung 
komplexer  Variablen  nicht  vermeiden. 

Übrigens  würde  die  weitere  Behandlung  der  Aufgabe  sich  zweck- 
mäßig nicht  an  die  Gleichung  (17)  selbst,  sondern  an  eine  andere 
anschließen,  in  der  eine  kartesische  Koordinate  oder  vielmehr  jede 
von  ihnen  der  Reihe  nach  die  abhängige  Variable  ist  und  die  mit 
Hilfe  von   (15)   leicht  aus   (17)   abgeleitet   werden  kann.     Allerdings 

enthält  sie  auch  die  ersten  Ableitungen  -tJ^  und  -^-.     Aber  gerade 

^        dp  dq  ° 

deshalb,  weil  diese  in  einer  speziellen  Verbindung  vorkommen,  führt 
die  Eulersche  Reduktion  auf  die  besonders  einfache  Form 

didn     ^' 

in  der  jetzt  |  und  t]  Funktionen  von  p  und  q  sind.  Es  ist  nicht 
erforderlich,  diese  Behandlungsweise  weiter  zu  verfolgen,  weil  auch 
die  Gleichung  (4)  mittels  der  Substitution 

(19)  u  -\-  vi  =  ^,         u  —  vi  =  rj 

dieselbe  Differentialgleichung  liefert.     Ihr  allgemeines  Integral  ist 

X  =  (p{^)  +  i'iv)' 

28* 
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§  133. 
Analytische  Darstellung  der  Minimalfläclien. 

In  dieser  Form  muß  sich  also  jede  der  drei  Koordinaten  x,  y,  s 
ausdrücken  lassen.  Aber  die  dabei  auftretenden  Funktionen  können 
nicht  aUe  sechs  beliebig  angenommen  werden,  weil  die  durch  die 
Parameterdarstellung  vermittelte  funktionale  Beziehung  zwischen  x,  y 
und  3  auch  durch  die  Differentialgleichung  (5)  wiedergegeben  wird, 
deren  allgemeines  Integral  nur  zwei  willkürliche  Funktionen  enthält. 
In  der  Tat  darf  man  z.  B. 

schreiben,  wo  dann  y  und  z  in  |'  und  iq  dieselbe  Form  behalten  wie 
in  I  und  ?j.  Außerdem  gelten  unter  Annahme  der  isometrischen  Para- 
meter u,  V  die  beiden  Bedingungsgleichungen  (2),  die  wegen 

dx        dx    ,    dx  dx        .(ex        dx^ 

du 
in 

■dx\^     A  'SJ/dxX^ 


öx        dx  dx  ./ex        cx\ 


übergehen.  Sie  liefern  zwei  Bedingungen  zwischen  den  vier  noch 
stehengebliebenen  Funktionen. 

Eine  dieser  Gleichungen  kann  man  übrigens  weglassen,  wenn  man 
von  vornherein  der  Realität  wegen  in  einer  Formel  wie 

X  =  (f{u  +  vi)  -\-  i>(u  —  vi) 

unter  ilf(ii  —  vi)  die  zu  (p(u  -f  vi)  konjugierte  Funktion  versteht.  Der 
reelle  Teil  einer  komplexen  Größe  werde  durch  Vorsetzung  des  Buch- 
stabens ffi  gekennzeichnet.     Dann  läßt  sich  schreiben 

(1)  x  =  mm,        y=^dlg{^),        3  =  mil), 

wo  die  drei  Funktionen  f,  g,  h  durch  die  Bedingung 

(2)  n^)'  +  g'{^)'  +  h'{^y  =  o 

verbunden  sind.     Setzt  man  nach  Weierstraß 


(3)  ^  =  ^0. 

so  liefert  sie 

(4) 


r-ig  _  1 


Das  betrachtete  Flächenstück  soll  so  begrenzt  sein,  daß  nicht  nur  So 
eine  eindeutige  Funktion  von  |,  sondern  auch  |  eine  eindeutige  Funk- 
tion von  Sq  ist.     Die  beiden  Beziehungen  (3,  4)  sind  mit 


(5) 
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r    _    9     _  „^ 


gleichbedeutend.  Bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  der  drei 
Quotienten  mit 

so  erhält  man 

(6)  dy  =  m{l-\-sl)%{s,)ds, 
d2  =  ^2sQ%Q{s^dSf, 

oder,  wenn  s^  zu  Sq,  %x{s^  zu  ?3^o(-^o)  konjugiert  ist, 

(7)  dy==i'^%,{s,)ds,  -  *^-'^S,(s,)^5i 

oder  auch 

X  =  1/(1  -  sl)%,{s,)ds,  +  |J(1  -  s?)gi(s,)^si 

(8)  y  =  1/(1  +  sl)%,{s,)ds,  -  1/(1  +  sj)^,(5,)rfs, 

wobei  die  Integrale  in  den  beiden  Bestandteilen  jeder  der  drei  Formeln 
über  entsprechende  Wege  zu  erstrecken  sind. 

Kommt  das  Linienelement  der  Fläche  in  der  Untersuchung  nicht 
vor,  so  ist  der  Index  0  bei  s  und  ^  wegzulassen. 

Während  die  Realität  der  Darstellung  (8)  unter  den  über  s^  und 
Si(^i)  gemachten  Voraussetzungen  unmittelbar  einleuchtet,  ist  noch 
zu  untersuchen,  ob  diese  Annahmen  für  eine  beliebige  reelle  Minimal- 
fläche auch  notwendig  sind.  Es  seien  also  Sq  und  5^  beliebige  kom- 
plexe Variable.     Nach  (8)  oder  (7)  ist 

(9)  |y=i(l-s«)g„(So),     |f-i(l+«;)goW,     -|f=s.S.(».) 


(10)  t-^l^-SoW 


I 
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(11) 


dx        .dy 


und  ebenso 

(1*)  lf  +  'lt  =  3.(A) 

dx        .dy 
(15)  li^  -  -  .. 

('«)  (lf)V(t)V(|)  =  o. 

Ferner  hat  man,  wenn  längs  der  Fläche  z  als  (reelle)  Funktion  von 
X  nndi  y  betrachtet  wird, 

/■in\  dz  dx  dy 

(")  wr^js^.  +  'iw, 

/1Q\  dz  dx    .       dy 

x\us  (17)  und  (12)  ergeben  sich  nun  für  -„—  /  -75—  und  -7^  /  -?r—  Aus- 
drücke  a  ±  &t,  c  +  di,  und  aus  (18)  und  (16)  dieselben  Werte,  zu- 
nächst abgesehen  von  der  Zuordnung,  auch  für  ^—  /  ^—  und  -7^  /  o    • 

^  *"__^  ds^  I   ds^  ds^  I   dsi 

Und  da  i^~  /  0     nicht  gleich   „      /-?r—  werden  kann,   so  müssen  die 

ds^  I   dSo  ^  dSi  I   ds^  ' 

beiden  Quotienten  einander  konjugiert  sein,  und  ebenso  -^  /  -„—  und 
-^/ „— •  Vermöge  (11)  und  (15)  gilt  dasselbe  für  Sq  und  s^.  Als- 
dann werden  wegen  der  Realität  von  x  und  y  die  Ableitungen  -^— 
und  -^j   -^  und  —-   konjugiert    komplexe    Größen,    und    demnach 

schließlich  auch  die  durch  (10)  und  (14)  bestimmten  Funktionen  ^o(So) 
und  ^,(sj, 

Man  kann  die  gefundene  Darstellung  vom  Integralzeichen  befreien, 
indem  man 

(19)  ^0(^0)  =  ^^ 
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setzt.     Dadurch  ergibt  sich 

x  =  ^[il-sl)  ^^^  +  2s,   -^-^^  -  2F,{s,)  ) 
(20)         1,  =  ^  {i{l  +  sl)  -^^«^  -  2is,  ^^  +  2iF,{s,)) 

\     °       dsl  rf«o     / 

§  134. 
Sphärische  Abbildung  der  Minimalflächen. 

Um  die  Evoluten  der  Minirualflächen  darzustellen,  braucht  man 
noch  die  Richtungskosinus  der  Normale  und  einen  Hauptkrümmungs- 
radius.    Den  auf  S.  49   stehenden  Ausdrücken  entsprechend  hat  man 

/IN  Y  —  —  (^  —  —  -—  ^\ 

zu  setzen,  dabei  aber  T  neu  zu  definieren,   weil  T^  jetzt  nicht   mehr 
positiv  ist.    Aus  den  Gleichungen  (9)  und  (13)  folgt 

TX  =  i  {s,  +  s,){s,s,  +  1)  Uso)  ^i(5x) 

(2)  TY  =  I  (^0  -  s,)  (s,s,  +  1)  Uso)  Si(Si) 

TZ^^  (s,s,  -  1)  (s,s,  +  1)  ^o(So)  %,(s,) 

(3)  T^  =  -iis,s,  +  \y^,(s,y^,is,y. 

T  soll  nun  so  gewählt  werden,  daß 


SoSi  +  l'  *o«i  +  l'  «o«i  +  l 

wird.     Hieraus  kann  man  umgekehrt  5^  und  s^  berechnen  und  erhält 

Reeller  und  imaginärer  Teil  von  Sq  sind  jetzt  leicht  geometrisch  zu 
deuten.  Man  projiziere  den  Bildpunkt  (XYZ)  des  Flächenpunktes  (a;«/^) 
vom  Schnittpunkt  der  Einheitskugel  mit  der  positiven  ^- Achse  aus 
auf  die  (rry)- Ebene.  Für  die  Koordinaten  u,  v  der  Projektion  ergibt 
sich  aus  der  Anschauung  sofort 


(6)  u  =  j 


X  Y 
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sodaß 

(7)  Sq  =  u  -\-  vi 

wird.     Erteilt  man  u  einen  konstanten  Wert  C,  so  erhält  man 

X  +  CZ  =  (7, 
die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  den  Pol  (0,  0,  1)  der  Projektion 
hindurchgeht  und  der  ?/- Achse  parallel  ist.  Entsprechendes  gilt  für 
V  =  C.  Die  Punkte  der  Kugel  sind  also  auf  zwei  Kreisscharen  be- 
zogen. In  (4)  eingeführt,  liefern  die  Parameter  dieser  Scharen  die 
Ausdrücke 

/o\  V  ^  2tt y  ^  2v  _  u^^v^~l 

Endlich  erhält  man  hieraus 

(9)  ^^^  =  ^0:^'^. 
oder,  den  ursprünglichen  Formeln  (4)  gemäß, 

(10)  ^^^  =  ^i^A   . 

Das  sphärische  Kurvennetz  u  =  const.,  v  =  const.  ist  demnach  isome- 
trisch. 

Zu  (10)  gehört  für  die  Fläche  selbst  die  aus  (7)  des  vorigen 
Paragraphen  folgende  Formel 

(11)  ds^^  =  (s,s,  -f  iy^o(so)^^(si)ds,ds,. 
Aus  beiden  zusammen  ergibt  sich 

(12)  ds'  =    (ß^±^  c^^^,^)  c^^(,^)  ^^2. 

Eine  Minimalfläche  wird  also  durch  parallele  Normalen  konform  auf 
die  Einheitskugel  abgebildet. 

Für  diese  Tatsache  läßt  sich  ein  einfacherer  Beweis  geben,  bei 
dem  die  explizite  Darstellung  der  Koordinaten  nicht  gebraucht  wird. 
Die  Minimalflächen  gehören  zu  den  Weingartenschen  Brächen.  Wird 
eine  solche  auf  die  Parameter  der  Krümmungslinien  bezogen  und 

ds^  =  E*dp^  +  G*dq' 

gesetzt,  so  kann  nach  S.  380  (14) 

(13)  G^*  =  eV^.  (('!-?.) 

angenommen  werden.     Dieser  Ausdruck  wird  hier  gleich  q^,  und  E* 
erhält  denselben  Wert.     Demnach  ist 

(14)  ds''=^Q,{dp^  +  dg_^). 
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Auf  verschiedenen  Wegen,  z.  B.  durch  Spezialisierung  der  Formeln 
für  (S,  5,  @  auf  S.  226,  findet  man  weiter 

(15)  da'  =  ^(d2f^  +  dq'), 
also 

(16)  ds^=^Qldö\ 

Die  Vergleichung  mit  (12)  ergibt 

Aus  (4),  (17)  und  der  Darstellung  der  Minimalflächen  lassen  sich 
schließlich  deren  Evoluten,  also  eine  vollständige  Klasse  aufeinander 
abwickelbarer  Flächen,  unmittelbar  bestimmen. 

§  135. 
Schiebungsflächen.     Die  Scherksche  Minimalfläche. 

Wegen  des  in  den  Formeln  auf  S.  437  enthaltenen  engen  Zu- 
sammenhanges zwischen  den  Funktionen  eines  komplexen  Arguments 
und  den  Minimalflächen  nehmen  diese  nebst  den  aus  ihnen  abgeleiteten 
in  der  Gesamtheit  aller  Flächen  eine  Sonderstellung  ein.  Sehr  inter- 
essante Untersuchungen  haben  sich  an  Aufgaben  angescblossen,  die 
die  Bestimmung  von  Minimalflächenstücken  bei  vorgeschriebener  Be- 
grenzung fordern.  Allein  diese  Aufgaben  müssen  hier  außer  Betracht 
bleiben,  weil  für  sie  dieselbe  Bemerkung  gilt  wie  am  Schluß  des  §  76, 
Es  sind  funktionen theoretische  Probleme  in  geometrischer  Einkleidung. 

Auch  abgesehen  von  solchen  Problemstellungen  soll  die  Theorie 
dieser  besonderen  Klasse  von  Flächen  nicht  weiter  verfolgt  werden. 
Nur  werde  noch  gezeigt,  wie  man  unter  Umständen  spezielle  Minimal- 
flächen durch  Hinzunahme  anderer  Eigenschaften  zu  H  =  0  finden 
kann,  ohne  die  allgemeine  Darstellung  der  Koordinaten  als  bekannt 
vorauszusetzen.  Im  §  31  ist  eine  Minimalfläche  bestimmt  worden,  die 
zugleich  Umdrehungsfläche  ist.  Nun  tritt  der  Vorstellung  der  Drehung 
die  der  Parallelverschiebung  zur  Seite.  Um  nicht  zu  elementare  Resul- 
tate zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  eine  beliebige  Raumkurve  werde  so 
verschoben,  daß  jeder  ihrer  Punkte  eine  einer  anderen  Raumkurve 
kongruente  und  gleichgestellte  durchläuft.  Ihr  geometrischer  Ort  wird 
dann  als  Schiebungsfläche  (Translationsfläche)  bezeichnet.  Die  be- 
wegliche Kurve  sei  fest  mit  einem  Achsensystem  verbunden,  das  dem 
im  Räume  festen  parallel  ist,  und  ihre  Koordinaten  im  beweglichen 
System  mögen  als  Funktionen  eines  Parameters  u  betrachtet  werden, 
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f^[u),  giiit),  \{u).  Sind  Xq,  y^,  Zq  die  Koordinaten  des  Anfangspunktes 
des  beweglichen  Systems  inbezug  auf  das  feste,  so  ist  die  Darstellung 
der  Kurve  für  dieses  System: 

Gibt  man  nun  u  irgend  zwei  verschiedene  konstante  Werte,  so  sollen 
der  Anuahme  nach  zwei  Gleichungssysteme  der  Form 

entstehen,  wo  x^^,  ...  ^go  Konstanten  sind.     Dies  ist  nur  für 

^0  =  /2  (^);  2/0  =  92  (V) ,  ^0=^2  (^) 

möglich;  wenigstens  wenn  von  drei  additiven  Konstanten  abgesehen 
wird,  die  bei  passender  Wahl  des  Anfangspunktes  gleich  Null  gesetzt 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  in  die  Funktionen  f2{v),  ...  auf- 
genommen werden  können. 

Hiernach  ist  die  Darstellung  der  Schiebungsfläche: 

X  =  f^{u)  i-  f^iv) 

(1)  y  =  9M  +  92{^) 

Der  bloße  Anblick   der  Gleichungen  lehrt,   daß  die  Fläche   noch  auf 

eine  zweite  Art  durch  Verschiebung  einer  Kurve  erzeugt  werden  kann. 

Die  drei  Koordinaten  genügen  der  partiellen  Differentialgleichung 

dudv 

und  damit  der  Bedingung  _M  =  0,  d.  h.  die  beiden  Scharen  erzeugender 
Kurven  sind  einander  konjugiert. 
Es  sei  nun  ganz  speziell 

(2)  z  =  (p{x)-{-xp{y). 

Die  Frage,  ob  durch  eine  solche  Gleichung  eine  Minimalfläche  dar- 
gestellt werden  kann,  ist  leicht  zu  beantworten.     Da 

(3)  5  =  0 

ist,  so  reduziert  sich  die  partielle  DiflFerentialgleichung 

(4)  {l  +  q^)r-2pqs  +  {l+p'')t  =  0 
auf 


r 


^+P'  1  +  2' 
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d.  h.  auf 

<p"(ic)  ^"{y) 


Hierin  müssen   die  linke   und  die  rechte  Seite   gleich   einer  und  der- 
selben konstanten  Größe  sein: 

qp"(«=)      _  ^  ^"(y) ^ 


Nach  Weglassung  unwesentlicher  Konstanten  erhält  man 

,-.  „        cos c« 

(5)  e"  = ^  • 

^   ''  cos  ex 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Scherkschen  Minimalfläche. 

Die  zu  ihrer  Herleitung  angewendete  Methode  besteht,  allgemein 
gesprochen,  darin,  die  Minimalfläche  außer  der  für  sie  charakteristischen 
Gleichung  (4)  noch  einer  zweiten  partiellen  Differentialgleichung,  im 
vorliegenden  Falle  (3),  zu  unterwerfen.  Selbstverständlich  braucht  eine 
solche  nicht  ebenfalls  von  der  zweiten  Ordnung  zu  sein.  So  würde 
bei  der  Frage  nach  den  Rotationsflächen  die  mit 

gleichbedeutende  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

py  —  qx  =  0 

hinzutreten.  Zu  bemerken  ist  aber,  daß  im  §  31  ebenso  wie  hier  der 
Erfolg  der  Methode  in  der  Kenntnis  des  Integrals  der  hinzugenommenen 
Differentialgleichung  begründet  ist. 

§  136. 

Eine  zweite,  durch  die  Minimalflächen  bestimmte  Klasse 

aufeinander  abwickelbarer  Pläclien. 

Weingarten  hat  bewiesen,  daß  durch  die  Minimalflächen  noch  eine 
andere  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  bestimmt  wird.  Man 
kommt  auf  sie  durch  Benutzung  eines  speziellen  Paares  von  Parametern. 
Es  sei 

(1)  xX  +  yY-i-^Z^p 

(2)  1(^^+2/^-1-^^)  =  ?. 

p  ist  also  der  algebraische  Wert  des  Abstandes  der  Tangentialebene 
vom  Anfangspunkt   der  Koordinaten,    q  das  halbe   Quadrat   des  von 
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diesem  Punkte  ausgehenden  Radiusvektors  der  Fläche.    Welche  Form 
nehmen  die  Weingartenschen  Gleichungen 

dX  8x  dx 

dX  dx  dx 

für  diese  Parameter  an? 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  durch  Differentiation 


(4) 

^^  dp  -  ^' 

S7     3X       n 

(5) 

.^       cq 

Setzt  man  für  die  Ableitungen  der  Richtungskosinus  der  Normale  die 
Werte  aus  (3)  in  (4)  ein  und  benutzt  (5),  so  erhält  man 

(6)  ^12  =  1;  ^22=0- 

Nun  ist  nach  S.  225(16,  13) 

H=  —  (r}n+ V22) 

K  -  VnV22  —  Vu%iy 
folglich  wird 

und  die  Weingartenschen  Gleichungen  lauten 

dX 77  ^    I   ^ 

dp   ~  dp        dq 

(8) 

dq  dp 

Es  sei  nun  die  Fläche  (x,  y,  z)  eine  Minimalfläche.    Die  für  H  =  0 
aus  der  ersten  Gleichung  (8)  hervorgehende 

^^^  dp        dq 

bildet  mit  den  beiden  entsprechenden  zusammen  das  System  der  Inte- 

grabilitätsbedingungen  für  die  drei  Differentialausdrücke 

xdp  -\-  Xdq  =  dx' 
(10)  ydp  +  Ydq  =  dl/ 

zdp  -{-  Z dq  =  dz. 
Betrachtet  man  die  hiernach  durch  Quadraturen  bestimmbaren  Größen 
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x,  y'j  z  als  Koordinaten  einer  neuen  Fläche,  so  findet  man  für  das 
Linienelement 

^dx'^  =  dp^  ^x"  -^2dpdq^xX  +  d<f  2^\ 
d.  h. 

(11)  ds'^  =  2qdp'^  -\-  2pdpdq  -\-  dq^. 

Dieser  Ausdruck  ist  von  der  speziellen  Minimalfläche,  deren  Koordi- 
naten X,  y,  z  nebst  den  zugehörigen  Größen  X,  Y,  Z  bei  der  Bildung 
von  x,  y',  z  benutzt  worden  sind,  vöUig  unabhängig.  D.  h.  sämtliche 
Flächen  mit  den  Koordinaten  x' ,  y',  z  sind  aufeinander  abwickelbar. 
Umgekehrt  lassen  sich  alle  Flächen,  für  die 

(12)  E'^2q,         F'  =  p,         (^'=1 

ist,  in  der  angegebenen  Weise  durch  die  Minimalflächen  darstellen. 
Denn  sind  x',  y',  z  die  kartesischen  Koordinaten  irgendeiner  solchen 
Fläche,  so  setze  man 

dx'  dy   dz' 

dp  '  dp        ^ '  dp 

dx  ^  -^  dy_  ^  Y  1^  ^  z 

dq  '  dq  '  dq 

und  betrachte  x,  y,  z  als  Koordinaten  einer  neuen  Fläche.  Die  Be- 
hauptung würde  bewiesen  sein,  wenn  gezeigt  wäre,  daß  für  diese  die 
mittlere  Krümmung  verschwindet  und  daß  X,  Y,  Z  für  sie  die  Be- 
deutung der  Richtungskosinus  der  Normale  haben.    Nun  ist 

j^        dp       ^j  dq     dp*  dp  2    dq 

^        dq       jiLj  dq    dpdq~  2    dp  ' 

mithin  gilt  der  zweite  Teil  der  Behauptung.     Ferner  ist 

dx  ^  dx 

dp    ~  dq  ' 
und  dies  würde  mit  der  ersten  Gleichung  (8)  verglichen 

Ä  ?^  =  0 
cp 

liefern,  wenn  p  und  q  wirklich  dieselbe  Bedeutung  hätten  wie  in  jener 
Gleichung.    Es  wird  aber  in  der  Tat 
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ST?    V       '^dx    dx         -j;,, 


2^'  -2{w)-^'-'^' 

und  es  gelten  also  die  drei  Gleichungen 

Aus  ihnen  würde  man  H=0  nicht  schließen  können,  wenn  gleichzeitig 

und  demnach  das  durch  die  Grleichungen 

_  dx  _  dy'  _  dz' 

^~~dp'       y  ~  JF'       ^ ~  dp 

aus  der  Fläche  (x',  y',  /)  abgeleitete  Gebilde  nicht  eine  Fläche,   son- 
dern eine  Kurve  wäre.    Die  dann  aus  (13)  folgenden  Gleichungen 

d^'  _  ^  l^y'  _  ..  Üfl  =  0 

dp^  '  dp^  '  dp^ 

oder 

x'  =  Xq  +  ap 

^'  =  ^0  +  (^P 

kennzeichnen  die  Fläche  (x,  y',  z)  als  geradlinig.    Vergleicht  man  ihre 
Fundamentalgrößen  mit  den  durch  (12)   bestimmten,   so   erhält  man 

Sowohl  aus  der  ersten  wie  aus  der  zweiten  dieser  Bedingungen  folgt 

2'     da        ^ 

und  aus  der  dritten  u.  a. 

Diese    beiden  Annahmen    widersprechen    sich,    die    Gleichungen    (13) 
können  nicht  bestehen,  und  es  bleibt 

jff=0 

übrig,  womit  auch  der  erste  Teil  der  Behauptung  bewiesen  ist. 

Setzt  man 
(14)  (l  =  \^\ 
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SO  kann  man  durch  die  weitere  Substitution 

(15)  r  -j-  p  =  u,         r  —  p  =  V 

die  Fläche  (x\  y',  /)  auf  orthogonale  Koordinaten  bringen.  Es  wird 
nämlich 

(16)  ds'  =  '"'^''(udu^  +  vdv'). 

Das  Koordinatennetz  ist  isometrisch.  Um  Abbildungsparameter  einzu- 
führen, kann  man 

udu^  =  mda^,         vdv^  =  mdß^ 
setzen  und  über  die  Konstante  tn  so  verfügen,  daß  in 

f?s'2  =  m'  (J  +  ß^)  {da^  +  dß') 
m' =  1  wird.    Die  Substitution  wird  dann 

(17)  M  =  l/3a*,         v^y^ß^, 
und  die  Formel  für  das  Linienelement 

(18)  ds'  =  {Ji-  ß^) (da'  +  dß'). 
ds'  hat  also  die  LiouviUesche  Form  (§  83). 

§  137. 
Verallgemeinerung  der  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen. 

Die  Gleichungen  (10),  die  zu  der  Formel  (11)  für  das  Linienele- 
ment ds  geführt  haben,  sind  von  Weingarten  selbst  verallgemeinert 
worden.    Es  werde  gesetzt: 

xd(f>2  +  Xdcp^=  dx 

(1)  yd(p^  +  Yd(p^=  dy 

zd(p^  +  Z  dcpi  =  d/, 

wo  qpj  und  ^2  gegebene  oder  zu  bestimmende  Funktionen  der  Para- 
meter p,  q  bezeichnen.  Wenn  die  Integrabilitätsbedingungen  für  die- 
drei  Differentialausdrücke  erfüllt  sind,  wie  es  beim  Ansatz  (1)  bereits 
vorausgesetzt  wird,  so  können  x',  y',  z  als  Koordinaten  einer  Fläche 
aufgefaßt  werden,  deren  Linienelement  durch 

(2)  ds''  =  2(idtf\  +  2pd(p^d(p^  +  dcpl 
bestimmt  wird. 

Nun  ist 
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mitliin  lautet  die  Iiitegrabilitätsbedingung 

dq\     dp  '  cp   J         dp\      dq      '  dq  / 

CX   dtPi  .     dX  dq)i   dx    dcpi         dX  dq)^ 

dq    dp  dq    dp  dp    dq  dp     dq    ' 

dx  dK 

Werden  hierin  für  -„ —  und  ^-  -  die  Werte  (8)  eingesetzt,  so  erhält  die 
Gleichunof  die  Form 


und  da  ebenso 


^  dx    ,        dx       f, 
dp         ^  dq  ' 

^^  +  "11  =  « 

r  dz     .        dz        p. 
dp         ^  dq 


ist,  so  muß  A  =  0,  ^  =  0,  d.  h. 


dq  dp  dq 

^<Pi    _  f  9l     _   Q 

dp  dq 

sein.    Die  letzte  Bedingung  ist  mit 

dcp  dcp 

fi  =   -fp  >  ^2  =    dq 

gleichbedeutend,  und  die  vorletzte  liefert  dann 

Die  Einführung  von  H,  K,  p  und  q  transformiert  diese  Gleichung  in  eine 
partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Flächen  (x,  y,  z). 
Und  wenn  für  bestimmte  Annahmen  über  die  Funktion  cp  das  allge- 
meine Integral  dieser  Gleichung  angegeben  werden  kann,  so  läßt  sich 
aus  (1)  mittels  Quadraturen  eine  Klasse  von  Flächen  {x,  y',  z)  be- 
stimmen, die  zu  dem  durch  (2),  nämlich 

(4)  ä.'^-2a{ä','^'+2,äl^ä%+{ä%)' 

definierten  Linienelement  gehören.  Sie  bilden  eine  vollständige  Klasse 
aufeinander  abwickelbarer  Flächen,  wenn  die  Rechnung  in  demselben 
Sinne  wie  im  vorigen  Paragraphen  umkehrbar  ist,  worauf  jedoch  nicht 
aufs  neue  eingegangen  werden  soll. 
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Weingarten  hat  nun  gefunden,  daß  für 

(5)  cp  =  ^  +  ß^-pq 

die  Relation  (3)  auf  eine  integrable  Gleichung  führt.     Es  wird 


(6) 

^-p^+ßp-^,  i:- 

-P 

(7) 
also 

oder 

d'cp 

dp' 

H+Ki2p  +  ß)  =  0 

d'cp 

=  0, 

(8) 

Q,  +  Q,  =  -2p-ß. 

Die  hierdurch  dargestellte  partielle  Differentialgleichung  erscheint  in 
besonders  übersichtlicher  Form  bei  Benutzung  komplexer  Parameter, 
die  mit  den  im  §  133  eingeführten  in  unmittelbarem  Zusammenhange 
stehen.    Nach  S.  347  (6)  ist 

1  I     ^        du  ov    ,     d        ov  du 


(9)  ,,  +  ,,  =  -2P-iyj^    -^    ■--+^-,^^ 

Setzt  man  nun  in  der  Formel  S.  440(10) 

(10)  5o  =  u,         Si  =  - 

so  wird 

/i  i\  7   9        4kdudv 

(11)  dö^  = -. Tg, 

also 

(12)  @  =  @  =  0,        % 


{u  —  v)* 


und,  im  zweiten  Gliede  auf  der  rechten  Seite  von  (9)  vorkommend, 

(13)  Afp  =  (,.-.)«  3^, 

mithin 

(14)  p.  +  p^.-ap-c«-.)'/;!'^. 

Da  hier  p  =  P  ist,  so  geht  aus  (8)  die  partielle  Differentialgleichung 

^     ^  dudv      (« —  vY 

hervor.    Ihr  allgemeines  Integral  ist  ohne  weiteres  angebbar, 

(16)  F  ^  ß\og{u  —  v)  +  q}{u)-\-t{v). 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  29 
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Für  das  Linienelement  der  abgeleiteten  Flächen  gilt  nach  (4)  die 
Gleichung 

(17)  ds'^  =  2qdp^  -2p dp d{p^  ^  ßp  -  q) -\-  {d{p^  -\-  ßp  -  q)y 


ds'^  ==  2qdp^  -  2d^{d  (^  +  ßp  -  q)  +  d^ 

=  2q  dp'  -  (d  ^)  V  {d  (^^  -^ßp-  q)y 
=  (2q-p^)dp'  +  (^  (^  +  ßp  -  q)J- 


Setzt  man  also 


^  +  ßp  —  q  =  -u, 


so  erhält  man 

(18)  ds'  =  du'  +  2(u  +  ßp)dp\ 

Für  j8  =  0  liefert  diese  Formel,  wenn  j)  ]/2  =  v  gesetzt  wird,  das 
Linienelement  der  Evolute  einer  Minimalfläche  (§  131). 

§  138. 
Die  Laplacesche  und  die  Eulersclie  Differentialgleichung. 

Der  Ausdruck  (5)  der  Funktion  q)  kann  dadurch  weiter  verall- 
gemeinert werden,  daß  auch  der  dritten  Potenz  von  p  noch  ein  be- 
liebiger konstanter  Faktor  hinzugefügt  wird.  Das  Linienelement  ds' 
der  aufeinander  abwickelbaren  Flächen  enthält  dann,  nach  Reduktion 
auf  eine  der  Formel  (18)  entsprechende,  im  Koeffizienten  von  dp'  noch 
ein  Glied  mjt  p'.  In  der  Gleichung  (8)  ist  der  Koeffizient  der  Größe  p 
von  —  2  verschieden,  und  dies  bewirkt,  daß  bei  Benutzung  von  (14) 
P  auch  außerhalb  des  Differentiationszeichens  stehen  bleibt.  Die  Kon- 
stante ß  ist  hier  ohne  wesentliche  Bedeutung  und  kann  weggelassen 
werden;  wichtig  ist,  daß  die  partielle  Differentialgleichung  (15)  durch 
eine  der  Form 
(1)  i^=.-^^ 

vertreten  wird.    Sie  ist  schon  von  Euler  auf  ihre  Integrabilität  unter- 
sucht worden. 

Ein  natürlicher  Weg,  die  Integration  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung  zu  versuchen,  geht  davon  aus,  zunächst  eine  Ab- 
leitung der  gesuchten  Funktion  als  abhängige  Variable  zu  betrachten. 
Setzt  man  demgemäß  z.  B. 
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dv 


=  A 


und  leitet  aus  (1)  eine  Differentialgleichung   für  P^  her,   so   bemerkt 

dP 
man  sogleich,  daß  darin  auch  die  Ableitung  ^— '    linear  auftritt.    Die 

Erörterung  soll  infolgedessen  an  die  allgemeinere;  nach  Laplace  be- 
nannte Differentialgleichung 

^  ^  dudv  du    ^       dv 

geknüpft  werden,  in  welcher  a,  h,  c  gegebene  Funktionen  .von  u  und  v 
bedeuten. 

Es  werde 

gesetzt,  so  ergibt  sich  zunächst 

■1^  -  P I-  +  h(P,  -  aP)  +  cP  =  0 

du  du    '      ^    '-  '    ^ 

oder  für 

(4)  -^ — [-ah  —  c  =  h: 
^  ■'  du 

(5)  |^  +  &P,-AP  =  0. 
Wäre  nun 

so  würde  das  allgemeine  Integral  bekannt  sein, 

P,==n;(v)e-f"'\ 

und  die  Substitutionsgleichung  (3)  würde  als  gewöhnliche  lineare  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variablen  v  be- 
handelt werden  können.  Ihre  allgemeine  Lösung  ist  also  durch  Qua- 
draturen darstellbar;  dabei  tritt  eine  zweite  willkürliche  Funktion  auf, 
und  zwar  von  u. 

Ist  h  nicht  gleich  NuU,  so  kann  man  P  aus  (5)  in  (3)  einsetzen 
und  erhält  für  P^   eine   Differentialgleichung   derselben  Art  wie   (2) 

(6)  f^'-  +  a,  |A  +  ft|^  +  CiPi  =  0, 
^  ^  dudv   'lg«  dv  ^    ^  ' 

wo  die  neuen  Koeffizienten  folgende  Werte  haben: 

_  1    dh^ 

/^N  "      OV 

^       dv  '  h   dv 

29* 
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Wäre  jetzt  Pj  bekannt,  so  würde  man  P  aus  (5)  durch  Differentia- 
tion finden.  Nun  entspricht  der  Größe  h  für  die  partielle  Differential- 
gleichung (6)  die  Verbindung 

d.  h. 

(8)  k^^h^p.-^^^^^. 

^  ''  ^  du        ov  ouov 

Dieser  Ausdruck  wird  noch  übersichtlicher,  wenn  gleichzeitig  mit  h 
die  Größe  h  eingeführt  wird,  auf  die  man  kommt,  wenn  man  statt  (3) 
die  Substitution 

anwendet.    Da 

(10)  h  =  ^  +  ah-c 
zu  setzen  ist,  so  wird 

(11)  ä,==2A-ä;-^^. 

Das  allgemeine  Integral  von  (6)  und  damit  auch  von  (2)  kann  als 
bekannt  gelten,  wenn 

ist.    Trifft  dies  nicht  zu,  so  ist  noch 

zu  untersuchen,  weil   für  Ti^=  0  dasselbe  gelten  würde.     Allein  nach 
(7)  wird  \  gleich  h,   kann   also  der  Annahme  nach  nicht  Null  sein. 
Setzt  man  demgemäß  die  Transformation  in  derselben  Weise  weiter 
fort,  so  kommt  man  auf  eine  Reihe  von  Größen  h,  \,  \,  .  .  . ,  wo 

dnog\ 


^2=  2\  —  \  — 


dudv 


(12)  h,=  2\-h-^-'^^^ 

^     '  2  1  dudv 

und  allgemein 

ist.    Für  die  Gleichung  (1),  also  unter  den  Annahmen 

(14)  a-=0,        &  =  0,        c==-j^, 

wobei 

h  =  h 
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wird,   ist  es  unnötig,  noch   eine  weitere  Reihe  von  Größen  hinzuzu- 
nehmen,  deren  Anfangsglied  Ti  ist  und  die  bei  einer  zweiten,  mit  (9) 
beginnenden  Kette  von  Transformationen  auftreten. 
Im  besonderen  ist  für  die  Werte  (14) 

h  =  —  c  =  ,- ,5 


Ä,  =  A,  +  {\  -  A)  +  ^^,  =  Ä,  +  ~-^y  =  ~^y 


«  "■    '^        (u  —  V 


2« 

{u  —  vy 


^^^^  ^«-       {u-vy  ^ 

Hiernach  sind  die  Flächen  des  oben  beschriebenen  Linienelements  immer 
dann  bestimmbar,  wenn  a  der  Bedingung 

(16)  a  =  —  n(n  -f-  1) 

genügt,  in  der  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

§  139. 
Die  Liouvillesche  Differentialgleichung. 

-  Eine  andere,  bei  verschiedenen  Untersuchungen  vorkommende 
DiJßPerentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren  Integral  ebenfalls  allge- 
mein bestimmt  werden  kann  und  die  die  Form 

duov      '  ^  ^ 
hat,  ist  die  Liouvillesche 

^  '  ducv 

oder 

(2)  ^^^'  ==  A. 

Wir  setzen  nach  Liouville 


(3)  A  = 


du 


und  integrieren,  ohne  links  die  Transformation  durchzuführen,  nach  u, 
so  wird 
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d.  h. 

ä-^-  =  "^  ^ — \-  /  (^)  ^ö" ) 

öuov  du       '  ^  ■'  ou^ 

und  bei  nochmaliger  Integration  nach  derselben  Variablen: 

(4)  f^- =  1^^ +  /-(.)# +  K.). 

Diese  Gleichung,  in  der  nur  die  eine  unabhängige  Variable  v  explizite 
vorkommt,  ist  vom  Riccatischen  Typus.  Ihr  allgemeines  Integral  kann 
durch  Quadraturen  ermittelt  werden,  wenn  eine  spezielle  Lösung  liv) 
bekannt  ist.    Es  sei  dann 

(5)  ^  =  ;^(,)-|. 

Unter  Berücksichtigung  der  Identität 

geht  (4)  in 

(6)  -ai  +  (zW+/'W)e-|  =  0 

über,  eine  lineare  Differentialgleichung,  deren  allgemeines  Integral  ohne 
weiteres  angebbar  ist.  Die  auftretende  willkürliche  Konstante  ist  durch 
eine  Funktion  von  u  zu  ersetzen.    Schreibt  man 

(7)  ^Jef^'''^^'^'^^''dv  =  t{v), 
so  wird 

t  =  yW  +  ^C^) 

^  2i/)'(w)        ' 

also 

(8)  &  =  xiv) 


(piu)-\-ip{v)  " 

Die  Funktion  tp  vertritt  die  vorher  eingeführte  unbestimmte  Funktion  f. 

Nun  handelt  es  sich  aber  nicht  um  -9-,  sondern  um  X  ^  ^s—  •    Man 

'  du 

braucht  also  die  spezielle  Lösung  x{v)   garnicht  zu   kennen,   sondern 
erhält  sofort 


(9)  A  = 


2  q)'  (u)  il)' (v) 
{(p{u)-\-ip{v)y 


Daß    die    beiden  Funktionen   q){u)   und   tlj(v)    ganz   willkürlich   ange- 
nommen werden  dürfen,  wie  der  Begriff  des  allgemeinen  Integrals  der 
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Grleichung  (1)   es  fordert,    folgt    unmittelbar    durch  Verifikation    der 
Lösung  (9). 

Ist  allgemeiner  die  Differentialgleichung 

oder,  für  e*'  =  A, 

(11)  ^-^  =  abX 

gegeben,  so  heißt  das  Integral 

/|2)  ;i,  =      2(p'{u)tp'{v) 


ab(cp{u)  -{-''p{v))' 

Ein  Zusammenhang  'zwischen  der  Liouvilleschen  Differentialglei- 
chung und  dem  hier  vorliegenden  Problem  ergibt  sich  vermittelst  der 
Annahme 

(13)  p,  +  ?,  =  |(e^^-l)-2P. 

Die  aus  ihr  hervorgehende  partielle  Differentialgleichung 

(14)  (•'-'')%i^-|(i-^") 

wird  nämlich  durch  die  Substitution 

(15)  F  =  ^log{u-v)^0 

in 

^     ^  dudv  0 

übergeführt.    Und  andererseits  ist  (13)  für  P  ==  p  ein  Spezialfall  der 
Gleichung  (3)  auf  S.  448,  nämlich  unter  den  Voraussetzungen 

(17) 


dp'   ~^^         b   ^^            •^)'           dpdq  ~ 

-1, 

dq'         "' 

deren 

S<P          9,2             2      . 

dcp 
dq 

-P 

(18) 

gesetzt  werden  kann. 

Das  Linienelement  der  zu  (13)  gehörenden  Flächen  {x,  y,  z)  be- 
stimmt sich  nach  einer  einfachen  Transformation,  die  der  auf  S.  450 
ausgeführten  genau  entspricht,  durch  die  Formel 

(19)  dp  =du^  +  2(u  +  ^p-^  e*p)  dp\ 
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§  140. 

Zusamiuenliang  der  sphärischen  Abbildung 

mit  der  Theorie  der  "Weingartenschen  Flächen. 

Die  Ermittelung  einer  vollständigen  Klasse  aufeinander  abwickel- 
barer Flächen  knüpfte  nach  dem  Weingartenschen  Satze  der  Theorie 
der  Evoluten  an  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
2.  Ordnung 

Q2  =  ^(Qi) 

an.  Zur  Lösung  derselben  Aufgabe  kann  man  nach  Weingarten  auch 
ein  indirektes  Verfahren  anwenden,  das  dem  zuletzt  auseinanderge- 
setzten insofern  ähnelt,  als  es  ebenfalls  von  der  sphärischen  Abbildung 
einer  Fläche  ausgeht. 

Der  Weingartensche  Satz  stützte  sich  auf  die  Differentialgleichung 
S.  380(12)  _ 

n\  d  log  YG*  g,  dg. 


\^J 

dp 

Qi  (Pi  - 

■92)  dp 

Diese 

und  die  ihr 

entsprechende 

(2) 

dlogYJS* 
dq          ~ 

Qi 

dgi 

Qi  (Pä  - 

■Qi)    dq 

sind  mit  der  zweiten  und  dritten  Fundamentalgleichung  identisch,  p  und 
q  bedeuten  die  Hauptparameter,  und  diese  Annahme  soll,  abweichend 
von  den  Bezeichnungen  in  den  Paragraphen  136 — 139,  von  nun  an 
wieder  festgehalten  werden. 

Gleichungen  von  der  Form  (1,  2)  müssen  auch  für  die  Funda- 
mentalgrößen der  Einheitskugel  gelten.  Sie  können  entweder  aus 
S.  341  (6)  oder  einfacher,  nachdem  die  obigen  Formeln  einmal  be- 
wiesen sind,  mit  Hilfe  der  Beziehungen  S.  226  (25) 

@  =  (%  +  Wa)!/  —  n^n^E,  .  .  . 
abgeleitet  werden. 

Da  für  die  Hauptparameter 

F'-  =  0,        Jf  *  =  0 
ist,  so  wird 

(3)  ^*  =  0. 

Die  sphärischen  Bilder  der  Krümmungslinien  sind  aufeinander  senkrecht 
(vgl.  S.  254). 

Die  Formeln  für  die  beiden  von  NuU  verschiedenen  Fundamental- 
größen werden  bei  Benutzung  von 
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(4)  ^*  =  nlE*,         (3*  =  nlG* 
oder 

(5)  E*==qI(S:%  G*=qI&*. 

Mittels  dieser  Ausdrücke  gehen  aus  (1)  und  (2)  die  Gleichungen 

dlogyW  1        dQi 


dp  Qi  —  9i   Sp 

diogY^         1      de^ 


(6) 

^   ^  dq         ~   Qi  —  9i    dq 

hervor. 

Ist  der  eine  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  eine  Funktion  des 

anderen,  also  die  Fläche  eine  Weingartensche,  so  kann  man  nach  (1,  2) 

(8)  ds^  =  e  J  ^'■'^^^ -  9i)  dp^  +  e  -^  ?«(^i  -  ?»>  dq^ 
setzen,  und  nach  (6,  7): 

2  C-±§-^  2  r™^?- 

(9)  dö^  =  e  J e»- ?i  dp^  ^  e^ ^^- e*  «^g-l 

Von  den  vier  Funktionen  einer  Variablen,  als  welche  die  Funda- 
mentalgrößen j^*,  G*,  @*,  ®*  erscheinen,  soll  nun  @*  bevorzugt  werden. 

Es  sei 

(10)  y@*  =  e.^c»-cx  =  4-- 

()j  und  ()2  werden  dann  Funktionen  von  li.    Setzt  man 

(11)  _  Pi  =  ^(^), 
so  ist  infolge  von  (10) 

(12)  ()2  =  ^(70-Ä;^'('^)- 

Die  Relation  zwischen  q^  und  q^^  die  eine  bestimmte  Klasse  Wein- 
gartenscher Flächen  charakterisiert,  würde  aus  (11)  und  (12)  durch 
Elimination  von  Ä  folgen.    Es  ist  noch 

also 

(14)  d»^--l5"+    ""' 


Angenommen,  es  sei  umgekehrt  das  Quadrat  des  Linienelements 
der  Einheitskugel  in  dieser  Form  gegeben,  d.  h.  X,  Y,  Z  als  Funk- 
tionen zweier  Variablen  p,  q  so  bestimmt,  daß  die  Gleichung  (14)  gilt. 
Die  Gaußschen  Gleichungen  für  X,  Y,  Z  (S.  336(11)) 

dpdq,  ~  "^1   dp'  ~  '^^  dq    ~     '  '" 

lassen  sich  dann  als  Integrabilitätsbedingungen  schreiben: 
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Setzt  man  also 

....N  ax  _  dx  8x     dx 


so  können  die  Größen  x,  y,  z  durch  Quadraturen  gefunden  werden. 
Betrachtet  man  sie  als  Koordinaten  einer  Fläche,  so  bedeuten  für  diese 
die  Größen  X,  Y^  Z  die  Richtungskosinus  der  Normale,  Denn  es  ist 
der  Annahme  nach  HX,^  =  1,  also  auch 

und  demnach  aus  (16) 

Dieselben  Gleichungen  (16)  lehren,  daß  infolge  von  ^  =  0  auch  F=0, 
M  =  0  wird,  d.  h.  daß  p  und  q  die  Hauptparameter  der  Fläche  (x,  y,  z) 
bedeuten.  Die  Gleichungen  (16)  sind  die  Formeln  von  Rodrigues,  in 
denen  Q^  und  q,^  die  Hauptkrümmungsradien  waren.  Und  zwar  sind 
diese  Größen  hier  Funktionen  einer  Variablen.  Demnach  hängt  die 
Bestimmung  einer  Weingartenschen  Fläche  mit  der  Transformation 
des  Linienelements  der  Einheitskugel  in  die  durch  (14)  definierte  Form 
eng  zusammen. 

Ist  man  imstande,  diese  Transformation  für  eine  bestimmte  Funk- 
tion %■  so  auszuführen,  daß  sie  zwei  willkürliche  Funktionen  enthält, 
so  kennt  man  damit  die  allgemeine  Darstellung  einer  bestimmten  Klasse 
Weingartenscher  Flächen.  Mit  dieser  stand  wieder  die  Ermittelung 
einer  vollständigen  Klasse  aufeinander  abwickelbarer  Flächen  in  ge- 
nauem Zusammenhange.  Und  da  für  die  Koordinaten  der  Evolute  nach 
S.  379  (2)  und  S.  380  (8)  die  Gleichungen 

gelten,  die  der  Bedingung  der  Integrabilität  genügen,  so  bedarf  es  zur 
direkten   Darstellung   von  x^,  y^,  z^   aus   X,  Y,  Z  ebenfalls    nur  der 
<^uadraturen.    Das  Quadrat  des  Linienelements  wird 
(19)  dsl  =  &'{kydJc^  +  kHq\ 
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§  141. 
Geodätisclie  Ellipsen  und  Hyperbeln  auf  der  Einheitskugel. 

Die  Transformation  von  dö'^  in  die  Form  (14)  ist  für  ein  be- 
stimmtes #  in  dem  eben  gekennzeichneten  Sinne  durchführbar,  wenn 
die  Punkte  der  Einheitskugel  in  der  allgemeinsten  Weise  auf  geo- 
dätische Ellipsen  und  Hyperbeln  (§  90)  bezogen  werden.  Von  einer  be- 
kannten Darstellung,  etwa 

X  =  sin  u  cos  V 

(1)  F  =  sin  M  sin  v 

Z  =  cos  u 

ausgehend,  hat  man  zu  dem  Ende  die  partiellen  Differentialgleichungen 

A]^.'=l,         A>'=1 

allgemein  zu  integrieren  und  von  u  und  v  zu  -  "t-.  und  — —  über- 
zugehen.  * 

Aus  (1)  folgt 

(2)  dQ^  =  du^  -j-  sin^  udv^, 
d.  h. 

mithin  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

(3)  (1--)  +  --V  (1^)  -  1 
^   ^  \du  /       sm*  u  \dv  / 

zu  ermitteln.  Man  braucht  dazu  nur  eine  Partikularlösung  mit  einer 
willkürlichen  Konstanten  a  zu  kennen.  Denn  da  u  nicht  außerhalb  des 
DifFerentiationszeichens  vorkommt,  so  kann  eine  zweite  Konstante  a 
additiv  hinzugefügt  werden;  und  aus  dem  so  entstehenden  vollständigen 
Integral  ergibt  sich  das  allgemeine  dadurch,  daß  u  gleich  einer  will- 
kürlichen Funktion  von  a  gesetzt  und  der  entstehenden  Gleichung 
ihre  partielle  Ableitung  nach  a  an   die   Seite   gestellt  wird.    Nimmt 

man    „      =  a  an,  so  findet  man  sofort 

•   '        il/sin^u  —  a^  ,       ,  ,       , 

u  =  I -. du  4-  av  -{-  a 

^  sin  M 

als  vollständiges,  also 

. du  +  av  +  (p(a) 

sin  M  1     -r  \    / 

(4) 

0=1  ^-         ^    ^^-^-^^^^^  -f  ?;  +  (p'(cc) 
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als  allgemeines  Integral.    Dazu  tritt  in  gleicher  Weise 

(5)  '^  _ 

^  sin u  y sm*  M  —  p^ 
Nun  wären  aus  den  neun  Gleichungen  (1),  (4),  (5)  und 
/^\  u4-v'  u'  —  v 

die  Parameter  tt,  ?;,  u',  v'  und  die  beiden  Hilfs variablen  a  und  /3  zu 
entfernen,  um  X,  Y,  Z  durch  p  und  g  auszudrücken.  Diese  Elimina- 
tion ist  zwar  nicht  allgemein  möglich,  doch  läßt  sich  das  Gesamt- 
system von  Gleichungen  noch  vereinfachen.  Multipliziert  man  nämlich 
die  zweite  Gleichung  (4)  mit  —  a  und  addiert  zur  ersten,  so  kann 
man  diese  durch 


''-fi^' 


du 


sin^  u  —  a^  +  — =:=^=  )  —. [-  w(a)  —  ccw'(a) 

ersetzen,  findet  also 

1/  si  n    7./  ■III     iY 

(7)  i>  +  Q'  =  arc  sin  ^ — \-  (p(a)  —  aq)  (a) 

|/l  —  a* 

und  entsprechend 

(8)  p-q  =  arc  sin  ^^^^  +  Hß)  -  ß  t'(ß). 

Hier  kommt  v  nicht  mehr  vor,  und  diese  Größe  fällt  auch  heraus, 
wenn  man  die  zweiten  Gleichungen  (4)  und  (5)  durch  Subtraktion 
verbindet: 


(9)  (picc)-ip  {ß)  =  arc  sm  ', -/-=-"=-  -  arc  sm  -^, 17^==  • 

smuyl  —  a*  sin^yi  —  ß^ 

Zur  Darstellung  von  x,  y,  z  oder  wenigstens  von  x-^,  y^,  0^  bedarf 
es  noch  der  Kenntnis  von  h  und  d-ik).  Für  geodätische  Ellipsen  und 
Hyperbeln  als  Koordinatenlinien  ist  (§  90) 

(10)  d6'  =  ^^^  +  -^^, 

sm''  —       cos^-- 
2  2 

mithin  wird 

(11)  /^  =  sin:f 


(12)  ^'Qc)  =  ]/l  -  F 

(13)  ^{k)  =  y  (arc  sin  Ä;  +  ^  j/T^^) . 
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Der  Ausdruck  (10)  ist  a.  a.  0.  aus  der  Form 

du'*-\-  2  coa  codudv'  -{-  dv'* 
sin*  CO 

für  das  Quadrat  des  Linienelements  abgeleitet  worden.    Nun  folgt  aus 
der  ersten  Gleichung  (4)  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 


,    ,       l/sin*  w  —  a*  ,      ,        , 
au  = ; du  +  aav, 


smt« 


und  entsprechend  aus  (5) 


dv  = ; ^~  du  4-  pdv, 

sin  M  '     r         7 

woraus  weiter  nach  (2) 

,    j        Bin* u{du'^ -\-dv'')  —  2  sin* «(aß  -j-Ysin^u  —  a*  |/sin*w  —  ß^)dudv 
~  ((3  l/sin«  w  —  a«  —  a  Ysiu^u  — ^)* 

also 


(14)  cos  «  =  -  «^ +  y8in*«---«' T/sin*  «-^^ 


Mittels  (7),  (8)^  (9)  wären  u,  «  und  ß  zu  eliminieren. 

Die  Gleichungen  (11,  12)   des  vorigen  Paragraphen  werden   hier 

^1  ==  Y  (^^^  sin  Ä;  +  ^  yi  —  li^) 
(15)  , 

()2  =  Y  (*^^  sin  Ä;  —  Ä;  yi  —  F) 

oder  auch,  wegen  fc  =  sin  — , 

öj  +  sin  (o 
?1  = 4 

(16) 

ß)  —  sin  fl) 
(>2  = J 

Die  Klasse  Weingartenscher  Flächen,  die  mit  dem  Ausdruck 

zusammenhängt,  ist  also  durch  die  Gleichung 

(18)  ^  2{Q,-Q,)  =  Bm2i^Q,-\-Q,) 
charakterisiert. 

Das  Linienelement  der  zugehörigen  Evoluten  läßt  sich  durch  die 
Formel 

(19)  ds\  =  (1  -  h^)  dk^  +  k'dq' 
darstellen. 
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§  142. 

Die   erste   Grundaufgabe   der  Biegungstheorie   im   Zusammenliange 

mit  einer  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 

Die  komplizierte  Form  (18)  der  Grleichung  q^  =  ^{Qx)  ^^^  ^'^f  den 
ersten  Anblick  etwas  Überraschendes;  man  würde  auf  direktem  Wege 
nicht  darauf  gekommen  sein,  gerade  diese  partielle  Differentialgleichung 
auf  ihre  Integrabilität  zu  prüfen.  Allein  eine  genauere  Untersuchung 
ergibt  einen  Zusammenhang  der  durch  sie  bestimmten  Flächen  mit 
solchen,  die  auf  eine  spezielle  Fläche  2.  Grades,  nämlich  ein  Rotations- 
paraboloid,  abwickelbar  sind.  Die  Darlegung  dieses  interessanten  Er- 
gebnisses würde  freilich  die  Grenzen,  die  diese  Grundlagen  der  Diffe- 
rentialgeometrie sich  stecken  müssen,  ebenso  überschreiten  wie  eine 
ins  einzelne  gehende  Diskussion  und  Yergleichung  der  vorher  betrach- 
teten Flächenklassen  oder  auch  nur  ihrer  Linienelemente.  Im  Anschluß 
an  die  Resultate  der  Paragraphen  132 — 141  soll  hier  nur  noch  die 
Frage  behandelt  werden:  Welchen  analytischen  Charakter  hat  die  Auf- 
gabe, sämtliche  auf  eine  gegebene  Fläche  abwickelbaren  Flächen  zu  finden? 

Die  speziellen  Klassen  dieser  Art,  wie  sie  im  Vorhergehenden 
nach  Weingarten  bestimmt  worden  sind',  hingen  jedesmal  von  einer 
partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ab.  Es  zeigt  sich,  daß 
dasselbe  allgemein  zutrifft.  Auf  eine  Erörterung  der  Versuche,  die 
Differentialgleichung  nach  bekannten  Methoden  zu  integrieren,  sowie 
der  verschiedenen  Formen,  in  die  man  die  Gleichung  setzen  kann, 
muß  jedoch  hier  ebenfalls  verzichtet  werden. 

Für  die  Formulierung  —  nicht  für  die  Durchführung  —  der  Auf- 
gabe ist  die  Kenntnis  einer  speziellen  Fläche  unwesentlich;  worauf  es 
ankommt,  ist  allein  der  Ausdruck  des  Linienelementes.  Das  Problem 
lautet  also:  Es  sollen  auf  die  allgemeinste  Weise  x,  y,  z  bestimmt 
werden,  wenn  E,  F,  G  gegeben  sind.  In  dieser  Form  ist  die  Aufgabe 
schon  auf  S.  123  ausgesprochen  worden.  Doch  sind  die  dort  stehenden 
drei  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und 
zweiten  Grades  für  die  weitere  Behandlung  ungeeignet.  Es  handelt 
sich  vielmehr  darum,  zunächst  eine  einzige  Differentialgleichung  mit 
einer  einzigen  Unbekannten  aufzustellen. 

Nun  folgten  nach  §  61  aus  den  Ausdrücken  der  Fundamentalgrößen 
die  drei  Gaußschen  Gleichungen 

a^ii  =  LX,        x^^  =  MX,        x^^  =  NX, 

und  ferner  ist  nach  dem  Gaußschen  Satze 

LN—M^  ^  TT 
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wo  K  nur  von  E,  F,  G  abhängt.  Eliminiert  man  die  Fundamental- 
größen zweiter  Ordnung,  so  erhält  man 

7^  \    11     22  12/   ^^^  Ji- A  . 

Hierin  ist  der  erste  Faktor  der  rechten  Seite  eine  Biegungsinvariante, 
die  linke  Seite  eine  Biegungsko Variante  der  Funktion  x.  Aber  auch 
der  zweite  Faktor  der  rechten  Seite  läßt  sich  als  solche  darstellen, 
denn  nach  S.  338  (7)  ist 

X2  =  1  -  A^a;. 

Infolgedessen  ergibt  sich  für  x  die  partielle  Differentialgleichung 
1 


O  =  K{\  -  A^^) 


-Ä 

dx 

du 

-J, 

dx 
dv  ' 

d^x 

-K 

dx 
du 

-•^; 

dx 

dv 

du  dv 

duov 

-j; 

dx 
du 

-j; 

dx 
dv  ' 

d^x 

dv^ 

~j: 

ex 

du 

-j:; 

dx 
dv 

(1)  j,ä  (X^xX^ 

oder  ausgeschrieben 


;2)  ^ 


Sie  muß  auch  für  y  und  z  gelten.  Der  Herleitung  nach  erscheint  sie 
aber  nur  als  notwendige  Bedingung  für  die  kartesischen  Koordinaten 
bei  gegebenem  Wertsystem  E,  F,  G. 

Um  eine  deutlichere  Einsicht  in  ihre  Bedeutung  zu  gewinnen, 
betrachten  wir  mit  Weingarten  das  Abwickelungsproblem  als  durch 
die  Gleichung 

(3)  dx^  +  dy^  +  dz^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv'- 

charakterisiert,  die  mit  den  drei  Gleichungen  S.  123(1)  inhaltlich 
übereinstimmt.  Die  Koeffizienten  der  quadratischen  Differentialform 
rechts  sind  gegeben;  x,  y,  z  sollen  auf  die  allgemeinste  Weise  so  be- 
stimmt werden,  daß  die  Gleichung  identisch  besteht.  Schreibt  man 
sie  in  der  Form 

(4)  r?/  +  dz'^  =  EJu^  +  2FJudv  +  GJv\ 

wo 

dx\^  -^         T^       dx  dx  y^         ^        /dx\^ 

du  dv 

und  betrachtet  die  linke  und  damit  auch  die  rechte  Seite  als  Quadrat 
des  Linienelements  einer  Ebene,  so  sieht  man,  daß  das  aus  den  Größen 
-E^,  F^,  G^  gebildete  Krümmungsmaß  K^  gleich  Null  sein  muß.  Hier 
scheint  es,  als   ob   in  dem  Ausdruck   dritte  Ableitungen  von  x  auf- 


(5)     E,-E^{1^\        F,-F- 


464  X.  Abschnitt.     §  142. 

treten  müßten,  denn  die  Gaußsche  Invariante  einer  quadratischen  Diffe- 
rentialform enthält  Ableitungen  zweiter  Ordnung  der  Koeffizienten. 
Aber  aus  der  allein  vorkommenden  Verbindung  dieser  Ableitungen 

2——  —  ^^^  —  ^'^ 
dudv       Sv^         8u^ 

heben  sich  die  dritten  Differentialquotienten  weg,  und  die  Gleichung 
K^=0  erweist  sich  als  identisch  mit  der  partiellen  Differentialglei- 
chung (2). 

Genügt  nun  x  dieser  Bedingung,  so  handelt  es  sich  weiter  um 
die  Bestimmung  von  y  und  2.  Der  Gleichung  (4)  gemäß,  aber  abge- 
sehen von  den  hier  benutzten  Bezeichnungen  kann  die  Hilfsaufgabe 
so  ausgesprochen  werden:  Gegeben  ist  das  Quadrat  des  Linienelements 
einer  Fläche  vom  Krümmungsmaß  Null  in  der  Form 

die  Variablen  u,  v  sollen  als  Funktionen  von  u  und  v  so  bestimmt 
werden,  daß  d^  =  du^  -f  dv'^  wird. 

Im  Anschluß  an  die  allgemeine  Theorie  der  isometrischen  Kurven- 
netze (§  74)  werde  die  gegebene  quadratische  Differentialform  A  in 
die  konjugiert -komplexen  Faktoren  zerlegt  und  die  integrierenden 
Faktoren  der  beiden  so  entstehenden  linearen  Differentialformen  mit 
fi  :k  vi  bezeichnet,  sodaß  man 


(6) 


{^  +  vi)  (VEdu  +  jM-^-y^g-i^'^^^  _  d{u+vi) 
(/i  -  vi)  (VEdu  +  ^^^f^~^'dv^  =  d{u'-v'i), 


d.  h.  nach  ausgeführter  Multiplikation 

Edu''  -f  2Fdudv  +  Gdv^  =  ^""'It  ^f 

^* -\-  V* 

setzen  kann.     Solcher  integrierenden  Faktoren  gibt  es  unendlichviele. 

SoU  die  geforderte  Transformation  möglich   sein,   so  muß  ein  Faktor 

existieren,  für  den 

^2  4-  i;2  =  1 

ist.    Die  linke  Seite  ist  das  Quadrat  des  absoluten  Betrages  von  ^-{-vi, 
mithin  muß  ^  -\-  vi  die  Form 

cos <p  -{■  isincp  ^  ef^ 
haben,  und  (i  —  vi  dann  gleich  e~f'  sein.    Für 
(7)  <pi  =  f, 


Die  erste  Grundaufgabe  der  Biegungstheorie.  465 


b 


(8)  yE  =  a,         F±iVEG-F^^ 

haben  die  Gleichungen  (6)  die  Form 

e^(adu  +  b  dv)  =  d(u  +  vi) 
e~^(adu -\-b'dv)  =  d(u  —  v'i). 
Die  Bedingungen  für  ijj  sind 

dv  du 

a(ae-^)  _  a(&'e-^) 
•  dv  du 

oder  entwickelt 

dip    ,    da        T    dip    ,    db 

dv         dv  du    '    du 

dip        da  ,,  dip        db' 

dv         dv  du        du 

Werden  sie  nach  ^  und  ^  aufgelöst,  dann    — ^  =  ^    '^    gesetzt,  so 

du  ov         °         ^  öudv       dvdu  °  ' 

ergibt  sich  die  Gleichung  K  =0  wieder.    Und  wenn  diese,  wie  bereits 
angenommen,  erfüllt  ist,  so  erhält  man  zuerst  ^  aus 

dib  =  „—  du  +  -„--  dv, 
^        du  dv       ' 

hierauf  u   und  v'  aus  (9)  durch  Quadraturen. 

Damit  ist  für  unseren  Fall  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  E,  F,  G 
durch  E^,  F^,  G^  ersetzt  und  u  =  y,  v  -=  z  geschrieben  wird.  Allein 
die  Realität  erfordert  noch  das  Hinzutreten  von  Ungleichheitsbedin- 
gungen. Es  könnte  nämlich  bei  der  Lösung  der  Hilfsaufgabe  vor- 
kommen, daß  Edu^  -f  2Fdudv  -f-  Gdv"^  sich  in  die  Form  du'^  —  dv'^ 
setzen  läßt,  wo  u  und  v  nach  wie  vor  reelle  Funktionen  von  u  und  v 
bedeuten.  Dann  wäre  bei  der  Anwendung  auf  das  hier  betrachtete 
Problem  e  gleich  vi,  also  imaginär.    In  diesem  Falle  könnte  man 


d.  h. 


l'  {VEdu  +  ^~y^~"  dv)  =  diu'  -  v'), 
Edu'  +  2F'dudv  -{-  Gdv'  =  '*"'*  ~  ^''" 


XX' 

setzen,   für  k  and  k'  als  reelle  Funktionen  von  u  und  v.    Unter  den 
integrierenden  Faktoren  muß  es  dann  solche  geben,  für  die 
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466  X.  Abschnitt.     §  142. 

II' =  1 
wird,  also 

gesetzt  werden  kann;  die  Funktion  i\)  ist  ebenfalls  reell.  Des  Weiteren 
verläuft  die  Untersuchung  genau  wie  vorher,  und  namentlich  kommt 
man  wieder  auf  die  Differentialgleichung  (2). 

Soll  nun  bei   der  Anwendung   diese  Möglichkeit   ausgeschlossen 
werden,  so  ist  die  Festsetzung  nötig,  daß  die  Form 

beständig  positiv  sei,  daß  also  die  Bedingungen 

(^^(ify)(«-(i-:r)-(^-i:-ifr>o 

oder 

(10)  A^^r  <  1 

gelten.  Die  erste  von  ihnen  kann  nach  der  Bedeutung,  die  E  in  der 
Flächentheorie  durchgängig  hat,  als  selbstverständlich  betrachtet  werden, 
die  zweite  aber  enthält  eine  wirkliche  Einschränkung  der  brauchbaren 
Lösungen. 

Die  Differentialgleichung  (2),  von  der  die  erste  Grundaufgabe  der 
Biegungstheorie    wesentlich    abhängt ,T  ist   linear    in   den   Ableitungen 

zweiter  Ordnung  und  der  Verbindung  ^   ^ -^-^  —  (o    ^   )  ;  sie  gehört 

also  zu  der  Monge-Ampereschen  Klasse  partieller  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung:. 


XL  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  Kurven  und  Kurvennetze 
auf  einer  Fläche. 

§  143. 
Doppel  Verhältnis  zweier  Tangentenpaare. 

Die  früher  gewonnenen  Ergebnisse  über  Flächenkurven  sollen  in 
diesem  Abschnitt  nach  verschiedenen  Seiten  hin  ergänzt  und  erweitert 
werden. 

Wir  beginnen  mit  einigen  elementaren  Fragen,  die  auch  schon 
im  II.  Abschnitt  hätten  besprochen  werden  können.  Allein  die  Theorie 
der  Kurven  auf  Flächen  ist  dort  nur  so  weit  behandelt  worden,  wie 
es  für  den  Aufbau  der  Theorie  der  Flächen  selbst  erfordert  wird,  und 
für  diesen  Zweck  sind  die  neuen  Aufgaben  von  geringerer  Wichtig- 
keit. Auch  wird  ihre  Lösung  erst  mittels  der  Theorie  der  Invarianten 
binärer  Formen  hinreichend  deutlich. 

Es  sei  (S.  44) 

(1)  A  =  l^^du^  -\-  2l^^dudv  +  ^22^^^  =  ^ 

je  nach  der  Auffassung  die  Bestimmungsgleichung  eines  Tangenten- 
paares oder  die  Differentialgleichung  eines  Kurvennetzes.  Nimmt  man 
noch  eine  solche  Gleichung 

(2)  N\  ^  m-^i^du^ -\- 2mi2dudv -\- m^2^'^^  ==  ^ 

(m  =  m^^m^^  —  ml^  <  0) 

an,  so  kann  man  nach  dem  Doppelverhältnis  der  beiden  durch  (1) 
und  (2)  bestimmten  Tangentenpaare  (Zj,  l^,  (m^,  Wg)  fragen,  die  durch 
den   Flächenpunkt  (w,  v)   hindurchgehen.    Es  wird   durch   die  Formel 

^'  ^  sin(mi,Zj)  '  smim^,!^) 

definiert.  Dabei  soll,  behufs  Anwendung  der  Ausdrücke  im  §  11,  jeder 
der  hier  vorkommenden  Winkel  durch  Drehung  in  positivem  Sinne 
entstehen.  Die  positiven  Richtungen  der  vier  Strahlen  sind  insofern 
unwesentlich,  als  schon  die  einfachen  Sinusquotienten,  in  denen  einer 
und  derselbe  Strahl,  z.  B.  m^,  enthalten  ist,  von  der  Richtung  dieses 
Strahles  nicht  abhängen. 

30* 
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Nach  dem  Verhältnis  -5—  aufgelöst,  mögen  die  beiden  gegebenen 

Gleichungen  die  Wurzelpaare 

dvi .  dv^ . 

du^         1'  du^         2 

Sv^  dv^ 

liefern. 

Wendet  man  nun  die  Formel  S.  35  (12)  an,  so  hat  man  z,  B. 

o,-„  n     ^  ■^  _  T(du,8v^-dv,du,) 
sin  {t„  mj  -  j^^^  , 

und  ähnliche  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  übrigen  Sinus.    Die  Ein- 
führung der  Werte  in  (3)  liefert 

/j^N.  dUj^  öVi  —  dv^  öUi  ^  du^  8v^  —  dv^  8u^ 

^   ^  du^dv^  —  dv^du^  '  du^dv^  —  äv^du^' 

d.  h. 

(5)  n  =  f' --^  :  f-^-^ 

oder 

n  =  (^1  —  f^i)  (h  —  f^s) 

(^2  —  ;^i)  (^1  —  i^i) 
^  [K  K  +  f^i  f^2  —  (^1  (^2  +  K  f^i) 

^1  k   +  /^l  f^2    —  (^1  f*l   +  ^2  f^s)    ' 

Hieraus  erhält  man  weiter 

^     ^  1  —  «  (^1    —  ^2)  (f^l  —  ^2) 

Nun  ist  vermöge  (1)  und  (2) 

111     31lß_  1    1     ni  /i     1  \2  ^(n2        ^11^22) 

'''1       I      ^^2   J     ~     }  ^X^'i    7         >  \^\  H)  7  2 

''22  ''22  ''22 

mithin 

^  ^  \  1  —  « /       4 (^1 1  ?22  —  ^\)  (»*i  1  »»22  —  »«1^2) 

Setzt  man  allgemein 

(Q\  ^22^11  "^12^12   ~r    ^11  ^22    TT 

\Pl  7     /      72  ■'■^Im 

''11 '22            '12 
/Q\  ^^11^22  ^^12    7i^ 

^^>'  "T~7     _  72       —  ^Jm 

*11  *22  '12 

(vgl.  S,  160  und  213),  so  kann  man  schreiben: 


(10) 


Harmonische  Flächentangenten, 
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4  5-, 


0. 


Die  geometrische  Größe  auf  der  linken  Seite  wird  also  durch  die 
beiden  absoluten  simultanen  Inv^arianten  des  Formenpaares  (A,  M)  dar- 
gestellt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Annahme 

w  =  —  1 ; 

dann  bilden  l^,  .  .  .m^  ein  System  von  vier  harmonischen  Strahlen,  der 
Art,  daß  l^  und  l^,  m^  und  m^  einander  zugeordnet  sind.  Die  Be- 
dingung hierfür  ist 

(11)  \^mi-^^  — 2\^m,^ +  h,m»^  ==  0 
oder 

(12)  ^„ 
Die  Forderung  n  =  0  würde 

(13)  ^.L-4^,.=  0 

geben.  Daß  diese  Bedingung  mit  der  Resultante  der  beiden  Gleichungen 

(1)  und  (2)  inbezug  auf  ^—  übereinstimmt,  drückt  aus,  daß  für  n  =  0 

ein  Strahl  des  einen  Paares  mit  einem  Strahle  des  anderen  zusammen- 
fallen muß. 

SoU  ein  drittes  Tangentenpaar 

r  =  c^^du^  -f  2c^^dudv  +  c^,j^dv^  =  0 

zu  den  beiden  gegebenen  harmonisch  sein,  so  müssen  nach  (11)  die 
Beziehungen 

»^22<^n  —  2^12^12  -h  W11C22  =  0 

gleichzeitig  gelten.    Sie  bestimmen  die  Verhältnisse  Cj^ 
Gleichung  des  gesuchten  Tangentenpaares  wird 


Die 


(14) 

oder 

(15) 


^22 
%2 

du^ 


l 


m. 


l 


m. 


=  0 


dudv      dv^ 


=  0. 


l^^  du  +    ^12  cl'V,  ^12  du  -f-    ?22  ^^ 

m^^du  -f-  m^^dv,        m^^du  -f-  m^^dv 

Die  linke  Seite  ist,  abgesehen  von  einem  Zahlenfaktor,  die  Funktional- 
determinante von  A  und  M,  also  gleich 
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d(A,  M) 

in  den  Bezeichnungen  von  S.  33—34. 

In  derselben  Weise  wird  die  Aufgabe  gelöst,  die  Winkelhalbie- 
rungslinien eines  Tangentenpaares  (1)  zu  ermitteln.  Sie  kann  auch  so 
ausgesprochen  werden:  Zwei  Tangenten  zu  finden,  die  zu  den  beiden 
gegebenen  harmonisch  und  aufeinander  senkrecht  sind.  Man  erhält 
zunächst  wieder 

und  dazu  als  Bedingung  der  Orthogonalität  nach  S.  46  (25) 

Gc,,  -  2Fc,,  4-  Ec,,  =  0. 
Daraus  folgt 

(16)     (EZi2  -  Fl,,)du^  +  (El,^  -  Gl^^)dudv  +  {Fl^^  -  Gl^^)dv'-  =  0, 
Setzt  man 

^11   ^^  J^ j  ^12  '^^  -"^  f  '22  ^^        f 

den  Wendetangenten  (S.  86)  entsprechend,  so  erhält  man,  wie  es  nach 
S.  260  sein  muß,  die  Bestimmungsgleichung  der  Haupttangenten  wieder. 

§  144. 
Involution  von  Flächentangenten. 

Sind  drei  Paare  von  Geraden  durch  einen  Punkt  gegeben,  und 
existiert  ein  viertes  Paar,  das  zu  jedem  der  drei  harmonisch  liegt,  so 
sagt  man  bekanntlich,  daß  die  gegebenen  Geraden  eine  Involution 
bilden.  Die  Bedingung  für  eine  Involution  von  Flächen tangenten  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  leicht  zu  finden.    Denn  wird  zu  den  Glei- 

chungen 

A  =  0,         M  =  0 
noch 

N  ^  ny■^^du'^  +  2n^^dudv  +  WggC^v^  =  0 

als  Bestimmung   für    ein   drittes   Taugentenpaar  hinzugenommen,    so 
gelten  für  das  vierte,  r==0,  nach  (11)  die  Relationen. 

^22  ^11  ^^li  ^12  +  ^11  ^22  "^  ^ 
^22'%!  ^^12*^12  "1"  ^11*^22  ^^  ^ 
^22  **ii       ^^12  **i2  "1   ^11  ^22  ^^  ^> 

die  in  Cj^,  c^^,  c^^  homogen   und  linear  sind.    Die  Bedingung  für   ihr 
Zusaramenbestehen  ist 


1     ^11  ^12  ^22 

(1)  I  m^i      Wi2      mgs 
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=  0. 


I   ^n         **12         ^22    I 

Denkt  man  sich  die  beiden  ersten  Paare  als  fest,  das  dritte  als  vari- 
abel, so  liefert  diese  Formel  eine  Beziehung  unter  den  Verhältnissen 
der  Koeffizienten  von  N.  Daher  kann  man  noch  eine  Gerade  des  dritten 
Paares  willkürlich  annehmen;  der  sechste  Strahl  der  Involution  ist 
dann  eindeutig  bestimmt. 

Die  Gleichung  (1)  kann  auch  als  Bedingung  für  die  Existenz 
dreier  Multiplikatoren  X,  ^,  v  aufgefaßt  werden,  für  welche  die  Re- 
lation 

AA  +  ^M  +  vN  =0 

identisch,  d.  h.  für  beliebige  Werte  der  Differentiale  du,  dv  erfüllt  ist. 
So  lange  nicht  speziellere  Bedingungen  hinzutreten,  kann  daher  die 
Gleichung  N  =  0  durch  • 

(2)  AA  +  /^M  =  0 
ersetzt  werden. 

Fallen  die  beiden  Strahlen  des  veränderlichen  Paares  in  einen 
zusammen,  so  wird  dieser  als  Doppelstrahl  der  Involution  bezeich- 
net. Für  einen  solchen  müssen  die  beiden  Wurzeln  -t—  der  Gleichung 
N  =0  einander  gleich  sein,  d.h.  die  Determinante  der  quadratischen  Form 

{Xlii  +  iim^^du^  +  2(AZ^2  +  ^m^2)dudv  +  {Xl^^  +  i^*%2)^^^ 

X 
verschwinden,  was  für  das  Verhältnis        die  Bestimmung 

(3)  (AZji   +  f*W«ii)  (AZ22  +  i^W22)  —  (^^12   +  ^^nf  =  0 

liefert.  Die  Elimination  des  Verhältnisses  aus  (2)  und  (3)  ergibt  für 
die  Doppelstrahlen  selbst  die  Darstellung 

(4)  (Z^M  —  m^iA)(l^^M  —  mggA)  -  (ZjgM  -  mjaA)^  =  0 
oder 

(5)  (ZjJa?  —  ^/2)  ^^  -  (^22^11  —  2?i2%2  +  ^u^ga^MA 

+  (^51^22  —  W/2)A2  =  0 

oder  auch 

(6)  ^A'-^^M^  +  K,„^^=-o. 

Nach  S.  197  folgt  hieraus  die  Gleichung 

a(_Ajvi)  _ 
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wieder,  die  im  vorigen  Paragraphen  von  einem  anderen  Gesichtspunkt 
aus  aufgetreten  ist. 

Der  Bedingung  (1)  für  das  Strahlenpaar  N  =  0,  das  mit  zwei  ge- 
gebenen eine  Involution  bildet,  kann  die  Forderung  hinzugefügt  vrer- 
den,  es  solle  zu  einem  dritten, 

\^du^  +  '2\^dudv  +  ^^^dv^  =  0, 

harmonisch  sein.    Die  Verhältnisse  n^^ :  n^^  :  «22  genügen  dann  den  bei- 
den Gleichungen 

Gl2»W22  —  ^22*^12)%!  -  (^11^22  -  ^22%l)%2  +  (^11  %2  "  ^12^1l)>»22  =  0 

(7)  Ä;22Wn  —  2Ä;i2Wi2  +  /^i^gä  =  0, 

sodaß   die  Bestimmungsgleichung  für   das  Paar  selbst  die  Form   hat 


(8) 


^12^22          ^22  ^''l  2' 

^11*^22          ^2*^11? 

ki'^n  —  hi^n 

«          "^22                 ; 

2^12               , 

Kl 

du^           , 

—  2dudv     , 

dv' 

=  0. 


Verlangt  man  statt  der  eben  angenommenen  Eigenschaft  die  Or- 
thogonalität  der  beiden  Tangenten  N  =  0,  so  wird  die  Bedingung  (7) 
durch 

(9)  Gn,i-  2Fn,^  +  En,,  =  0, 

und  die  Darstellung  (8)  durch 

^12*^22  ^22^12'         nl*^22  ^22*^11;         ^11***]2  ^12*^11 

(10)  G  ,  2F         ,  E  =0 

du^  ,         —  2dudv     ,  dv^ 

vertreten. 

Endlich  läßt  sich  ein  Tangentenpaar  finden,  das  gleichzeitig  mit 
zweimal  zwei  gegebenen  Paaren  in  Involution  steht.  Seine  Bestim- 
mungsgleichung lautet  bei  unmittelbar  verständlicher  Bezeichnung 

'll***22  ^22^12?         ^ll''^22  —  ^22^*^117         ^11^12  ^12*^11 

(11)  l[^  m'gg  —  K^  m[^,     l[^  ^'22  —  ?22  »>«ii ,     ^u  K2  —  ^12  Kl    =  ö  • 
du^  ,         —  2dudv     ,  dv^ 


§  145. 
Konjugierte  Tangenten.    Satz  von  Koenigs. 

Zwei  Tangenten  einer  Fläche,  von  denen  eine  als  Verbindungs- 
linie zweier  benachbarten  Punkte  A  und  J?,  die  andere  als  Schnitt- 
linie  der  Berührungsebenen   in   A  und  B  erscheint,   waren   einander 
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konjugiert  (S.  113).  Läßt  man  den  Punkt  Ä  eine  beliebige  Kurve  auf 
der  Fläche  durchlaufen,  denkt  sich  für  jede  Lage  die  Tangentialebene 
konstruiert  und  zieht  den  Begriff  der  abwickelbaren  Fläche  hinzu,  so 
kann  man  sagen:  Die  Tangenten  einer  Flächenkurve  sind  konjugiert 
zu  den  charakteristischen  Geraden  der  abwickelbaren  Fläche,  die  der 
gegebenen  Fläche  längs  jener  Kurve  umschrieben  ist. 

Ein  Satz  von  Koenigs,  bei  dem  diese  Aussage  benutzt  wird,  liefert 
die  Möglichkeit,  auf  jeder  Fläche  ein  Netz  konjugierter  Kurven  ohne 
Ausführung  einer  Integration  anzugeben. 

Durch  eine  beliebige  Gerade  g  werde  ein  Ebenenbüschel  gelegt 
und  die  Schar  y  der  Schnittkurven  sämtlicher  Ebenen  mit  der  Fläche 
ins  Auge  gefaßt.  Die  Tangente  einer  beliebigen  derartigen  Kurve  in 
einem  willkürlich  angenommenen  Funkte  Ä  treffe  die  Achse  des  Bü- 
schels in  P.  Eine  solche  Flächentangente  kann  auch  als  Kante  eines 
Kegels  mit  der  Spitze  P  angesehen  werden,  der  der  gegebenen  Fläche 
umschrieben  ist.  Die  Tangenten  der  Linie,  in  der  der  Kegel  und  die 
Fläche  sich  berühren,  also  des  scheinbaren  Umrisses  der  Fläche,  von 
P  aus  betrachtet,  sind  nach  dem  oben  Gesagten  den  Kanten  des  Kegels 
konjugiert.  Eine  der  Kante  PÄ  benachbarte  PJB  berührt  eine  der 
ersten  Kurve  benachbarte  aus  der  Schar  y,  u.  s.  f.  Geht  man  ferner  auf 
der  ersten  Kurve  zu  einem  unendlichnahen  Punkte  über,  konstruiert 
in  ihm  die  Tangente  und  nennt  Q  deren  Schnittpunkt  mit  der  Achse  g^ 
so  kann  man  Q  als  Spitze  eines  Kegels  betrachten,  für  den  dasselbe 
gilt  wie  für  den  Kegel  P.  Das  heißt:  Schneidet  man  die  Fläche  durch 
eine  Schar  von  Ebenen,  die  durch  eine  und  dieselbe  Gerade  hindurch- 
gehen, und  legt  andererseits  von  den  Punkten  dieser  Geraden  aus  die 
Tangentialkegel  an  die  Fläche,  so  bilden  die  ebenen  Kurven  zusammen 
mit  den  Berührungslinien  der  Kegel  ein  konjugiertes  Kurvennetz.  Dies 
ist  der  Satz  von  Koenigs. 

Die  hier  an  die  Spitze  gestellte  Beziehung  zwischen  konjugierten 
Flächentangenten  führte  auf  die  Bedingung  S.  112(6) 

(1)  Ldudu-\- M{dudv  +  dvdu)-{- Ndvdv  =  0. 

Kennzeichnet  man  die  zu  einer  bestimmten  Geraden  konjugierte  durch, 
einen  oberen  Index  0,  so  kann  man  schreiben 

{2)  L  -f  M(X  -f  A«)  +  JV^AA^  =  0. 

Mittels  dieser  Gleichung  lassen  sich  Relationen  zwischen  geometrischen 
Größen  herleiten,  die  mit  X  und  l^  in  irgendwelchen  funktionalen 
Zusammenhängen  stehen.  Einige  davon  sind  von  grundlegender  Be- 
deutung, andere  für  spezielle  Untersuchungen  nützlich.    Aber  im  all- 
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gemeinen  ist  die  Bildung  solcher  Beziehungen  von  geringem  wissen- 
schaftlichen Interesse^  nachdem  man  sich  einmal  die  Methode  klar 
gemacht  hat^  nach  der  sie  sämtlich  herstellbar  sein  müssen. 

Diese  Methode  besteht  einfach  in  der  Elimination  von  X  und  P 
aus  den  Ausdrücken  der  geometrischen  Größen  in  Verbindung  mit  (2) 
oder  (1),  wobei  man,  wie  sich  von  selbst  versteht,  die  spezielle  Natur 
dieser  Bedingung,  daß  nämlich  eine  bilineare  DifFerentialform  gleich 
Null  gesetzt  ist,  beständig  im  Auge  zu  behalten  hat. 

Als  Beispiel  einer  einfachen  Gleichung  der  betrachteten  Art  kann 
die  Formel 
(3)  QQ^  sin^w'^  =  Qj^Q^ 

dienen,  in  der  w^  den  Winkel  tv  aus  8  11  unter  der  Voraussetzung 
bedeutet,  daß  ds  zu  ds  konjugiert  ist.  Sie  kann  ebenso  wie  die  wich- 
tige Relation  S.  114(16)  aus  einem  Satze  der  Kegelschnittlehre,  spe- 
ziell der  Theorie  der  konjugierten  Durchmesser,  gefolgert  werden . 
Während  zur  Elimination  von  A  und  A°  nur  zwei  geometrische  Größen 
erforderlich  sind,  enthält  die  Gleichung  (3),  von  der  Punktinvariante 
QiQ^  abgesehen,  allerdings  deren  drei;  aber  gerade  hierauf  beruht  ihre 
einfache  Form.  Will  man  nun  durch  direkte  Rechnung,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Übereinstimmung  der  beiden  Dupinschen  Definitionen 
konjugierter  Tangenten,  eine  Beziehung  zwischen  q,  q^  und  tv^  ab- 
leiten, so  hat  man  aus 

_    E-\-2FX-\-  GV   ^  A 

^~T+'^mY^gv  ""  b 

^-j_2Fr-f  G^i«'        A» 

Q^  = —  


sm"^  w^  = 


T\l  —  l^Y  _  T\du8v  —  dvSuY 


(ü;-f-2F;L4-(y;L«)(jB;  +  2Fr-f  (?;l»')  aa» 


in  Verbindung  mit  der  obigen  Bedingung  die  Diflferentialverhältnisse 
zu  eliminieren.  Man  sieht  dabei  auf  den  ersten  Blick,  daß  sich  durch 
Multiplikation  der  drei  Gleichungen  eine  einfache  Formel  herausstellt: 


n    .   9    n       T^idudv  —  dvSu) 


Zur  Einführung  der  bilinearen  Form  35,   die   die  linke  Seite  von  (1) 
bildet,  benutzt  man  die  Identität 

Bßo-  33^  =  {LN-M'){dudv  -  dvduf 

(S.  112  (5))  und  erhält  dann  wegen  33  =  0 


n     •    9     n  -E'(?  —  F^ 
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§  146. 
Riclitungskosinus  bestimmter  Pläclientangenten. 

In  diesem  Paragraphen  mögen  einige  allgemeine  Formeln  für 
Flächentangenten  zusammengestellt  werden,  die  zu  einer  gegebenen 
eine  ausgezeichnete  Lage  haben.  Zu  größerer  Übersichtlichkeit  be- 
trachten wir  dabei  die  gegebene  Tangente  als  Berührungslinie  einer 
Kurve  (p{u,v)  =  const. 

Auf  S.  130  ist  die  positive  Tangentialnormale  t'  dieser  Kurve 
durch  die  Bedingung  (Jgp  >  0  erklärt  und  die  positive  Tangente  durch 
die  Äquivalenz  t,  t',  n  '^  x,  y,  z  bestimmt  worden.  Die  ersten  Rich- 
tungskosinus von  t  und  t'  sind  (S.  131  (6,  4)) 

dx  dfp        dx  cq) 
(1)        A  =  @x^  d^dv-dvSÜ 


y«(ii)'--i!f+-(i?)* 

Q.^H'  _  p  (dx  gqp         ds^  aqp^\    .    j^  dx  dcp 
,jjv  j, „,    du  du  \du  dv    '    dv   du)  dv   dv 

Man  kann  die  Flächennormale  aus  dieser  Theorie  ganz  ausschal- 
ten, wenn  man  die  Folge  zweier  beliebigen  Tangenten  mit  der  Folge  der 
positiven  Koordinatenlinien  vergleicht,  was  durch  Zusammenstellung 
der  Festsetzungen  auf  S.  130 — 132  mit  den  Formeln  des  §  11  geschehen 
kann.    Es  war  (S.  35  (12)) 

,oN         •  VJEG  —  FHdudv  —  dvSu) 

(ö)      sm  «y;  =  '^      ^ — : —        r=i • 

^  ^  yEdu'-\-2Fdudv-{-Gdv^]/Edu^-\-2Fdu8v-\-G8v^ 

Ist  nun  m;  <  TT,  sin  w  >  0,  also 

(4)  dudv  —  dvdu>0, 

so   sind,  wenn  man  sich  ds  auf  die   positive  Tangente  t^  der  Linie 

V  =  const.  verlegt  denkt,  ds  und  die  positive  Tangente  t,^  der  zweiten 
Koordinatenlinie  auf  derselben  Seite  der  ersten  gelegen;  dagegen  auf 
entgegengesetzten  Seiten  für  iv^n,  smw<.0, 

(5)  dudv  —  dvdu<0. 

Hiernach  dürfen  die  Verbindungslinien  des  Punktes  (m,  v)  mit  den 
Punkten  (u  +  du,  v  -\-  dv)  und  {u  +  du,  v  -j-  dv)  den  Koordinatenlinien 

V  =  const.,  u  ==  const.  äquivalent  —  im  weiteren  Sinne  —  genannt 
werden,  wenn  die  Ungleichung  (4)  gilt;  nicht-äquivalent  unter  der  Be- 
dingung (5). 
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Für  die  zu  t  konjugierte  Tangente  t^  ist 

dx    ^^       dx  ^ 
.(.        Sx  du  dv 


*«        yE8u^^f2FduSv  -\-  G8v*' 


dv 

wenn  jetzt  das  Verhältnis  -r—  dureli  die  Bedingung 

(6)  (L^^-M^)du-{-  (m  I^  -  ^l"^)  dv  =  0 
^  ^  \     dv  cuj  '    \       dv  du) 

bestimmt  wird.    Um  die  Richtung  t^  genauer  zu  definieren,  setze  man 

(7)  öu  =  v^  (n^^-  -  Jf  I-?)  ,       dv^v'  (l  I^-  -M^) 
^  ■'  \      du  dv  /  '  \     dv  du) 

und  bilde 

(8)  S^  =  .^[{N'/^-Mll)\l  +  [L^l-M'^y^]. 


Da 


=  n 


G  Z-^'^-V—  <^F~-^^  -\-E  f— ^V 

\du)  du   dv  \dv  ) 

ist,  so  kann  man 

(9)  ö(p  =  v'^nT^A^if 

schreiben.    Ferner  wird  bei  Benutzung  von  S.  226  (25) 

oder 

(11)  ds^  =  v'''T'%'Al(p. 

Für  die  Ausziehung  der  positiven  Quadratwurzel  kommt  nun  das  Zei- 
chen von  v^  in  Betracht.  Wird  t»"  >  0  augenommen,  so  läuft  das  nach 
(9)  darauf  hinaus,  d(p  und  n  von  gleichem  Vorzeichen  vorauszusetzen. 
Dann  wird  der  Zähler  des  Ausdruckes  von  Ä^ 

\      du  du  \du  dv         dv    duj  dv    dv  / ' 

und  der  Nenner  • 

Führt  man  ausdrücklich  die  geometrische  Ableitung  längs  t^  ein,  so 
kann  man  der  Formel  (2)  entsprechend  setzen: 

j^  dx  d^  _  j^r  (Sx  ^qp        dx  d^\    .    j^  dx^  d^ 

du  du  \du  dv         dv    du)  dv   dv 


(12)       J.«=0»a; 


t1/®  (M  -  n  1^  1^  +  ®  i^S 

V       \du)  du  dv  \cv ) 
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Die  hierdurch  definierte  Richtung  t^  ^  (Ä^B^C^)  fällt  nach  der  über 
das  Vorzeichen  von  v^  gemachten  Bemerkung  auf  dieselbe  Seite  von  t 
wie  die  Taugentialnormale  t',  wenn  die  zu  t  gehörige  Normalkrüm- 
mung n  positiv  ist;  auf  die  entgegengesetzte  Seite  für  w  <  0. 

Die  Prüfung  des  Vorzeichens  von  dudv  —  dvöu  bestätigt  dies. 
Denn  man  hat 

und  da  ^  >  0  war,  so  wird 

dudv  —  dvöu  ^  0, 
je  nachdem 

ist. 

Da  die  drei  Richtungskosinus  A,  A'  und  A^  als  homogene  line- 

are  Punktionen  von  >,      und  -^r—  erscheinen,   so   muß   sich   einer  von 

du  dv  ' 

ihnen  homogen  und  linear  durch  die  beiden  anderen  darstellen  lassen 

in  /v»  n  Ol* 

(vgl.  S.  57(3)).  Die  für  die  Elimination  von  -^  und  -^  nötigen 
Formeln  lauten  nach   S.  202(4)    und  S.  178(21,  22)    für  m^  =|^, 


Wo  —   ^ 


(13) 


dx 

du 


^i^  \T  \      dv  du/  dv       ) 


dx 

dv  ~  -j/^ 


Die  Ausführung  der  Elimination  selbst  ist  einfach;  man  findet  unter 
Anwendung  der  Formeln  für  die  Normalkrümmung  n  und  die  geodä- 
tische Windung  t,  sowie  der  Relation  S.  197(23),  die  n,  t,  Ä^  und  K 
verbindet, 

Es  braucht  nicht  wieder  hervorgehoben  zu  werden,  daß  auch  diese 
Formel  aus  der  Theorie  des  Dupinschen  Kegelschnittes  hätte  abgeleitet 
werden  können.  Von  dem  hier  eingenommenen  Standpunkt  aus  folgt 
aus  (14) 

(15)  cos  W^  =  "-=^^=r=  • 
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Diese  Gleichung,  deren  wesentlicher  Inhalt  derselbe  ist  wie  der  von 
S.  474(3),  läßt  aufs  neue  hervortreten,  daß  das  Verschwinden  der  geo- 
dätischen Windung  für  die  Krümmungslinien  charakteristisch  ist  (vgl. 
S.  233).  Denn  t  =  0  und  cos  w^  =  0  bedingen  sich  gegenseitig,  und 
cos  w^  =  0  bedeutet,  daß  die  zu  der  betrachteten  Kurve  konjugierte 
zugleich  auf  ihr  senkrecht  ist. 

§  147/ 
Konjugation  und  sphärisclie  Abbildung. 
Nimmt  man  das  sphärische  Bild  der  Kurve  (p{u,  v)  =  const.  hin- 
zu, so  ist  der  erste  Richtungskosinus  von  dessen  Tangente 

dX  dX 

dX  ou  ov 


do         yadu^  +  2%dudv  4- &dv^' 

und  die  positive  Richtung  r  ^  {X"Y"Z")  der  Tangente  bestimmt  sich  für 

-j  dcp  -,  dcp 

aus  der  Bedingung  ^  >  0.    Es  wird 

(1)  X"  = 


dX  dcp        dX  dcp 
du    dv        dv    du 


Die  zu  T  senkrechte  Richtung  r'  =  (X'  Y'Z')  möge  durch  die  Äquivalenz 

d.  h. 

T,  t',  n'^x,y,  z, 
also  durch  den  Ansatz 

(2)  X'  =  YZ"  -ZY",  ... 

erklärt  werden.  Will  man  die  Formel 

(y—~z  —  \^-{y^-z~\^ 

/o\  v/ \      du        ^  du  )  dv         \      dv dv  )  du 

in  eine  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  entsprechende  Ge- 
stalt setzen,  so  hat  man  dazu  die  Relationen  S.  335(7,  8) 

.  du  ou        £%  \     dv         ^  du  I 

■ydZ  dY         1    (^dX       ^dX\ 

^  ~d^  ~  "^  d^  '^  T%\P  dV  ~  ^d^ ) 
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zu  benutzen,  was 


(5)  X 


du    du  \du    dv        dv    du)  dv    dv 


r        \du/  du   dv  \ov j 


liefert.  Wollte  man  das  Vorzeichen  e  weglassen,  also  beim  Übergänge 
von  A  zu  X'  nur  x,  .  .  .  E,  .  .  .  T  durch  X,  ...  (S,  ...  ST  ersetzen,  so 
würde  wegen 

(6)  %  =  eKT  {sK>0) 

die  Äquivalenz  t,  t'  ~  t,  t'  nur  für  Flächen  positiven  Krümmungs- 
maßes gelten. 

Man  kann  X'  eine  andere  Form  geben,  wenn  man  parallel  zu  t' 
eine  Fläch entangente  durch  den  Punkt  {xyz)  legt  und  sie  als  dessen 
Verbindungslinie  mit  einem  benachbarten  {x  -\-  b'a;,  y  -\-  h'y,  z  +  b'^) 
betrachtet.    Die  Bedingung  x  _L.  t,  nämlich 

^dXdX  =  0, 
wird  dann 

(7)  ^^Xb'a;=0, 
d.  h. 

(8)  LduVu  +  Midu'Q'v  +  dv'ii'u)  +  Ndvh'v  =  0. 

Die  zu  dem  sphärischen  Bilde  von  t  senkrechte  Flächentangente  ist 
also  zu  t  konjugiert.    Oder,  da  (7)  auch  in  der  Form 

(9)  ^dxVX^O 

geschrieben  werden  kann:  Die  sphärischen  Bilder  zweier  konjugierten 
Tangenten  stehen  wechselseitig  auf  diesen  senkrecht.  Hiernach  muß 
X',  jedenfalls  vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich  A^  sein.  Um  die  bei- 
den Formeln  direkt  ineinander  überzuführen,  hat  man   die  Faktoren 

von  ~-  und  -^  in  X'  homogen  und  linear  durch  -^r-  und  -tt—  darzu- 

du  dv  ^  du  dv 

stellen,  mit  Koeffizienten,  die  nur  von  den  Fundamentalgrößen  der  ge- 
gebenen Fläche  abhängen.  Nach  den  Weingartenschen  Gleichungen 
und  den  Ausdrücken  von  @,  %,  ®  ist  dies  sofort  ausführbar.  Ohne 
noch  einmal  durch  die  Formeln  (4)  hindurchzugehen,  nämlich  diese 
mit  S.  337(2,  3)  zusammenzustellen,  kann   man  den  Ansatz  machen: 
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dx    ,  dx^ 


®l?-S|?-(ff^-ifG)(,„|^  +  ,„|l) 


-(HM-KF){,,,^  +  y,,l^) 


Tür  die   einzelnen  hierin  auftretenden  Verbindungen  gelten  folgende 
Oleichungen,   die   das  Forraelsystem  S.  226(23,  24)  vervollständigen: 


<10j 


Sie  liefern 

(12) 


Gtj,,-  Fr],,  =  HF-M 
EV2i-  Fri,,^HF-M 
Fn^i  -  GVn  -HG-N 
Mrji^  —  Lrj^^  =  KE 
Nr},^  -  Mt},,  =  KF 
Lri,,-Mri,,  =  KF 
^Vn  -  ^Vn  =  KG. 

ov         ^  cu  \       du  dv } 

du        ^  ov  \       ov  du/ 


und  demnach 

(13)  X'  =  -  A\ 

Zu  demselben  Resultat  kommt  man,  wenn  man  schon  der  Rich- 
tung T  eine  Flächentangente,  als  Verbindungslinie  von  A  mit  einem 
Punkte  {x  -f  ba:,  y  -\-  hy,  z  +  b^),  zuordnet  und  die  Bedingung  t'_L  r 
in  der  Tangentialebene  des  Punktes  A  in  Rechnung  zieht. 

§  148. 
Beziehungen  zur  Formentlieorie. 
Es  lohnt  der  Mühe,  diese  Anschauungsweise  etwas  weiter  zu  ver- 
folgen, weil  dabei  neue  Zusammenhänge  von  Differentialformen  unter 
sich  und  mit  bestimmten  Winkelgrößen  hervortreten. 
Nach  der  Erklärung  des  Zeichens  b  soll 


dX        ba; 
de         bs 


werden,  d.  h.  für    ,-  =  a: 
'  ds 


l       dx    ,  dx\  j      ,    I       dx    ,  dx\  j  /^^t       ,    3*  w  \ 


Beziehungen  der  Konjugation  zur  Formentheorie 

dx 
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o    ,  und  die  jedesmalige  Sum- 


Die  Multiplikation  mit  -w— ,  dann  mit 
mation  über  x,  y,  z  liefert 

(Frji^  +  Gri^;)du  +  (F%i  +  Gri^^)dv  =  a(Fbw  +  Ghv), 
und  nach  Anwendung  der  Gleichungen  S.  226(23): 
Ldu  +Mdv  +  cc{Ehu  +  jPbv)  =  0 
Mdu  +  i\^<^v  +  a{F\)u  +  G^bv)  =  0. 

Wird  a  eliminiert,    so   erscheint  als   Bestimmungsgleichuiig   für    das 

Differentialverhältnis  -—  bei  gegebenem  ^— 

hu  °  ^  du 


(1) 

oder 

(2) 
sodaß 

(3) 


Ehu-{-  Fhv, 
Ldu+3Idv, 


F\iu+  Ghv 
31  du  +  Ndv 


=  0 


bü  ^v(r}i^du  +  %2^^) 


gesetzt  werden  darf,  wie  auch  unmittelbar  aus  den  Ausgangsgleichungen 
hätte  geschlossen  werden  können. 

Die  Bedeutung  der  Gleichung  (2)  wird  klarer,  wenn  ihre  linke 
Seite,  zunächst  ohne  Spezialisierung  der  durch  b  gekennzeichneten 
Flächentangente  t,  zu  dem  Winkel  in  Beziehung  gebracht  wird,  den  t 
mit  r  bildet.  Dieser  Zusammenhang  ergibt  sich  von  selbst,  wenn  man 
mit  der  Determinante  zweiten  Grades,  die  die  linke  Seite  darstellt, 
ebenso  zu  operieren  sucht  wie  auf  S.  197  mit  der  Funktionaldeter- 
minante von  A  und  B.    Während  dort 


(4) 


(5) 


Fdu-\-  Gdv 
Mdu  +  Ndv 


all 


I  Fdu  +  Fdv, 
I  Ldu  -\-3Idv, 

ist,  hat  man  hier,  für 

Eduhu  +  F(duhv  +  dvhu)  -\-  Gdv\>v  ^ 


(6) 


Ebw  +  Ft)v, 
Ldu  -\-Mdv, 


Fhu+  Ghv 
Mdu  +  Ndv 


Knoblaach,  Differeatialgeometrie. 


■d% 

d^ 

ai7 

H> 

dB 

öB 

'H^ 

H, 

31 
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Durch  Division  mit  T  geht  die  Determinante  in  eine  absolute  Kovari- 
ante   des   Formenpaares  (Sl,  B)   oder  des  Paares  (A,  B)  über.    Es   sei 

E\)u  +  F\iv,       F'bu-^Ghv 
Ldu  +  Mdv,      Mdu  +  Ndv 
^  T( —  ')].^^^dutu  +  rj^^^duhv  —  7J22 dvbu  +  rj^idvhv)  =  ß. 


0) 


Diese  Grleichung, 

(8) 

tritt  der  früheren 

(9) 

(S.  193)  an  die  Seite. 

Nun  kann  man  zwar  die  bilineare  Differentialform  ß  unmittelbar 
durch  einfachere  Kovarianten  des  Formenpaares  (A,  B)  darstellen,  wenn 
man  sie  mit  duhv  —  dvhu  multipliziert.    Denn  für 

(10)  T(dubv  —  dvtu)  =  [uv] 

wird 


[w  ü]  ©  = 


du     dv      E\)u-\-Fhv,      Fhu -\- Ghv  \ 
hu     hv      Ldu-\-Mdv,      Mdu-i-Ndvl 

Eduhu  +  F{duhv  +  dv  hu)  i-Gdvhv,    Ldu^  +  2Mdudv  +  Ndv^ 
Ehu^  +  2Fhuhv  +  Ghv^,    Ldiihu -\- M{duhv  +  dvhu)-{- Ndvhv 

(11)  [wv]e  =  5lS3- A'B. 

Aber  für  den  hier  vorliegenden  Zweck  ist  eine  Formel  für  das  Qua- 
drat von  fö  brauchbarer.  Will  man  diese  in  möglichst  genauem  An- 
schluß an  S.  197  herleiten,  so  hat  man  von 


(12) 


dvhv, 


F 
M 


G 


{duhv  -\-  dvhu),     duhu 


^  T{—  rj^^duhu  -|-  y(%i  —  '?22)(^^'^^  +  dvhu)  +  rj^^dvhv)  =  ß 

auszugehen.    Diese   Größe,   die  zu   f  gehörende  bilineare   Differential- 
form, ist  mit  ß  durch  die  Relation 

6  —  ß  =  —  -„  ■r(%i  +  7^22) (^^^^  ~  dvhu) 

(13)  ^-^^^[uv]H  f 

verbunden.    Es  wird 


Eine  formentheoretische  Relation. 
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1 
21^ 


E 
L 


F 
M 


G 

N 


dvbv,  —-^(duhv-\-dvhu),  duhu 


duhu,  duhv  -\-dvhUj   dvhv 


G 

N 


2F 
2M 


E 
L 


1 

2T* 


95 


2T\ 


2T' 

SS 


[uvf,        %    , 


2KT^ 

93 


2, 

,H 

H, 

2K 

5t, 

93 

(14) 


[uvY, 


©2  =  _  KSP  +  H%SQ  -332  +  4-  (^'  -  ^^)  [^^]' 


Ersetzt  man  hierin  (S  durch  seinen  Ausdruck  aus  (13),  so  tritt 
links  und  rechts  ~-H'^\uv]^  auf.  Ferner  fäUt  H[uv\^  weg,  wenn  für 
5193  der  aus  (11)  folgende  Wert  eingeführt  wird.  Soweit  die  von  B 
vöUig  unabhängige  Größe  \uv]  noch  stehen  geblieben  ist,  kann  sie 
mittels 
(15)  {uvY  =  kk'-%^ 


entfernt  werden.    Die  Schlußformel  lautet 
(16)  e2  =  _^AA'  +  -ÖA'B 


93^ 


Es  ist  die  VeraUgemeineruug  von  S.  197(22). 
Wegen 

i/B  -  ^A  =  E 
kann  man  auch 

(17)  ^^  =  KE-W 

schreiben. 

Um  in  dieser  allgemeinen  formentheoretischen  Relation  den  ein- 
zelnen Bestandteilen  ihre  flächentheoretische  Bedeutung  wiederzugeben, 
hat  man 

A'  =  ^bM^4-2Fbwbv+  Gbv2  =  bs2 

E  =  ^du^  +  2%dudv  +  %dv^  =  dö^ 

93  =  Ldu'öu  4-  Midu'tiv  -\-  dv^u)  +  Ndv\)v UdXhx, 

d.  h.  wenn  co  den  Winkel  zwischen  t  und  t  bezeichnet, 

31* 
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(18)  35  =  —  6^(? .  bs  .  COS  03 
zu  setzen.    Die  Gleichung  (17)  liefert  dann 

(19)  ^'^dö^^bs^^sin^  CO. 

Wie  es  nacli  (2)   sein  muß,   verschwindet  S   für   sin  oj  =  0,   nämlich 
.wenn  die  Richtung  t  mit  r  zusammenfällt. 

§  149. 
Spliärisclie  Abbildung  des  Dreikants  i,  f,  n. 

Nach  §  147  ergibt  das  sphärische  Bild  einer  Flächentangente  mit 
der  zu  dieser  konjugierten  Tangente  und  der  Flächennormale  zusammen 
ein  rechtwinkliges  Dreikant,  und  es  besteht  die  Äquivalenz 

r,  —  ^°,  w  ~  X,  y,  z 
oder 

(1)  ^0,  x,n  r^  X,  y,  z. 

Immer,  wenn  wie  hier  die  Kosinus  einer  Richtung  r  aus  einer  anderen, 
n  =  (X  YZ\  nach  der  Rechnungsvorschrift 


(2)  X"  = 


yEdX' 


gebildet  sind,  gelten  bei  Hinzunahme  einer  dritten,  zu  r  und  n  senk- 
rechten Richtung  die  Frenetschen  Formeln  in  der  Gestalt,  die  in  der 
allgemeinen  Theorie  der  Raumkurven  (S.  12 — 15)  vorliegt.  Es  sind 
also  namentlich  die  Differentiale  von  A^,  B°,  C°  ebenfalls  den  Größen 
X",  Y",  Z"  proportional. 

Um  dies  zu  beweisen  und  zugleich  in  die  Gesamtheit  der  Formeln, 
die  aus  der  sphärischen  Abbildung  entstehen,  Ordnung  und  Übersicht 
zu  bringen,  hat  man  nur  die  Aufeinanderfolge  der  Gleichungen  auf 
S.  53—54  unbedeutend  abzuändern.  Wird  in  der  Theorie  der  Flächen- 
kurven als  solcher  grundsätzlich  von  dem  Dreikant  t,  t\  n  ausgegangen 
und  die  sphärische  Abbildung  von  vornherein  hinzugenoramen,  so  kann 
man  systematisch  die  drei  Kurven  auf  der  Einheitskugel  betrachten,  die 
den  Tangenten  und  den  Tangentialnormalen  der  Flächenkurve,  sowie 
den  Flächennormalen  längs  dieser  Kurve  entsprechen.  Was  schon  auf 
S.  479  als  sphärisches  Bild  einer  Flächentangente  bezeichnet  worden 
ist,  ist  die  Tangente  der  dritten  dieser  sphärischen  Kurven. 

Die  Richtungskosinus  der  Hauptnormale  erscheinen  jetzt  als  durch 
die  Gleichungen 

oder,  für 
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/A\  dm        i 

durch 

(5)  ,  ®a  =  ha" ,  .  .  . 

definiert.  Wegen  27 a^  =  1  ist 

Za&a^O, 

d.  h. 

Eaa"  =  0, 

die  Richtung  h  ^  {a"h"c')  auf  t^  (ahc)  senkrecht. 

Erklärt  man  nun  weiter  b  ^  (a'h'c)  bis  auf  ein  Vorzeichen  durch 
die  Gleichungen 

(6)  Za'^    =  1 

(7)  Zaa  =  0 

(8)  2:aa"=0, 
so  erhält  man  aus  den  beiden  ersten 

Za®a  =  0,         Za&a  +  2:a  ®d  =  0, 

und  die  zweite  dieser  Relationen  geht  nach  (5)  und  (8)  in 

2Ja@a=0 
über.    Aus 

a@a-\r  h  ®b' -\-  c®c=0 

a@a+h'&V+  c&c=0 
folgt  aber 

&a  :  &b' :  &c  =  bc  —  b'c  :  ca  —  c'a  :  ab'  —  ab  =  a" :  6" :  c" 
oder 

(9)  ®a  =  Ti  a",  .  .  ■  , 
wenn 


T9        ^/day       /d(oy 


gesetzt  wird.    Die  Gleichungen  (9)    sind    also   in   der  Tat  eine   bloße 

Folge  aus  (5)  in  Verbindung  mit  der  Orthogonalität  von  &  zu  i^  und  h. 

Daß  k'  im  Gegensatz  zu  Je  auch  negative  Werte  annehmen  kann, 

wenn  die  Bestimmung  von  a',  V,  c    dem  Vorzeichen   nach   durch  die 

Äquivalenz 

■    0,  h  ^  t  ,n 

(S.  59)  zu  Ende  geführt  wird,  bleibt  selbstverständlich  bestehen,  ebenso 
wie  alle  sonstigen  Ergebnisse  über  Krümmung  und  Windung. 

Die  durch  die  Kosinus  -,-  „,  •  •  '  definierte  Gerade  soll  nicht  weiter 
da    ' 

in  Betracht  gezogen  werden,  einmal  weil  sie  im  allgemeinen  nicht  in 
einer    der  Ebenen    des   Dreikants  t,  t',  n  liegt,    und  ferner,  weil   die 


486  XL  Abschnitt.     §  149. 

mit  ihr  zusammenliängende  Größe  Tc"  in  bekannter  Weise  durch  h  und 
h'  bestimmt  wird. 

Die  Lage  von  &  und  h  zu  den  Achsen  t'  und  n  des  Grunddrei- 
kants wird  durch  die  Formeln 

(10)  a  =      Ä  cos  qp  +  X  sin  9? 

(11)  a"  =  —  A  &m(f  -{-  X.  cos  (p 

gekennzeichnet,  in  denen  (p  =  (n,  h)  war  (S.  59).  Multipliziert  man  (11) 
mit  Ic,  benutzt  die  Definitionsgleichung  (3)  oder  (5)  für  a"  und  ver- 
gleicht das  Resultat,  nachdem  man  Ä  statt  a  geschrieben  hat  (S.  54), 
mit  der  ersten  allgemeinen  Frenetschen  Formel  des  Systems  (a)  (S.  55), 
so  erhält  man 

Jc(—  Ä' s'mcp  -f  Xcosqp)  =  gÄ'  -\-  nX, 

woraus  die  Gleichungen 

(12)  kcos  (f  =  n 

(13)  k  sin  (p  =  —  g 

(14)  F  =  w2+^2 

(S.  59  und  60)  wieder  folgen. 

Die  gleiche  Behandlung  der  Formel  (11)  (und  immer  der  beiden 
zugehörigen)  mit  ¥  ergibt  zunächst  nur 

@a  =  Jc'(—  A'  sin  g?  -f  X  cos  fp),  .  .  .  . 

Da  @a  in  den  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  nicht  enthalten  ist, 
so  hat  man  diese  geometrische  Ableitung  aus  (10)  zu  bilden  (vgl.  S.  61). 
Es  folgt  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  (b)  und  (c) 

@a  =-  —  Ä(g  cos  9  +  w  sin  9)  -j-  (—  A'  sin  g)  +  X  cos  tp)  (t  +  ©qp) . 

Wegen  (12,  13)  verschwindet  der  Koeffizient  von  Ä,  und  die  Ver- 
gleichung  mit  dem  vorhergehenden  Wert  von  @a'  liefert  nur  die  eine 
bekannte  Relation 

(15)  k'=t  -^  @cp. 

Diese  Untersuchung  und  ihre  Ergebnisse  lassen  sich  von  der 
Achse  t  des  Dreikants  unmittelbar  auf  t'  und  n  übertragen.  Wegen 
der  grundlegenden  Bedeutung  von  n  nehmen  wir  zunächst  die  Abbil- 
dung durch  parallele  Flächennormalen  noch  einmal  vor,  von  der  letzt- 
hin ausschließlich  die  Rede  gewesen  ist. 

Die  hinzutretende  Gerade  T  =  (X"F"ir")  ist  durch 

A    =  -5 —  >  •  •  • 
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erklärt.  Sie  soll,  wie  vorher,  in  die  Tangentialebene  der  Fläche  selbst 
verlegt  werden.  Gleichzeitig  mit  ihr  wird  eine  zweite  Tangente,  r', 
durch  die  den  Bedingungen  (6,  7,  8)  entsprechenden 

EX'""      =  1 

ZXX  =0 

EX'X"=Q 

definiert  und  das  in  X',  Y',  Z'  enthaltene  Vorzeichen  der  Äquivalenz 

T,   t'   f^   tj  t' 

gemäß  bestimmt  (S.  478).    Gegen  vorher  sind  die  Richtungen 

t'^    t',     n]  b,  h 

durch 

also  die  Größen 

A'^  A',  X\  a,        a"]  da,  hy  da',  k' 

durch 


X-A,Ä--X'^-A'',X"',Y^dX^~d6,    ^^;   ±Vi:dA^^^d^,   ^ 

zu  ersetzen.    -^  ist  positiv,  ^ —  kann  positiv  oder  negativ  sein.    Den 
ersten  Gleichungen  (5)  und  (9)  entsprechen 

(16)  ®X=^X" 
und 

(17)  0^0  =^X". 

Der  positive  Drehungssinn  in  der  Tangentialebene  geht  von  t 
durch  den  rechten  Winkel  hindurch  nach  t'.  Durch  positive  Drehung 
von  t'  bis  t  entstehe  der  Winkel  w*^;  er  ist  identisch  mit  dem  in  dem- 
selben Sinne  gezählten  Winkel  der  Kurventangente  t  mit  der  ihr  kon- 
jugierten t^.    w^  tritt  an  die  Stelle  von  (p,  und  die  Beziehungen 

(18)  J.0  =      A  cos  m;"  +  A'  sin  w"^ 

(19)  X"  =  -A  sin  w»  +  Ä  cos  w;° 

an  die  Stelle  von  (10)  und  (11). 
Die  Größen 

n=ZX@A,  g  =  i:A'®A,         t  =  i:X®A' 

sind  mit 

2:A'@X  =  -t,        SA&X  =  —  n,        IJA'&A^g 
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ZU  vertauschen,  und  die  nunmehr  aus  den  vorhergehenden  Formeln 
abzulesenden  lauten 

(20)  -^j  cos  w''  =  -t 

(21)  ^  sin  w'^  =  n 

(22)  (^)  =  «^+«^ 

(vgl.  S.  477(14),  (15))  und 

(23)  ^£=g^&tvO. 

Diese  Grleichungen  liefern  ebensoviele  geometrische  Sätze.  Im  beson- 
deren enthält  die  letzte  einen  interessanten  Ausdruck  der  geodätischen 
Krümmung.    Die   vorletzte   ist  mit   der   formentheoretischen  Identität 

(24)  AE  =  rM-B2 
gleichbedeutend;  vgl.  S.  197,  226  oder  S.  483(17). 

Bildet  man  drittens  die  Schar  der  Tangentialnormalen  einer  Flä- 
chenkurve auf  die  Einheitskugel  ab,  so  hat  man 

einzuführen.  Es  sei  \AJBC)^x^  und  sodann  i'^^yÄ  B  C)  ani  f 
und  T  senkrecht.  Gegen  die  erste  Abbildung  vertauschen  sich  bei 
passender  Wahl  der  Richtung  r' 

t;     t',  n;     b,  h 
mit 

vi        jI  y       vi         T«      T« 

also 

J.;  Ä\  X;    a,  a";  da,  'Ä;  ;  da)',  ¥ 

mit 

^';  Z,  Ä:  1,   A:    VudÄ''  =  dö',    -|^;    ±V^dI'  =  dd',    ^. 
'        '       '       '        '  '     ds  ^  '    ds 

Die  Größen 

n  ,     g,       t 

werden  durch 

—  g,     t,     -n 

ersetzt.  Die  beiden  Geraden  r  und  t'  liegen  in  dem  durch  die  Kurven- 
tangente bestimmten  Normalschnitt  der  Fläche.  ^  sei  der  durch  Dre- 
hung von  n  nach  t  entstandene  Winkel  von  t  mit  i.  Dann  gelten 
folgende  Gleichungen: 

(26)  0^'-^:'^ 


(27)  0^'-£'^ 


ds 

da' 
ds 
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(28)  '      X  =       X  cos  ^  +  J.  sin  ^ 

(29)  2  =  —  X  sin  ^  +  ^  cos  ^ 

(30)  '  -£-c.osxp  =  ^g 

(31)  -£-smiij==  -t 

(32)  {i^y=9'+f^ 

(33)  |1'  =  _  n  +  0^. 

Aus  ihnen  geht  hervor,  daß  die  sphärische  Abbildung  der  Tan- 
gentialnormalen von  ungleich  geringerer  Bedeutung  ist  als  die  der 
Tangenten  und  der  Flächennormalen.  Erstens  kann  man  vermöge  (32) 
von  der  Größe  -r—  absehen.    Freilich  würde   dies  nach  (14)  und  (22} 

auch  schon  von  k  und  -^  gelten.  Aber  nicht  nur  die  Krümmung  Je 
ist  für  die  gesamte  Theorie  der  Kurven  von  grundlegender  Wichtig- 
keit, sondern  auch  die  sphärische  Abbildung  durch  parallele  Normalen 
hat  sich  bei  den  verschiedensten  Anwendungen  als  fruchtbar  erwiesen. 
und  speziell  im  §  147  durch  ihre  Beziehung  zur  Konjugation  eine 
neue  Bedeutung  gewonnen.  Was  zweitens  -3—  angeht,  so  gehört  diese 

de" 
Größe  mit  Iv   und  -j-  zusammen  in  eine  Gruppe,  die  nach  (15),  (23) 

und  (33),  außer  mit  tj  g  und  n,  auch  mit  den  geometrischen  Ablei- 
tungen dreier  Winkelgrößen  linear  zusammenhängt.  Aber  schon  diese 
Winkel  selbst  sind  im  Gebiete  {t,  g,  n)  nicht  unabhängig  voneinander, 
denn  es  gelten  nach  (12,  13),  (20,  21)  und  (30,  31)  die  Formeln 

(34)  tg9,  =  -f,         tg..o  =  -f,         tgV'^y, 
aus  denen 

(35)  tg  9?  tg  m;"  tg  t^  =  1 

hervorgeht.  Mithin  ist  @t^  mit  ®(f)  und  @w°  durch  eine  lineare  Glei- 
chung verbunden, 

^ß^  (Hill,  -  (**'  +  ^'^  *  (Sim  4-   ^*^*  +  **)^  <!9^y;0 

Sie  kann  in  mannigfacher  Weise  umgeformt  werden. 

§150. 
Geometrische  Differentiation  der  Normalkrümmung. 

Die  Normalkrümmuncr  und  die  geodätische  Winduns  einer  Flächen- 
kyrve   haben  die   gemeinsame  Eigenschaft,   die  Differentialquotienten 
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der  kartesisclien  Koordinaten  der  Fläche  bis  zur  zweiten  Ordnung,  und 
von  den  Ableitungen  der  darstellenden  Funktion  nur  die  der  ersten 
Ordnung  zu  enthalten  (S.  64,  194).  In  dem  Ausdruck  der  Tangential- 
krümmung  kommen  von  dieser  Funktion  auch  die  zweiten  Ableitungen 
vor  (S,  129).  Allgemein  gesprochen,  sind  also  n,  t  und  g  Funktionen 
der  Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  der  kartesischen  Koordi- 
naten und  der  darstellenden  Funktion.  Ist  die  Kurve  nicht  durch  eine 
Gleichung 

(f{u^  v)  =  const., 

sondern  durch  eine  Differentialgleichung 

SßlQ^m^du -\- m^dv -=Q 

definiert,  so  treten  die  Koeffizienten  der  Differentialform  SOIq  an  die 
Stelle  der  ersten  Ableitungen  von  (p{u,  v);  sie  gehen  also  nebst  ihren 
ersten  Differentialquotienten  in  die  betrachteten  Ausdrücke  ein.  Es  ist 
leicht,  aus  diesen  durch  geometrische  Differentiation  Größen  von  un- 
mittelbar anschaulicher  Bedeutung  herzuleiten,  die  von  Ableitungen 
einer  beliebig  vorgeschriebenen  Ordnung  abhängen. 

Verschiedene  Größen  mit  Ableitungen  dritter  Ordnung  sind  in  der 
Theorie  der  Fundamentalgleichungen  (S.  205)  bereits  aufgetreten,  näm- 
lich &'n,  &g,  0t  und  &'t.  Bei  dieser  Aufzählung  ist  die  orthogonale 
Trajektorie  der  gegebenen  Kurve  nur  insoweit  berücksichtigt,  als  sie 
der  zweiten  geometrischen  Differentiation  zugrunde  liegt;  die  auf  sie 
bezüglichen  Größen  n    und  g'  bleiben  außer  Betracht. 

Jene  vier  Größen  nun  kommen  in  den  Fundamentalgleichungen, 
deren  Natur  gemäß,  mit  den  entsprechenden  Ableitungen  von  n'  und  g' 
zusammen  gerade  in  solchen  Verbindungen  vor,  aus  denen  die  höchsten 
Differentialquotienten  sich  wegheben.  Aber  auch  hiervon  abgesehen 
hat  eine  systematische  Untersuchung  der  Größen  dritter  Ordnung  mit 
einem  Ausdruck  zu  beginnen,  der  in  der  obigen  Gruppe  nicht  enthalten 
ist,  nämlich  mit  der  ersten  geometrischen  Ableitung  der  Normalkrüm- 
mung, &n. 

Für  die  Darstellung  SJJq  =  0  der  Grundkurve  war  (S.  147  (3)) 

,.. s  Lml  —  2 Mm^ m^  -\-  Nm\ 

oder  (S.  200  (6)) 

(2)  ^=2f^u^nhk- 

Wegen 

(3) 

wird 


i,k 


(3)  &X-2,.,^^ 
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(4)  ®n  =  ^/Ai .  ^j,  .uj^  -  ---  +  2  ^11^,  2ibik  l^u  -^  • 

i,k,l  <^^l  l  i,k  ^^l 

Ähnliche    Ausdrücke    sind    an    früheren    Stellen   wiederholt    reduziert 
worden.    Mittels  der  Formel  S.  186  (25)  findet  man 

@n  =  ^^j .  /tij  11^,  J^-U7  2  ^li  Hk  Hl  l^u  hk  ^vi 

i,k,i  (^^t      yAi,k,i,v 

-^  ^Hi^l^nW    }hk' 

Die  zweite  Summe  zerfällt,  vom  Faktor  2  abgesehen,  in 
(S.  187  (D)  und 


yA  v,i 


i,k 

(S.  196(20)).    Die  dritte  kann  bei  Vertauschung  von  q  mit  h   gleich 

i,k,i,Q  i  e  '     ^ 

gesetzt  werden.    Demnach  ergibt  sich 

(5)  @n  -  2yt  +  2,,,  ^.,  ^„  (^^  -  2  2"  j  V I  K)  ' 

i,k,l  '  ? 

Die  noch  stehen  gebliebene  Summe  enthält,  als  Funktion  der  Größen 
/tj^  betrachtet,  nur  vier  verschiedene  Produkte,  nämlich 

3  2  2  3 

^11>       /*llf^l2>       f^ll/^12?       ^12' 

Der  Koeffizient  des  zweiten  ist 
und  der  des  dritten 

Nach  Elimination  der  beiden  Ableitungen  von  b^^  mittels  der  Funda- 
mentalgleichungen (S.  229(11))  nehmen  diese  Koeffizienten  die  Werte  an 


und 
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Setzt  man  demnacli 

2^1       o  N:i(l  1 


du^ 


221V)  ^-*' 


f 


(8) 


SO  erhält  man  die  Formel 

(9)  @n  —  2 gl  =  h^^^  ^i^^  +  36^12  ^n  ^12  +  ^^221  ^11  ^12  +  ^222  /^iV 

Da  die  beiden  Bestandteile  der  linken  Seite  Kurveninvarianten  sind, 
so  ist  auch  die  rechte  Seite  eine  solche,  also  eine  simultane  Invari- 
ante des  Formensystems  (A,  B,  '^q).  Behufs  Darstellung  durch  die 
Koeffizienten  von  3J?o  (vgl.  (1))  sind  die  Gleichungen 

(10)  ^-  =  /i/^'        ^^'^Y^ 
(S.  176(9))  und 

(11)  A=^ '- j^i-L^^^ '- 

(S.  175  (3,  4))  zu  benutzen.    Sie  liefern 

(12)  &n  —  2qt  =  ^n^^J  — ^fcua^lwi  +  3  hj^m^mj—b^iml  _ 

{Eml  —  2 Fm.^ m^  -\-Gm\)^ 

§151. 

Christoffelsclie  Kovariante  des  Formenpaares  (A,  B). 

Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung. 

In  die  Entstehungsweise  der  Koeffizienten  dieser  Formel  ge- 
winnt man  einen  genaueren  Einblick,  wenn  man  für  die  Ableitungen 
der  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  ein  System  von  Transforma- 
tionsgleichungen in  derselben  Weise  herzustellen  sucht  wie  im  §  47 
für  die  zweiten  Differentialquotienten  einer  willkürlichen  Funktion. 
Man  wird  zu  diesem  Zweck  die  zu 

B  =  B' 
gehörenden  Transformationsformeln 

X,U  t  K 
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differentiieren  und  die  zweiten  Ableitungen  der  neuen  Variablen  nach 
den  alten  mittels  der  Christoffelsclien  Relationen  eliminieren.  Die  erste 
Operation  liefert 

du,        ^mi  du'     du.  dur.    du,       ^J    '^."\9w.  du-du,'    duj.    du,du,J 
Werden  hierin  aus  S.  168  (23)  die  zweiten  Ableitungen 

~dü7dü.  ~ ^  ^  Q  ^  du^  ~  jLj  \  fi   \  'du,  äü7 

'dü/du]  ~  ji-J^  Q  I  du„       ^^  ^    \  du,  Ju'. 

eingesetzt  und  die  Gleichungen  (1)  in  der  Form 

^       du^  du^  ^ 
^  ^^'  du,  du,         'Q 


^^f'~du-du.      >* 

^,ft  ()  IC 

benutzt,   so  findet  sich,  nach   unmittelbar  ersichtlicher  Yertauschung 
von  Bezeichnungen  auch  in  den  noch  übrigen  Gliedern, 

Zj  V  av    ^U  «    ^"  "^  i  «  1  «^//  du.  du^  du. ' 


Setzt  man  demnach 

a&, 


(3)         l^-2(lVi^'.+IVlv)=^K 


und  wendet  die  entsprechende  Bezeichnung  auch  für  die  transformierte 
Form  an,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

^  ^'  ^'*^  ~  ^  ^^^"  du.  du,  du. 

Es   sind  die  Trans formationsgleichungen    für    die   Koeffizienten   einer 
trilinearen  Differentialform 

(5)  ^bij^i  du.  öu^  b  M,  =  33,, , 

die  als  Christoffeische  Kovariante  des  Formenpaares  (A,  B)  bezeichnet 
werden  soll.   Solange  die  Eigenschaft  &^^  =  6^^  der  Koeffizienten  von  B 


494  XL  Abschnitt.     §  151. 

nicht  benutzt  wird,  können  die  Ausgangsformeln  (1)  als  Transforma- 
tionsgleichungen der  bilinearen  Differentialform 

i,k 

also  $83   als  Ko Variante   des  Formenpaares  (A,  35)   betrachtet  werden. 

Wo  es  der  Unterscheidung  wegen  nötig  ist,  muß  die  Form  A, 
aus  deren  Koeffizienten  die  Christoffeischen  Verbindungen  I  ,  ge- 
bildet sind,  durch  einen  den  Zeichen  }).J^^  und  Sg  beigefügten  oberen 
Index  a  kenntlich  gemacht  werden. 

Setzt  man  die  drei  verschiedenen  Differentiale  in  (5)  einander 
gleich,  so  geht  die  trilineare  Form  in  eine  kubische 

(6)  ßm^'^^  +  ßiic,dii^dv  +  ß^^^diidv^  -f  ß^^^f^v^  =  B3 

über,   die  demnach  ebenfalls   eine  Kovariante  von  A  und  B  ist.    Die 
Koeffizienten  haben  einzeln  die  Werte 

Au  =  ^11 
.„.  P112  "^  ^112  +  ^121  "T  Ogu 

P22I  ^  ^221  +  ^212  +  ^122 
P222  "^  ^222* 

Für 

lassen  sich  diese  Ausdrücke  vereinfachen.  Aus  der  Definitionsgleichung 
(3)  folgt  dann  nämlich 

(8)  ha  =  hu, 

d.  h. 

v^)  ^211  ^  ^121?         ^212  ^^  "122  > 

und  das  System  (4)  enthält  nur  sechs  Gleichungen,   Die  Formeln  (7) 
gehen  in 

1^111  =  ^11 

.^Q.  Ä12  =  ^12  +  2&12, 

P221   ^^  ^221     I     •^^212 
P222  ^  ^222 

über.   Die  rechten  Seiten  der  zweiten  und    dritten  stimmen  mit  den 
Ausdrücken  (6)  und  (7)   des  vorigen  Paragraphen  überein. 

Alles  dies  gilt  für  ein  beliebiges  Formenpaar  (A,  B).  Sind  jedoch 
die  Koeffizienten  dieser  Formen  durch  die  zweite  und  dritte  Funda- 
mentalgleichung der  Flächentheorie  verbunden,  so  treten  weitere  Ver- 
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einfachuDgen  ein.  Aus  der  Definition sgleicliung  für  die  Größen  b-j^^ 
(S.  228  (5))  ergibt  sich  nämlich  der  Zusammenhang 

(11)  kki^'bai-hik, 

und  die  Fundamentalgleichungen  (a.  a.  0.  (10))  werden 

^112  —  ^121   ==  0 
O212  ^221  '-'• 

Die  Koeffizienten  der  kubischen  Kovariante  sind 

(1^)         Pill  "^  ^1117  P112  "^  *^"ll2>  P22I  "^  ^^221?  P222  ^  ^222- 

Dies  sind  aber  die  in  den  Formeln  S.  492(8)  vorkommenden  Größen  b-^j. 
Werden  die  Bezeichnungen  der  Formentheorie  durch  die  der  Flä- 
chentheorie ersetzt,  so  möge 

(14)  ^111  =  P,         K2  =  Q,         Kl  =  ^y         ^222  =  s 

geschrieben  werden.  Diese  Größen,  mit  den  Binomialkoeffizienten  der 
Zahl  3  multipliziert,  sind  dann  also  Koeffizienten  einer  kubischen  Diife- 
rentialform,  die  gleichzeitig  mit  A  und  B  transformiert  wird,  d.  h.  für 
die  die  Gleichung  gilt: 

(15)  Pdu^  +  ^Qdu'dv  +  3Bdudv'  +  Sdv^  = 

P'du^  -\-dQ'du^dv  +  SB'dudv^  +  S'dv'^ 

P,  Q,  B,  S  heißen  die  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  der 
Fläche.  Mittels  der  Fundamentalgrößen  erster  und  zweiter  Ordnung  dar- 
gestellt, haben  sie  die  Werte: 

P==||-2(ZJ,+ilfJ,) 


du 

dL 
dv 


Q  =  ^-2iLj;  +  Mj;) 


(16) 

B==^^-2{Mj;-^Nj;) 

Den  Fundamentalgleichungen  zufolge  kann  man  auch 

Q  =  If-  -  {MJ,  +  NJ,)-  {Lj;  +  Mj;) 
(17) 

setzen. 
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§  152. 

Herleitung  des  Ausdruckes  von  &n  durcli  gewöhnliche 

Differentiationen. 

In  der  Formel  für  ®n  tritt  die  kubische  Kovariante  von  A  und  B 
selbst  auf,  wenn  vermittelst  der  Kurvendarstellung 

m.  du  +  m,  dv  =  0 


oder 


-^  du  -{-  J^  dv  =  0 

du  cv 


von  den  Ableitungen  auf  die  Differentiale  zurückgegriffen  wird.  Unter 
Berücksichtigung  des  Fortgangsprinzips  (S.  131 — 132,  176)  ergibt  sich 
nämlich  aus  S.  492(12)  oder 

/^N       ^          et    ,           \dv             ^  \dv      du               dv  \du              \du 
(1)      &n  —  2gt= -^ 

(^(!i)'- 2^1:1-: +^(I-3T 

die  Gleichung 

.„.  dn       „    ,    ,    Pdu^-\-dQdu''dv  +  ^Bdudv''  +  Sdv^ 


{Edu''  -f-  'iFdu  dv  +  Gdv^j^ 

Für  die  Tangentialkrümmung  und  die  geodätische  Windung  sind  dabei 
die  Ausdrücke  S.  127  (6)  und  S.  193  (7)  gesetzt  zu  denken. 

Bei   dem  Versuche,   die  Formel  (2)   ganz   direkt,   nämlich   ohne 
Benutzung  des  Algorithmus  der  geometrischen  Differentiationen,   aus 

B 

abzuleiten,  muß  man  —  so  scheint  es  auf  den  ersten  Anblick  — 
auf  unübersehbare  Ausdrücke  stoßen.  Es  ist  deshalb  nützlich,  sich 
klar  zu  machen,  wie  einfach  die  Rechnung  tatsächlich  wird,  wenn 
man,  wie  es  selbstverständlich  ist,  die  Kurveninvarianten  zweiter  Ord- 
nung als  bereits  bekannt  betrachtet  und  sich  außerdem  der  Rolle  er- 
innert, die  die  Christoffeischen  Verbindungen  überall  da  spielen,  wo 
Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  vorkommen. 
Die  Ausgangsgleichung  ist 

A    dk 


(3)  ^Hn  = 


B    dB 


und  die  Differentialbildung  liefert 

^A  =  Ai+  2A2 
(^B  ==  Bi  4-  2B2, 
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wenn  für  diese  Rechnung  der  Kürze  wegen 

dEdu^-\-  2dFdudv  +  dGdv^==  \ 
Edud^u  +  F(dud^v  +  dvd'^u)  +  Gdvd^v  =  Ag 

gesetzt  und  B^,  Bg  entsprechend  definiert   werden.    Die  Gleichung  (3) 
geht  in 

(4)  AVw=    ^   ^' 

^  ^  B   Bi 

über.    Nach  den  aus  S.  119(5)  und  S.  127(5)  folgenden  Formeln 


+  2 


A  A^ 
B   B, 


^  =  2(EJ,  +  FJ,), 

dE 

dv 

(5)   l^  =  FJ,i-GJ,-\-EJ:i-Fj;, 

dF 

dv 

\^^2{FJ[+GJ',), 

da 

dv 

wird  hierin 

ä7  =  ^(^^l  +  ^^2) 

^  =  Fj;-i-Gj;-^Ej;'^Fj; 
2{Fj';+  Gj;') 


(6)  i-  Ai  =  (Edu  +  Fdv)  {J^du'  +  2j;dudv  +  J['dv^) 

+  {Fdu  +  Gdv)  (J.^du^  -{-  2J^dudv  +  J'^dv^). 


Ferner  ist 


A  ^, 

B   B, 


{Edu-\-Fdv)du-\-{Fdu-\-Gdv)dv,  {Edu-\-  Fdv)d^u+{F du+Gdv)d^v  | 
{Ldu^Mdv)du-\-{Mdu-\-Ndv)dv,  {Ldu+Mdv)d'^u-\-(Mdu-\-Ndv)d^v  \' 


(7) 


AAg 
BBo 


J5;t??t  +  Fdv,     Fdu  +  G^rfv 
Ldu  +  Jlf«?w,     ilffZw  +  Ndv 


du     dv 
d^u    d^v 


Das  Auftreten  der  Verbindungen  J^du^ -\ ,  J.^du^ -\ und  nament- 
lich der  Umstand,  daß  die  zweiten  Differentiale  allein  in  der  Deter- 
minante dud'^v  —  dvd^u  vorkommen,  weisen  auf  die  Benutzung  der 
Formel  S.  127(0)  hin: 


(8)     dud'^v  —  dvd^u  =  ^^ -\- 


J^du^-^-  2J[dudv  +  J^'dv^,  du 
J^du^ -\- 2J^dudv -\- J^'dv^,   dv 

und  der  Koeffizient  von  dud^v  —  dvd^u  in  (7)  außerdem  auf  die  Glei- 
chung S.  193(7): 

Edu  4-  Fdv,     Fdu  +  Gdv 
Ldu  +  Mdv,   Mdu  +  Ndv 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  82 


(Ö) 


tTds^ 
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Bevor  aber  diese  angewendet  wird,  können  aus  (4),  nach  Hinzuziehung 
von  (6),  (7),  (8)  und  nachdem  man  in  —  BA^ 

B  =  {Ldu  +  Mdü)du  +  {Mdu  +  Ndv)dv 

geschrieben  hat,  zwei  Paare  von  Gliedern  gestrichen,  und  dann  aus 
sämtlichen  Gliedern  der  Faktor  A  ^  ds^  weggelassen  werden.   Es  wird 

(10)  Kdn  =  2gtds^-^E^-2{Ldu-^Mdv){J^du^-\-2J[dudv^J';dv^) 

-  2 {31  du  +  Ndv)  {J^du'+  2J^dudv  +  J'^dv^) 
Setzt  man  nun 

Bi  =  dLdu^  +  2dMdudv  +  dNdv^ 

ein,  so  vollzieht  sich  die  Vereinigung  und  Vereinfachung  der  Koeffi- 
zienten von  du^,  du^dv, .  .  .  genau  wie  auf  S.  491—492,  und  es  er- 
scheint unmittelbar  die  Gleichung  (2). 

Zur  Ergänzung  der  im   §  25   aufgestellten  Formeln  (4)   und  (7) 
für  JE,  F,  G\  L,  M,  N  mögen  die  Werte  der  Fundamentalgrößen  di'itter 
Ordnung  für  die  Fläch endarstellung 
(III)  z  =  0{x,  y) 

hier  angegeben  werden.  Die  in  den  Definitionsgleichungen  S.  495  (16) 
vorkommenden  Christoffeischen  Verbindungen  haben  die  Werte 

J      _    Pll T'    ^ PS  Jff   ^  Pt 


7-  —       g^  r  —       g^  7"  _       g*  . 

t/o  9      1  «       1       .i     »  ^O  -.9      I        .«       I       <     »  ^O 


Setzt  man,  wie  schon  auf  S.  106, 

^^  äa;«~^3o^      ^V^gj,       %J      aa;a2/'       ^^^^     g^^s       %? 

so  erhält  man 

p  _  Cp'  +  g'  +  1)  ^so  —  3r(pr  +  gj?) 

(i^'  +  g'+i)'^ 
n  =  (-P^  +  g'  +  1)  hl  —  ^'ips  +  gO  —  ^^(P^  +  gg) 

(13) 

ü  ^  (i>-  +  g'  +  1)  gia  —  ^(j^y  +  gg)  —  2s(^s  -f  gO 
(i>^  +  g^  +  l)^ 

o  = ^ , 

(p'  +  g'  +  l)^ 

wenigstens  unter  der  Annahme  £  =  +  1  in  den  oben  zitierten  For- 
meln für  L,  M,  N.  Anderenfalls  ist  den  rechten  Seiten  das  Vorzeichen  £ 
hinzuzufügen. 


Besondere  Normalschnitte.  499 

§  153. 

Normalschnitte, 

die  von  ihrem  Krümmungskreise  superoskuliert  -werden. 

Die  Differentiale  von  H  und  K. 

Unter  den  Anwendungen  der  Formel  (2)  verdient  eine  hervor- 
gehoben  zu  werden.  Die  Kurve,  längs  deren  die  Änderung  der  Normal- 
krümmung  beim  Übergange  vom  Punkte  A  zu  einem  benachbarten 
untersucht    werden    soll,    sei    der  Normalschnitt    selbst,    der  zu   dem 

Differential  Verhältnis  ^—    gehört.    Da    für    ihn    der   Winkel    zwischen 

du    " 

Hauptnormale  und  Flächennormale  im  Punkte  A  gleich  Null  (oder  %) 
ist,  so  wird  ^  =  0,  und  demnach 

(1)  ds^\in==Vdw'  +  ?>Qdu^dv  +  SBdudv'  +  Sdv^, 

wenn  der  Portgang  längs  des  Normalschnitts  durch  das  Zeichen  b  an- 
gedeutet wild.  Die  Differentiale  zweiter  Ordnung  sind  in  diesem  Aus- 
druck nicht  mehr  enthalten,  vielmehr  kann  -r  ,   von   den  nur  auf  A 

bezüglichen  Fundamentalgrößen  abgesehen,  als  Funktion  von  ^      oder 

von  m.:m^  odier -^  :  ~    allein   dargestellt  werden.    Wird  bw  =  0  an- 
^       ^  du     dv  ° 

genommen,  so  lehrt  die  Gleichung 

(2)  Fdu"  +  3 Qdu^dv  -H  SBdudv^  -f  Sdv^  =  0, 

daß  durch  einen  beliebigen  Flächenpunkt  mindestens  ein  Normalschnitt 
geht,  der  von  seinem  Krümmungskreise  superoskuliert  wird. 

Wo  irgend  Ableitungen  dritter  Ordnung  ins  Spiel  kommen,  em- 
pfiehlt sich  die  Benutzung  der  Fundamentalgrößen  P,  Q,  JR,  S  immer 
dann,  wenn  die  Symmetrie  der  Untersuchung  gewahrt  werden  kann 
oder  soll.  Nach  der  Natur  der  llächentheoretischen  Aufgaben  ist  dies 
nicht  immer  möglich.  So  erscheinen  bei  der  Betrachtung  einer  einzel- 
nen Schale  der  Krümmungsmittelpunktsfläche  notwendig  bestimmte 
Größen  dritter  Ordnung  vor  anderen  bevorzugt,  wie  es  die  Formeln 
des  §  115  erkennen  lassen.  Aber  auch  in  solchen  Fällen  gewährt  die 
Einführung  von  P,  Q,  R,  S  vielfach  einen  Überblick  über  den  Formel- 
zusammenhang. 

In  sehr  übersichtlicher  Weise  lassen  sich  die  Ableitungen  der  ele- 
mentaren symmetrischen  Funktionen  der  Hauptkrümmungen  mittels 
der  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  darstellen.    Aus 

32* 
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rr^GI^—  2FM-\-EN 

EG  —  F^ 

j^__LN—M^ 
EG  —  F* 

findet  man  ganz  direkt: 


(3) 


1    /      dL       ^jpdM       j.dN\ 


dH 

dv 


(4) 


|5=   •   (j^|l_2j^|^+i|^) 

du        T^  \      du  du    '         du  / 

r*  \      dv  dv     '         dv  J 


dK 

dv        T 


Bei  Einführung  der  Ableitungen  von  L,  M,  N  aus  den  Gleichungen 
S.  495(16,  17)  fallen  die  Christoffeischen  Größen  weg,  und  es  bleibt 

^^  dH      1 

Y^=-4.iGQ-2FR  +  ES) 

Die  hieraus  zusammenzusetzenden  Ausdrücke 

(7)  dH  =  ^-,  (GiPdu  +  Qdv)  -  2  F{Qdu  +  Rdv)  +  E{Rdu  +  Ärf?;)) 

(8)  dK=^,  (N{Pdu  +  gt^v)  -  2M{Qdu  +  J^^v)  +  i(J2ö!«*  +  Äc^«;)) 

können    als   simultane   algebraische   Invarianten  je   einer   der   beiden 
Grundformen  und  der  kubischen  Ko Variante  aufgefaßt  werden.    Es  sei 

(9)  Pdu^-\-SQdu^dv-\-dRdudv^+  Sdv^==  H. 

Aus  der  Gleichung 

H  =  H' 
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würde  für  eine  beliebige  Form  H 

(vgl.  S.  154)  und  weiter 

(^r..  a'H     _  -ST!     d^H' 

folgen.    Der  Beweis  dafür,  daß  dann   " 

i,  k  X,  ju 

wird,  unterscheidet  sich  in  nichts  von  dem  auf  S.  156  für  einen 
speziellen  FaU  geführten.  Hat  H,  wie  jetzt  festgehalten  werden  soU, 
die  Bedeutung  (9),  so  werde,  in  Verallgemeinerung  des  Operations- 
zeichens R^  (S.  160  (3)), 

a*H 


i,k 

(13)  ll^ft^W.  =  ^-(^'") 

i,  k 

oder  ausführlicher 

f-iA-\  ^    (         ^'•^  9  g'H  a*H\    _    rr    /A     U^ 

^^*>'  6a  ^28    ^|F  -  ^»12  g^^^l^  +  »11   g|r  j   -  ^a  l^^  n; 

a*H 

gesetzt.    Man  erhält  dann,  wie  die  Ausdrücke  von  -^^,  .  .  .   unmittel- 
bar erkennen  lassen, 

(16)  dH^H^(A,H) 

(17)  dK^H^(B,H). 

§  154. 
Die  Differentiale  der  Hauptkrümmungen. 

Aus  den  Differentialen  von  H  und  K  setzen  sich  die  der  Haupt- 
krümmungen selbst  nach  folgenden  Formeln  zusammen: 

,            n.dH — dK 
an,  == 

(1) 


dn^ 


I 
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Durch  Multiplikation  ergibt  sich 

(2)  (n,  -  njdn^dn,  =  -  KdH^  +  HdHdK  -  dK^ 
oder 

(3)  iH^-iK)än,än,  ^  (_  ^(»^«)V  i/|f  |f  -  (H/)  iu' 

'    \  du  dv  \du   ov        du   dv  I  du   dv  J 

Die  NuU Setzung  dieses  Ausdrucks  liefert  die  Differentialgleichung  der 
Kurven,  von  denen  im  §  120  die  Rede  gewesen  ist,  längs  deren  näm- 
lich eine  Hauptkrümraung  (oder  ein  Hauptkrümmungsradius)  einen 
konstanten  Wert  hat. 

Um  die  Koeffizienten  der  quadratischen  Differentialform  durch 
die  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  darzustellen,  könnte  man  ein- 
fach die  Formel  (2)  mit  (16)  und  (17)  des  vorigen  Paragraphen  ver- 
binden. Eine  etwas  veränderte  Darstellung  ergibt  sich  durch  Einzel- 
berechnung der  Koeffizienten  aus  (5)  und  (6),  nämlich 

\du  J  du  du        \du  / 

und  durch  Vertauschung  von  u  mit  v,  wobei  die  beiden  Größenreihen 

Vn     ^12     P     Q 

V22     ^21      S     P 
ineinander  übergehen: 

\dv  /  dv    dv        \dv  / 

jr,  ({VnQ  +  (V22-Vn)P-  ^la'^)' +  (('?22 -  V  +  4^,, %0(Ö'S  -  R')). 

Drittens  ist 

du   dv  \du   dv         du   dv  /  du    dv 

Y^  {^(V2iP  +  (^22  -  ^11)  Q  —  VnP)  (%i  Q  +  (%2  -  Vn)P  -  Vn^) 

+  i(%2-Vn)'i-^Vi2%i)iPS-QR)y 

Werden  diese  Werte  in  (3)  eingeführt  und  die  Gleichung 

(4)  {%2-Vny+^%2Vn  =  H'-^^ 
benutzt,  so  folgt 
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(5)  {H^-4.K)dn^dn^^ 

jrt  ((Vn P  +  (%2  -r}n)Q-Vi2l^)^u  +  (%i  Q  +  (%2  -  ^u) ^ - ''?i2 '^) dvf 


+ 


4:K 


{{PB  -  Q^)  du^  +  {PS  -  QB)  dudv  +  {QS  -  B^)  dv^). 


Von  den  beiden  Bestandteilen  der  rechten  Seite  ist  der  erste  eine 
algebraische  Kovariante  des  Formensystems  (A,  B,  H),  der  zweite,  von 
dem  invarianten  Faktor  H^—4K  abgesehen,  eine  Kovariante  von  A 
und  H  allein,  in  der  außerdem  die  Form  A  nur  in  ihrer  Determi- 
nante a  ^  T^  zum  Vorschein  kommt.    Schreibt  man 

(6)     f-  (^21  (P^^^  +  Q^^'^)  +  (%2  —  %i)  ^Qd^  +  -^^^)  —  ViiiPdu  +  Sdv)) 

=  jTs  {p%'i(Pdu  +  Qdv)  —  2c^^{Qdu  +  Bdv)  -\-  Ci.^{Bdu  -\-  Sdv)) 

(vgl.  S.  194(13)  und  S.  224(12),  so  sieht  man,  daß  diese  erste  Größe  aus 
A,  r  und  H  ebenso  gebildet  ist  wie  vorher  dK  aus  A,  B  und  H,  daß  also 


(7) 


Pdu  -f  Qdv,     Qdu  -\-  Bdv,     Bdu  +  Sdv 
E  F  G 

L  M  N 


H^{r,  H) 


gesetzt  werden  kann. 

Die  Größe  an  zweiter  Stelle  in  (5)   steht  in  unmittelbarem  Zu- 
sammenhange mit  der  Hesseschen  Determinante  von  H, 


(8) 

denn  es  ist 

(9) 


H(H)^ 


Pdu  -\-  Qdv,     Qdu  +  Bdv 
Qdu  -f-  Bdv,     Bdu  -\-  Sdv 


-ÄÄ(H). 


36 


Diese  quadratische  Kovariante  von  H  erscheint  durch  Division  mit  T^ 
in  eine  absolute  Kovariante  verwandelt,  wie  es  die  Gleichungen 


a«H 

a^H 

a*H' 

a*H' 

d^l    ' 

d^^dU 

~d^?  ' 

d^\d^'. 

a»H 

a*H 

a«H' 

a^H' 

ai,ai,' 

aai 

di:,di\' 

ai;* 

T 

j  _^ 

T'h' 

bedingen. 

Durch  Elimination  der  drei  Größen 


P^x-hQi,,    Qh-{-P^2,    P^ii-S^, 
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aus  den  Ausdrücken  der  drei  linearen  Kovarianten  und  der  Form  H 
selbst  ergibt  sich  die  Relation 

(10)  2rs,(r,H)  = 

{HB  -  2KA)H^{A,  H)  +  (HA  -  2B)H^{B,  H)  -  (H' -  4K)H. 

§  155. 
Geometrische  Differentiation  der  Tangentialkrümmung. 
Unter  den  auf  eine  Flächenkurve  bezüglichen  geometrischen  Größen, 
die  von  dritten  Differentialquotienten  der  Funktion  q)  oder  zweiten 
Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  m^  abhängen,  aber  in  den  Funda- 
mentalgleichungen nicht  vorkommen  (vgl.  S.  490),  befindet  sich  auch 
@g.    Bedenkt  man,  daß 

(1)  9--  y^  ^  f^u  ^u  ^a 

ist  (S.  187(6)),  während 

i,k 

war,  so  darf  man  erwarten,  daß  bei  der  Reduktion  von  &g  nach  der 
bei  ®n  befolgten  Methode  eine  Kovariante  auftreten  wird,  die  aus  M 
(S.  181  (5))  ebenso  entsteht  wie  SSg  aus  B  oder  S3,  nämlich  nach  dem 
Christoffeischen  Verfahren.  Sie  hätte  schon  im  §  57  eingeführt  werden 
können,  wenn  es  sich  dort  um  &'g  und  &g'  selbst,  nicht  gerade  um 
einen  Ausdruck  gehandelt  hätte,  aus  dem  die  zweiten  Ableitungen  der 
Größen  m^  wegfallen. 

Die  Annahme  ®g  <=  0  liefert  die  Differentialgleichung  der  Kurven 
konstanter  geodätischer  Krümmung  (§  95 — 96). 

Beginnt  man  nun  die  Berechnung  wie  auf  S.  491,  so  erhält  man 
zunächst 

(2)  @(.9yÄ)  =  -2%H^u^u-^^^ 

i,  k,  l 


l  i,  k 


Diese  Gleichung  entspricht  den  Formeln  (6)  und  (7)  auf  S.  208.  An- 
statt aber,  wie  dort,  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  als  solche 
auszugehen,  bleibt  man  bei  den  Ableitungen  -^  *^  stehen  und  benutzt 

nur  wieder  den  Ausdruck  von  -—''  (S.  186(25)),  sowie  außer  (1)  die 
Formeln  S.  208  (2,  4).   Dann  treten  sofort  die  Größenverbindungen 

(3)        t-'-2'((Vl*^'.+lV)^.')=«". 
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auf,  die  den  Größen  'b^J^^  (S.  493  (3))  genau  entsprechen.   Es  ergibt  sich 

^         i,  k  ^        i,  k,  l 

Der  zweite  Bestandteil  ist  aus  dem  Ausdruck  von  @(]/A)  entstanden. 
Will  man  der  Formel  für  (dg  die  für  &g^  sowie  die  für  die  geome- 
trischen Ableitungen  von  g'  an  die  Seite  stellen,  so  braucht  man  auch 
den  Wert  von  @'(]/a)  (S.  208(5)).  Der  Gleichförmigkeit  mit  (1)  und 

C5)  Z7^^  i^u[^2k^ik  =  9' 

^         i,  k 

wegen  mögen  noch  folgende  Definitionen  eingeführt  werden: 
(6)  -7^^  ^ikNi^ik  =  'h' 

^        i,  k 

Dann  ist 

(8)  ^  =  h- 

(9)  ^^^  =  -  /., 

^  ^  VA  ' 

und  die  Formel  (4)  lautet 

(10)  %  =  -  gg-  2gh'-:^^^  ^ i^uf^ikt^u^iki- 

Für  die   Größe  &'g  findet  man,  von  S.  208  (7)    ausgehend   und 
die  Berechnung  in  derselben  Weise  wie  bei  @g  fortsetzend, 

(11);  &'g  =  /2  _)_  g'h'  +  g^--,^^  .«li /^u >«2i ^iki- 

"       i,  k,  l 

Ebenso  braucht  die  Reduktion  von  ®g'  und  ®'g'  nicht  im  einzelnen 
erläutert  zu  werden;  es  ergibt  sich 

(12)  ®g  =g^-gh-g]l'+—^  fl^f  ^2j  ^1,  w,;t, 

i,  k,  l 

(13)  @y  =    -gg+  ^g'h  +    .^^  ^u  i^n  Ni  ^iki  • 

'^       i,  k,  l 


I 


Rechnungsmäßig    bedarf   das    Gleichungssystem    (10,  11,  12,  13) 
noch  einer  Ergänzung.   Jede  der  Größen  w^^j  enthält  eine  bestimmte 
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zweite  Ableitung  eines  der  beiden  Formenkoeffizienten  m^,  m^,  näm- 
lich -^ — X-- ,  und  vier  bestimmte  Verbinduno-en  aus  diesen  Differential- 
en 3  Wj  ° 

quotienten  erscheinen  hier  als  durch  die  geometrischen  Ableitungen 
@g,  &'g,  ®g'  und  ®'g'  vertreten.  Sämtliche  zweiten  Ableitungen  kom- 
men vor,  wenn  noch  &h,  &'Ji,  &h'  und  &]('  hinzugenommen  werden. 
Unter  den  acht  Größen  &g,  . . .  ®'li   sind  dann  freilich  zwei  überflüssig, 

weil  die  Anzahl  der  Ableitungen  ^ — w"-  nur  gleich  sechs  ist. 

Die  hinzutretenden  Gleichungen  lauten 

(14)  0  ^'  =       g'-  -  gh  -  JP  +  ^^  ^  l^n  l^n  l^u  ^iu 

'        i,  k,  l 

(15)  ®'h'  ^-gg'+  g'h  -f  Mi  +  ^^^  ^ui^n  ^n  ^iki 

'        i,  k,  l 

(16)  0 h  =      gg  +  gJi  -  Mi  --^^  ^2i ^^k^u  »hki 

^    i,  k,  i 

(17)  ®'h   =  -  ^r'ä  -  g'h'  +   Ä,2  -  —  ^  ^2il^2k^2i^^ikr 

'        i,k,t 

Die  Anzahl  dieser  Formeln  verringert  sich,  und  die  Ausdrücke 
selbst  erfahren  eine  Vereinfachung,  wenn  die  Kurve  durch  die  Gleichung 
(p  (u,  v)  =  const.  dargestellt  wird,  die  Differentialform  W^  also  der  Be- 
dingung der  Integrabilität  genügt.  Die  Größen  g'  und  Ji  sind  näm- 
lich mit  der  Integrabilitäts-Invariante  durch  eine  einfache  Gleichung 
verbunden, 


^^'  -  9  =-  :7r  y^,  ^iJc  f^2i  Kt  -  *w*i) 

'dm,-       dm,: 


>^fr^' 


•^         i,k 

-  y^  Kl^n  ^22       ^12  ^21;  \^^^^        J^J  , 


d.  h. 

(18) 

h'  -g== 

1 

Jai^o)' 

Werden 

nun 

unter  der  Annahme 

also 

dm^ 

=  0, 
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_  dcp  dcp 

die  Zeichen 

^11       ^12       f*21       ^22       ^ik 

durcli 

9>i      92      fi     9^2      %k 

(vgl.  S.  176  und  S.  169,  181),  und  entsprechend  ' 

^iki     durch     qp.^j 

ersetzt,   so   treten  wegen  Ji  =  g    an  die   Stelle  der  Gleichungen  (10) 
bis  (13)  die  folgenden: 

(19)  &g  =  -  Zgg  -  —~=  V  9>i9^k%^ai 

^     ^  i,k,i 

(20)  ®'g  =  2g'^  +  gh  -  -^  ^  9>i9>k%(Piki 


VA'fp 


i,  k,  l 


(21)  ®g'  =  g^-gh  - g'^  +  -^^^  ^ (Pi(pl(Pi<Pai 


(22)  &'g  =-gg'+  2g'h  +  ~^=r  ^  (p,<pl  (p[  <p, 


kr 


Die  Formel  (14)  wird  mit  (12)  oder  (21),  (15)   mit  (13)   oder  (22) 
identisch,  und  die  beiden  noch  übrigen  heißen 

(23)  @/i=     2gg'-g'h--j^y](p'.(p[fp^cp,^^ 


(24)  0'/.  =  -2/«+  h^  --^^wW\9i 

^  i,  k,  l 


kl- 


§  156. 

Umforniung  der  gefundenen  Ausdrücke.    Äquivalenzen  zwischen 

geometrischen  Ableitungen. 

Die  Ausdrücke  (19)  bis  (22)  der  geometrischen  Ableitungen  von 
g  und  g'  erscheinen  von  einem  bestimmten  Gesichtspunkt  aus  be- 
trachtet nicht  in  ihrer  einfachsten  Form. 

Nach  S.  187(4)  und  S.  189(11)  kann  man  auch  von 

(1)  9=^l^2i(^Xk^l,ik 

i,  k 

(2)  9    '-—^^^U^2K'^l,ik 

i,k 


508  XI.  Abschnitt.     §  156. 

ausgehen;  Formeln,  die  sich  äußerlich  von  den  früheren  durch  das 
Fehlen  des  Nenners  "j/A  unterscheiden.  Während  nun  in  den  bisher 
benutzten  Ausdrücken  nur  solche  Größen  stehen,  die  aus  den  Koeffi- 
zienten von  9}lo  selbst  nach  dem  Christoffeischen  Verfahren  gebildet 
sind,  werden  zur  Herstellung  der  Größen  Wj  ^^.  nach  demselben  Ver- 
fahren zuerst  die  Koeffizienten  m^  algebraisch  verändert,  namentlich 
auch  durch  YE  dividiert  (S.  178(21),  187(3)).  Beim  Fortgang  zu 
den  geometrischen  Ableitungen  wird  man  jetzt  sein  Augenmerk  auf 
solche  Größen  richten  müssen,  die  aus  m^  ^f.  so  entstehen  wie  die  m^j^^ 
aus  m-j^,  nämlich  nach  der  Rechnungsvorschrift 

In  der  Tat  erscheinen  diese  Größen  sofort,  wenn  man  die  Reduktion 
der  Formeln  auch  hier  wieder  so  vornimmt  wie  es  im  Vorhergehen- 
den beständig  geschehen  ist.    Z.  B.  wird 

i,  k,  l  '         (j,  l  i,  k 

'^  ye2  ^1?  ^^'  ^(^'  2  ^^'  ^i*^"^!,»-*- 

Hier  kann  der  zweite  Teil  der  rechten  Seite  unmittelbar  mittels  (2) 
und  des  früheren  Ausdruckes  von  g  dargestellt  werden,  aber  die 
zweite  auf  i  und  h  bezügliche  Summe  ist  besonders  zu  berechnen. 
Dies  geschieht  durch  Vergleichung  der  Formel  S.  185  (20) 

mit  der  oben  zitierten  Definitionsgleichung  für  m^  ^j^, 
Sie  liefert 


(6)  'muik  = 


m» 


V 


Benutzt  man  noch  die  Gleichung  S.  180(30),  so  sieht  man,  daß 

iV  ^l^uf^lk^l,ik=^ 

i,k 

und  auch 

i,  k 
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wird.    Hiernacli  ergibt  sich 

i,  k,l 

und  in  gleicher  Weise 

(10)  ®'9  =       /'  +  ^f^2i^ik  !^u  ^1,  iki 

(11)  ®9'=       9^'  —^t^u^2ki^u^i,iki 

i,  k,  l 

(12)  ®V--99'-2(^2i^2k^2l^l,ikl- 

i,  A-,  / 

Diese  Formeln  enthalten  nicht  die  Größen  It  und  h',  und  der  eigent- 
liche Grund  dafür  liegt  darin,  daß  die  hier  an  die  Spitze  gestellten 
und  sodann  dem  Christoffeischen  Verfahren  unterworfenen  Größen  m^  ,.j 
von  vornherein  nur  von  dem  Verhältnis  m^ :  m^  abhängen,  während 
dies  für  die  Größen  m,.^  nicht  zutrifft.  Ihrer  geometrischen  Natur  nach 
enthalten  g^  g',  ®g,  .  .  .  &'g'  sämtlich  nur  dieses  Verhältnis  und  seine 
Ableitungen.  Während  nun  hier  bei  Einführung  von  }im^^  und  fiWg 
statt  nii  und  m^  der  Proportionalitätsfaktor  (i  aus  jedem  einzelnen 
Gliede  wegfällt,  wird  in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  das 
Auftreten  von  ^  in  Bestimmten  Gliedern  erst  durch  sein  Vorkommen 
in  anderen  Gliedern  aufgehoben. 

Der  Gebrauch  des  einen  oder  anderen  Formelsjstems  richtet  sich 
nach  dem  Zweck  der  jeweiligen  Untersuchung.  Will  man  sich  eine 
Vorstellung  von  den  Größen  bilden,  die  in  der  Theorie  der  geometri- 
schen Differentiationen  ein  gegebenes  System  gewöhnlicher  Ableitungen 
der  Formenkoeffizienten  m^  oder  der  willkürlichen  Funktion  (p(u,  v) 
ersetzen  können,  so  wird  man,  schon  der  Einheitlichkeit  ihrer  Ent- 
stehung wegen,  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  bevorzugen. 
Sollen  dagegen  nur  bestimmte  geometrische  Größen,  die  sich  früher 
als  wichtig  erwiesen  haben,  unter  einander  in  Zusammenhang  gebracht 
und  die  an  sie  anknüpfenden  Aufgaben  erörtert  werden,  so  genügen 
dazu  die  letzten  P'ormeln  (9)  bis  (12).  Aber  auch  hier  wird  man,  im 
Anschluß  an  frühere  Bemerkungen  (vgl.  z.  B.  S.  506),  die  Frage  nach 
der  kleinsten  Anzahl  von  Kovarianten  einer  gegebenen  Ordnung  be- 
ständig im  Auge  behalten  müssen.  In  diesem  Sinne  sind  nun  offenbar 
&'g  und  @g'  einander  äquivalent,  denn  man  kommt,  gleichviel  ob 
mittels  (10,  11)  oder  der  entsprechenden  Gleichungspaare  im  vorigen 
Paragraphen,  auf  die  Gleichung  zwischen  der  Bonnetschen  Kovariante 
und  der  Gaußschen  Invariante  (§  57 — 58).  Diese  Gleichung  hat  hier 
in  erster  Linie  die  Bedeutung,  daß  die  zweiten  Ableitungen  der  Formen- 
koeffizienten m^  oder  die  dritten  Ableitungen  der  Funktion  (p(u,  v)  in 
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der  Summe  &g  +  ®g'  nicht  mehr  vorkommen.  Aber  aus  der  von  selbst 
auftretenden  Verbindung  &g  -\-  &g'  ~  g"^  —  g'^  fiel  überhaupt  alles  heraus^ 
was  sich  auf  SJJq  oder  (p{ii,v)  bezieht  (S.  211— 212). 

Eine   zweite   Äquivalenz  (inbezug  auf  die  höchsten  Ableitungen) 
folgt  aus  den  Gleichungen  S.  506  (15,  16).    Zunächst  wird 

(13)    ®'K  +®h-  g'h  -  gli  =77^^  ^u^  (/*u-  f^s/  -  ^2k  ^u)  ^m- 
Die  auf  h  und  l  bezügliche  Summe  reduziert  sich  auf 

und  hierin  ist 


«™-«,.=t--^-2'!';i«..+^r;) 


m 


p2- 


Die  Differenz  der  beiden  Ableitungen  ist  gelegentlich  der  Reduktion 
der  Bonnetschen  Kovariante  bereits  berechnet  worden;  aus  S.  209 
(9,  10)  folgt 

dUa 


-t^-2'(i?i*^.-r.>^«)+2'f-2ii 


m,. 


Die  Gleichung  (13)  geht  demnach  in 

@'h'  +  0Ä  -  g'h  -  g¥  =  ~^_  ^  (i,,  ^  { iv21 }  m^ 

über.  *  ' 

Die   auf   S.  211    eingeführten    oder    benutzten   Formeln   liefern 
dann  weiter 

^7^^."2i{*>21}m,,  =  J,^^2.{»^21}W2, 

i,v  i,  V 

i,  V  p 

=  Y2^2.f*2p[^i'21], 

i,  p 

und  diese  Größe  verschwindet  infolge  der  Eigenschaft 

[ipM]  =  —  [pikl] 
(S.  212  (24)).    Das  Ergebnis  lautet  also 

(14)  &h'  +  &h  =  g'h  +  gh' 
oder  für  h'  =  g'  (vgl.  S.  506) : 

(15)  &'g-\-@h=^g'{g-]-h). 
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§  157. 
Relationen  zwischen  den  geometrischen  Ableitungen  von  n  und  n\ 

Ein  planmäßiges  Vorgehen  im  Sinne  der  beiden  letzten  Para- 
graphen, in  denen  die  ersten  geometrischen  Ableitungen  von  g  und  g 
vollständig  aufgestellt  worden  sind,  erfordert,  noch  einmal  auf  die 
Normalkrümmung 

zurückzugreifen,  um   auch  von   ihr  und  der  ihr  zugeordneten  Größe 

die  ersten  Ableitungen  sämtlich  zu  bilden. 

Erstens  kann  man  @n  selbst  (S.  491  (5))  unter  Benutzung  der 
Größen  &.^,  (S.  493(3))  die  Form  geben: 

(1)  ®'>^-^9i  + ^^u^ikl^xAkv 

i,  k,  l 

Zweitens  ist  bereits  auf  S.  227  die  Gleichung 
&n  +  2g't  =  ^  l^iil^ik^2iY^'  -  ^^  ^^ii^io^2i  [\  }  hk 

i,  k,  l  i,  k,  l,  o 

abgeleitet  worden.    Vertauscht  man  im  zweiten  Bestandteil  der  rechten 
Seite  k  mit  q  und  zieht  wieder  S.  493  (3)  hinzu,  so  findet  man 

(2)  ®''>^--^9't  + ^^ui^iki^-iiKi- 

i,  k,  l 

Diesen  Formeln  entsprechen  die  beiden: 

(3)  ®n=-2gt  +  ^ii^,(i^,^^^,h,^i 

i,  k,  l 

und 

(4)  &'n=     2g't+  ^fi^.fi^j^^^jb^^,. 

i,  k,  l 

Alle  vier  geometrischen  Ableitungen  enthalten  die  Differential- 
quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  der  Funktion  cp{u,v),  oder 
bei  der  Darstellung  der  Flächenkurve  mittels  der  Gleichung  ÜJi^  =  0, 
die  Formenkoeffizienten  m^  und  deren  erste  Ableitungen  nach  u  und  v. 
Genauer    gesprochen,    hängen    n   und   n     nur    von    dem    Verhältnis 

c!^  : -^'  oder  m,:nu  ab,  die  geometrischen  Ableitungen  außerdem  von 

du     dv  1       2        >  &  o 

den  beiden  Differentialquotienten  dieses  Verhältnisses.  Demnach  müssen 
die  vier  betrachteten  Ableitungen  durch  zwei  (algebraische)  Gleichungen 

verbunden  sein,  die  Ergebnisse  der  Elimination  von  15—    *  und  -„ 

'  o  du  m^  cv  m^ 

aus  den  Formeln  (1)  bis  (4), 
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Diese  einfachen  Überlegungen  sind  lediglich  durch  das  Auftreten 
bestimmter  Größen  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Formeln  bedingt, 
aber  nicht  durch  die  spezielle  Art  des  Vorkommens  dieser  Größen. 
Im  vorliegenden  Falle  erscheinen  die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten 
der  Formeln  in  je  zwei  wesentlich  verschiedene  Teile  zerlegt,  weil  die 

dreifachen  Summen  nur  von  — ^  selbst  abhängen,  die  ersten  Bestand- 

teile  aber  auch  von  den  Ableitungen  dieses  Quotienten.  Außerdem 
haben  die  ersten  Teile  in  (1)  und  (3),  (2)  und  (4)  jedesmal  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte.    Bezeichnet  man  die  ersten  Differentialquotienten 

des  Verhältnisses  -—    oder  überhaupt  die  ersten  Ableitungen  von  m^ 

und  m.2  als  Größen  zweiter  Ordnung,  insofern  sie  bei  der  spezielleren 
Darstellung  der  Flächenkurve  auf  die  zweiten  Ableitungen  der  Funk- 
tion cp(ii,  v)  führen,  so  voUzieht  sich  also  die  Elimination  der  Größen 
zweiter  Ordnung  aus  den  vier  Formeln  einfach  durch  Addition  von  (1) 
und  (3),  (2)  und  (4). 

Um  dies  festzustellen,  hätte  es  der  ausdrücklichen  Bildung  aller 
vier  Ableitungen   garnicht   bedurft.    Denn   schon  zwischen  n  und  n 

selbst,  als  von  der  einen  Größe  erster  Ordnung  ^ :  ^^   abhänffig,  muß 

'°  du    dv  '^  °^ 

eine  algebraische  Gleichung  bestehen,  und  diese  ist  keine  andere  als 
die  Relation 

«  +  w'  =  w^  +  ^2  ^  jy 

(S.  85  (4)).    Es  muß  also 

@n-\-0n  =  &H 

<P)  ,  ,  ,         , 

&n  +  0n  =  &'H 

werden.  Durch  direkte  Untersuchung  wird  dies  leicht  bestätigt.  Man 
hat  z.  B. 

i,  k,  l 

d.  h.  nach  S.  180  (36) 

(6)  ®n+&n^2l^u^iAki- 

i,  k,  l 

Nun  können  die  Formeln  S.  500(5)  unter  Berücksichtigung  der 
zwischen  den  Größen  h^^j  geltenden  Beziehungen  S.  494  (9),  S.  495  (12) 
in  die  eine 

/,  k 
zusammengezogen  werden.    Man  erhält  also 
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&n+&n=^^,/^^, 


woraus  die  Behauptung  sofort  folgt. 

Was  oben  von  den  beiden  verschiedenen  Bestandteilen  in  den 
Ausdrücken  &n,  ...  &'n  gesagt  worden  ist,  kann  man  sehr  einfach 
aussprechen,  wenn  man,  unter  Hinzuziehung  des  Begriifs  der  Äquivalenz 
(S.  509),  sein  Augenmerk  nur  auf  die  Art  des  Vorkommens  der  Größen 
zweiter  Ordnung  richtet.  Die  Formeln  (1)  bis  (4)  lehren  dann,  daß 
&n,  &n'  zu  g,  und  &'n,  &'n    zu  g'  äquivalent  sind. 

Noch  schärfer  läßt  sich  die  Verschiedenheit  der  ersten  und  der 
zweiten  Bestandteile  charakterisieren,  wenn  man  auch  auf  ihre  Zu- 
sammensetzung hinsichtlich  derjenigen  Größen  achtet,  die  mit  der 
Kurve  nichts  zu  tun  haben.  Die  drei  Kovarianten  g,  g  und  t  ent- 
halten nämlich  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche 
nebst  ihren  ersten  Ableitungen,  sowie  die  Fundamentalgrößen  zweiter 
Ordnung,  also  insgesamt  nur  erste  und  zweite  Ableitungen  der  karte- 
sischen  Koordinaten.  Die  dritten  Ableitungen  dagegen,  die  notwendiger 
Weise  auftreten  müssen,  finden  sich  in  den  zweiten  Bestandteilen  ver- 
einigt, und  zwar  allein  in  den  Verbindungen,  die  als  Fundamentalgrößen 
dritter  Ordnung  benannt  worden  sind. 

§  158. 
Der  allgemeine  Christoflfelsche  Satz. 

Die  Fundamentalgrößen  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  einer 
Fläche  erscheinen  übereinstimmend  als  Koeffizienten  von  Differential- 
formen, die  sich  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  krummliuigen 
Koordinaten  invariant  verhalten.  Aber  es  empfiehlt  sich  offenbar  nicht, 
die  Definition  der  Fundamentalgrößen  an  diese  Eigenschaft  allein  zu 
knüpfen.  Sonst  würden  z.  B.  auch  die  Koeffizienten  der  Form  f  als 
Fundamentalgrößen  bezeichnet  werden  müssen,  ebenso  wie  die  Koeffi- 
zienten aller  Formen  aA  +  /3B,  wo  a  und  /3  Konstanten  oder  Invari- 
anten sind.    Eine  Ausnahme  tritt  hier  nur  für 

-  ^A  -I-  if  B  =  ^du"  +  2^dudv  -f-  ^dv" 

I     ein;  die  Größen  @,  ^,  %  sind  wegen 

■  mu^^^%dudv^%dv'==d6^ 


I 


wirklich  Fundamentalgrößen,  nämlich  der  Bildkugel  einer  Fläche  mit 
den  Grundformen  A  und  B. 

Knoblauch,  DieTorentialgeometrie  33 
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Die  Fundamentalgrößen  höherer  Ordnung  sollen  vielmehr  nach 
einer  einheitlichen,  induktiven  Methode  hergestellt  werden,  und  zwar 
in  derselben  Weise,  wie  schon  die  Größen  dritter  Ordnung  aus  denen 
der  zweiten  gebildet  worden  sind  (§  151).  Das  Verfahren  ist  das  von 
Christoffel  zuerst  im  Gebiete  einer  einzigen  Differentialform  ange- 
wendete, das  sich  in  seiner  Erweiterung  auf  ein  Formenpaar  im  Laufe 
der  vorangehenden  Untersuchungen  wiederholt  als  fruchtbar  erwiesen 
hat.  Es  wird  genügen,  die  Methode  für  die  vierte  Ordnung  auseinander- 
zusetzen; die  Ausdehnung  auf  Fundamentalgrößen  höherer  Ordnung 
bietet  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten  (vgl.  S.  521). 

Der  Christoffeische  Satz  gestattet,  allgemein  aus  einer  m-fach 
linearen  und  einer  quadratischen  Differentialform  eine  (m  +  l)-fach 
lineare  Kovariante  herzuleiten. 

Es  seien  für  beliebiges  n 

d^u^, . . .  d^u^',  d^u^, . .  .  d^u^]  ....  d„^u,, . .  .  ^„,w„ 

die  Variabein  der  Differentialform.   Ist  diese  z.  B.  gleich  $83  (S.  493  (5))^ 
so  hat  man 

d{U^  =  du,  dyU^  =  dv]    d^u^  =  du,  d^u^  =  öv^    dc^u^  =  hu,  d^u^  =  hv. 

Irgend  ein  Glied  der  m-fach  linearen  Form  @^,,  setzt  sich  aus  einem 
Produkt  von  m  Differentialen 

diUi^d2Ui^    .   .  .    drnUij^^ 

und  einem  Koeffizienten 
zusammen,  sodaß 

wird,  die  Summation  erstreckt  über  alle  Kombinationen  (mit  Wieder- 
holung) der  Zahlen  1,  .  .  .  n  zu  je  m. 

Der   Übergang    zu    neuen   Variablen   u[,  ...  u^  wird   durch    die 
Substitution 

u:=u:iu„...u„)         /^  =  i,...n 

dX-  yl^'-'-äu,  U=l,...m 

/. 
vermittelt,  vermöge  deren  die  Gleichung 

@    =@' 
oder 

^{hh  ■  •  •  O  d^Ui^d^Ui^ . . .  d^Ui^  =  ^(«i^a  •  •  •  ajd^u'a^d^u'a^ . . .  d^^Ua,, 
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mit    folgendem    System    von    Transform ationsgleichungen    gleichbe- 
deutend ist: 

^--»  du'    du'  du' 

(1)      .  (hh.--L)-  yKa2...aJ'^~'-.--^-^- 

^    ^  ^  ^    '  "»•'  .^   V    1     2  mJ     ^u.     du,  du, 

«1,  •  •  •  «CT 

Die  Differentiation  nach  w,  ergibt 
^  •^  2w,-  ^i  du'„  du.   du,^  du. 

a,  aj,  . . .  am 

+  >,  («1 .  • .  O  ^ — 1^  -.-"*  •  •  •  ä-^ 


,     'SkTI  /  \,  du„ 

+   >   (ö^i  •  •  •  ««)   ^ 
^^  flu. 


du.     du.  du.         du, 

»1  H        »  »n» 


+ 


Hierin  läßt  sich  das  auf  die  {m  -\-  1)- fache  Summe  folgende  Aggregat 
m-facher  Summen  schreiben 

A,  «i, . . .  a,n 

+    >  K/i . . .  O  ^  .^ ^^ -^ 

■^^  (7M.     <7M.   OU.  du. 

a^,?i,  ...ajn  «1  »2         «  'm 


+ 


und  man  kann,  genau  wie  bei  der  speziellen  Untersuchung  auf  S.  493, 
aus  S.  168(23) 

^^  du.du,         ^\  V   \  ^^  jLj\  h  \  ^u,  du, 


einsetzen.   Nach  (1)  ist  aber 

^-T  du',   du'^.  du'„ 

I  *  *2  '7/1 

/(,  a^,  . . .  «nj 

^--1  ^«1     8wl  du'^ 


Man  bringe  diese  Ausdrücke,  nachdem  man  sie  mit  den  zugehörigen 
Größen  |  "  |  multipliziert,  dann  über  v  summiert  hat,  auf  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (2)  und  setze  • 

38* 
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w    '-H;f--2'(r:''}("'---»)+{?l(''---o 

r 

Dann  kommen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  die  aus  den  transfor- 
mierten Koeffizienten  entsprechend  gebildeten  Größen  vor.  Denn  der 
noch  nicht  berücksichtigte  Bestandteil  der  ersten  m- fachen  Summe, 
der  von  der  Doppelsumme  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  herrührt, 
hat,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  den  Ausdruck 

^^  ^mJ  l    n    )    CSU.  dU;     du,.  du. 

Ihm  entspricht  aus  der  zweiten  m- fachen  Summe 

^-^  "^r^  ( n  n    \'du'du'     du'  du' 

yia^h  .  .  .  aj  y    «  «^       -^    -^  -.^  •  •  •  ^; 
j^  ^  ^  "'^  ,^j  l    h    I    du.  du.     du.  du.    ' 

.  '  »1  »2  '»J 

a^,  n, ..  . a/fi  a,  a^ 

und  so  fort.  Nimmt  man  die  vorher  weggelassene  {m  -\-  1)- fache 
Summe  hinzu  und  vereinigt  unter  dem  auf  a,a^,  •  •  ■  a^  bezüglichen 
Summenzeichen  alle  Glieder,  die  den  Faktor 

du'    du'„    du'„  du'„ 

dU;   du.     du.  du,. 

haben,  so  erhält  man,  wie  behauptet, 
"■  h 

und  die  Gleichung  oder  vielmehr  das  System  von  Gleichungen  (2) 
selbst  lautet 

(5)  (»1  •  •  •  Lj)  =    >   («1  .  .  .  «„,«)'  -5 — -  ^ — - '  •  •  ^ — ^  ^ — 

<^i  >  •  •  •  öfli,  a 

Dies  sind  die  Transformationsgleichungen  der  (m  ~\-  l)-fach  linearen 
Diflferentialform 

2(h   ■  •  •  ^m*)  ^l^n  •  •  •  ^mW%  ^m  +  1  ^i'  ' 
»1.  •  ■  •  »m.  '■ 

§  159. 
Anwendung  des  Christoffelschen  Verfalirens  auf  die  Herleitung 
einer  vierfach,  linearen  Ko Variante. 
Es  sei  nun  m  =  3,  und  die  dreifach  lineare  Form  die  im  §  151 
aus  B  oder  33  hergeleitete 
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i,  k,  l 

Die  Koeffizieüten  der  aus  ihr  durch  Fortsetzung  des  Christoffelsclien 
Verfahrens  hervorgehenden  Differentialform 

^kum  ^Ä  ^2%  d^^l  ^i^m  ^  33^ 

i,  k,  l,  rii 

haben  nach  (4)  die  Werte 

V 

Da  jeder  Index  die  Werte  1  und  2  anzunehmen  hat,  so  ist  die  Anzahl 
dieser  Größen  allgemein  gleich  2*.  Sie  verringert  sich  jedoch  aus 
mehreren  Gründen -bedeutend.  Denn  schon  wegen  ^^-^  =  ö^i  und  ferner 
in  Folge  der  Fundamentalgleichungen  gelten  für  die  Koeffizienten  von 
SSg  die  Gleichungspaare 

(2)  &H.  =  &.n  (S.  494(8)) 
und 

(3)  &n.  =  &a,,  (S.  495  (12)) 
die  diese  Größen  von  acht  auf  vier  zurückbrachten. 

Vertauscht  man  nun  in  der  Definitionsgleichung  (1)  zuerst  i  mit 
k,  so  folgt 

=t:-2(r':i*'"+r:)^-+r:^-) 

V 

\^)  ^kilm  ^^  ^iklm- 

Zweitens  liefert  die  Vertauschung  von  k  mit  l 

\P)  ^ilkm  ^  ^iklm- 

Aber  auch  die  Vertauschung  von  l  mit  m  ergibt  noch  eine  Re- 
duktion, und  zwar  ohne  Rücksicht  auf  die  speziellen  Eigenschaften 
der  Größen  h^^  und  &,.^,.  Denn  in  h-j^^^  und  &,jt^,  tritt  übereinstimmend 
die  zweite  Ableitung  von  h^^  nach  m,  und  m,^  auf.  Die  Ausführung 
der  Differentiation  liefert 

^Ah  _     d'h,    _  ^  (  iiej  j      ,   Mgi   ^ 


m 


woraus 


V 

Tcm 
''kl\        ^  (k  m 
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V 

-2^(mr;vivir;i). 
-2'(r:>.w+r:iM 

'^  ,      (      l  Q  1  l    p    I     ,     >r»  /  f  ^ Z )    f  i'  wt I         ( Ä; ?>n   \vl\\ 

Q  V 

d.  h.  nach  S.  209  (10) 

folgt.  Hiernacli  sind  die  beiden  Größen  links  einander  äquivalent,  näm- 
lich inbezug  auf  die  höchsten  in  ihnen  vorkommenden  Ableitungen 
der  kartesischen  Koordinaten,  die  der  4.  Ordnung; 

Jede  der  Relationen  (4)  und  (5)  vertritt  vier  Gleichungen,  die  Äqui- 
valenz (8)  deren  drei,  sodaß  die  sechzehn  Größen  0,.^,^  sich  auf  fünf 
reduzieren,  als  welche  man 

^llllJ       ^1112'       ^1212»       ^22217       ^2222 

nehmen  kann.  Daß  sich  unter  diesen  keine  äquivalenten  mehr  finden, 
ist  leicht  zu  prüfen.    Denn  aus 


folgt 


b-,1  =  2j  JL  t; — « ,     bi^  =  2j  JL  ^ — p^—  ,     öqs)  —  ^  JL  ö — i 
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3„3,    -112      ^^^  du^dv'     221       ^^^  dudv"' 
(9) 

&S22  '^  -^^  ^^3  > 
(10)  ^    . 

»2221'^^^    9,7ä^»>     «>2222'^^^g^- 

Die  Gleichung  (7)  kann  etwas  anders  geschrieben  werden,  wenn 
die  Definitionsformel  für  [ipM], 

(11)  :so-,Ai^^^ -[^p^i] 

(S.  211  (17))  oder 

(12)  {JcQlm}^^a^JkXlm] 

benutzt  wird.    Es  ergibt  sich  nämlich 

d.  h.  unter  Anwendung  von  S.  221  (14) 

Die  drei  in  dieser  Formel  enthaltenen  Relationen  heißen 
?'im-&m2=  2  ^,,[1221] 

(15)  &i22i-&m2  =  (^22->?n)[1221] 

^2221-^2212=-         2  1^2,  [1221] 

oder  auch,  weil  nach  S.  224(12)  und  S.  194(13) 

(16)  1?l2=-5^,        '?22-^ll  =  -^,7-S       »?21  =  77^ 

ya  ya  ya 

und  nach  S.  212(26),  S.  211(20) 

(17)  [1221]  ^-aK 
ist, 

^1121-^112=  2  J^j/aCii 

(18)  6122,  -  &1212  =  2^1/a  c,2 


^2221  —  ^2212  =  2Ä^]/i 


a  Cc 


Beziehungen,  die  sich  ihrerseits  wieder  in 
(19)  ^•m-&/..2=2X|/ac., 

zusammenfassen  lassen. 
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§160. 
Fundamentalgrößen  vierter  Ordnung. 

Wie  für  m  =  3,  so  sollen  auch  hier  als  Fundamentalgrößen  die- 
jenigen bezeichnet  werden,  auf  die  man  kommt,  wenn  man  die  ver- 
schiedenen Differentiale  einander  gleich  setzt,  also  von  der  vierfach 
lineai'en  Form  $84  zu  einer  biquadratischen 

(1)  /3iiii(iw*  +  ß^ii^du^dv  +  ßi^i^du^dv^  +  ß^^^^dudv^ -{- ß^^^^dv^  ~  B^ 

übergeht.  Der  erste  und  letzte  Koeffizient,  ß^^^^  und  ß^^^<^,  werden  dann 
den  Größen  h-^nx  '^^^  ^2222  gleich,  ferner  ß^^^^  und  ß^^j^^  gleich  den 
Summen  der  je  vier  Koeffizienten  ^jj^^,  für  welche  drei  Indizes  den 
Wert  1  oder  2  haben,  und  /5j^2i2  gleich  dem  Aggregat  der  sechs  Größen, 
in  denen  zwei  Indizes  gleich  1,  die  beiden  anderen  gleich  2  sind.  Die 
Eigenschaften  (4)  und  (5)  liefern 

P1II2  ^  ^1112     1     ^^1121 

(2)  /3l212  =  3(&i212  +  ^22l) 
P2221  ^^  ^^2221     '     ♦^^2212? 

und  durch  die  Äquivalenzen  (8),  d.  h.  die  Relationen  (18),  tritt  eine 
weitere  Reduktion  der  vorkommenden  Größen  ^jj^z?«  ein.  Das  vollstän- 
dige Formelsystem  für  die  Koeffizienten  von  B^  lautet: 

Piui  ^^  '^1111 
An2  =  4feiii2  +  ^KYa  Cji  =  4&1121  —  2Z")/a  c^^ 

(3)  Ä212  =  6^212  +  ß-S^y«  C12  =  6&1221  —  ^KYa  ^2 

^21  =  4&2221  —  6-S:yäc22  =  46,212  +  2^]/«-  C22 
P2222  "^  '^2222- 

Bezeichnet  man  nun  die  Koeffizienten  von  B^  kürzer,  indem  man  zu- 
gleich in  gebräuchlicher  Weise  bestimmte  Binomialkoeffizienten  als 
Faktoren  einführt,  also 

(4)  B4  ^h^^dvb^  +  Ai'h^^dw'dv  -f  6622^**^^^^  +  ^\zdudv^  -f-  'b^^dv^ 
setzt,  so  erhält  man 


(5) 


^40          ^1111 

^31  ~"  ^1112  + 

—  KYa  c,,  =  &1121  -  y  -S^y«  <^u 

^22  ^^  ^1212  "T 

KYa  C12  =  61221  —      ^V^  ^12 

^13  =  ^2221 

y  Z}/«  C22  =  62212  +  Y  -s:]/«  C22 

604  =  62222- 
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,  Die    fünf   Größen    h^      (A  + /t  =  4)    sind    die    Fundamentalgrößen, 
vierter  Ordnung. 

In  den  Bezeichnungen  der  Fräelientheorie  haben  sie  folgende  Werte  i 

K  =  al  -  3  {PJ;  +  QJ;  )  +  I  K{EM  -  FL) 

=  ^-2{QJ,+  BJ,  )  -  (Pj;  +  Qj;  )  -^K(EM-  IL) 

K  =  |~  -  2  {QJ[  +  PJ; )  -  {PJ['  +  QJD  + 1 Ä-(i;^ -  ö^i) 

(6) 

=  11  -2{Qj;  +  pj; ) - {BJ,  +  sj,  )-\k{en-  gl) 

&13  =  1^  -  2  {Qj['  +  pj^')  -  (Bj;  +  5 j; )  + 1  ^(Fiv  -  GM} 

=  ^-3{Pj;  +  Sj;)-^KiFN-GM) 

K=^^-^{PJ['-\-sj;'). 

über  den  Gebrauch  dieser  Fundamentalgrößen  ist  Entsprechendem 
zu  sagen  wie  bei  der  3.  Ordnung  (S.  499). 

Allgemein  gilt  für  die  Fundamentalgrößen  m.  Ordnung  folgende^ 
Erklärung:  Es  sind,  nach  Abtrennung  der  Binomialkoeffizienten  der 
Zahl  m,  die  w  +  1  Koeffizienten  der  binären  Differentialform  B^,  die 
aus  der  w-fach  linearen  Christoffeischen  Kovariante  33^  der  Formen  B' 
und  A  durch  Gleichsetzung  der  verschiedenen  Differentiale  von  u  und 
von  V  hervorgeht.   Wird  also 


gesetzt,  so  sind 

die  Fundamentalgrößen. 

§161. 
Die  geometrischen  Differentiationen  im  schiefwinkligen  Kurvennetz. 
Transformationsformeln. 
In  früheren  Abschnitten  sind  die  geometrischen  Differentiationen, 
an  eine  einzige  Funktion  oder  lineare  Differentialform  geknüpft  wor- 
den, wobei  die  ersten  Differentialquotienten  einer  willkürlichen  Funk- 
tion durch   die  geometrischen  Ableitungen   längs   einer  Flächenkurve 
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und  ihrer  orthogonalen  Trajektorie  vertreten  wurden.  Den  geome- 
trischen Differentiationen  längs  den  Krümmungslinien  (§  118)  liegt 
zwar  eine  quadratische  Differentialform  zugrunde,  aber  die  Ortho- 
gonalität  der  geometrischen  Differentiationen,  wie  man  sagen  kann, 
bleibt  bestehen.  Man  kann  nicht  erwarten,  daß  die  orthogonalen  Diffe- 
rentiationen unter  allen  Umständen  das  zweckmäßigste  Hilfsmittel  der 
Untersuchung  bilden  werden.  Spielen  doch  z.  B.  auf  den  Flächen  nega- 
tiven Krümmungsmaßes  neben  den  Krümmungslinien  auch  die  Asym- 
ptotenkurven eine  ausgezeichnete  Rolle,  und  diese  Kurven  schneiden 
sich  nur  auf  d-^sn  Minimalflächen  überall  unter  rechten  Winkeln.  Es 
liegt  demnach  das  Bedürfnis  vor,  die  gewöhnlichen  Ableitungen  durch 
kovariante  Ausdrücke  zu  ersetzen,  die  auf  ein  schiefwinkliges  Kurven- 
netz gegründet  sind. 

Das  Kurvennetz  kann  durch  Nullsetzung  zweier  linearen  Differen- 
tialformen 

(1)  '  11  -T-      12 

definiert  werden,  und  im  Zusammenhange  mit  ihnen  seien  die  Opera- 
tionszeichen D^,  Dg  durch  die  Formeln 

AZ  =  -^  (        *^22  g-^  -   %1  -^j 


(2) 


A.  =  l(->^.||  +  ^.  ^^' 


11  dv, 
erklärt.   Die  Hinzufügung  des  Nenners 


(3) 


W,o 


dient  dabei,  wie  immer,  zunächst  nur  dazu,  die  homogenen  linearen 
Funktionen  der  partiellen  Ableitungen  in  absolute  Kovarianten  zu  ver- 
wandeln. Diese  Determinante  ist  die  einzige  Größe,  in  der  das  Formen- 
paar (^fij,  ^^  als  solches  vorkommt;  in  den  Zählern  hängt  D.^^%  nur 
von  S^lg?  Az  ^^^  "^0^  ^1  ^b.  Die  Kovarianz  findet  ihren  Ausdruck  in 
den  Gleichungen 

A3:  =  ^>  (-  K,  1^  +  n[,  ll)  ^D'ä. 

Wählt  man  die  neuen  Parameter  den  Bedingungen 

w'   =  0,         n'  =  0 
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gemäß,  so  erhält  man  also 

'■^        n,,   du 

Zu  geometrischen  Differentiationen  werden  freilich  die  Operationen 
D^,  Dg  erst  unter  Annahme  eines  bestimmten  Zusammenhanges  zwi- 
schen den  linearen  Formen  9^i,  SR^  einerseits  und  der  quadratischen 
Form  tKi^ds^  andererseits.  Bevor  aber  hierauf  eingegangen  wird,  möge 
die  Vertauschungsformel  (§  54)  allgemein  hergestellt  werden.  Bildet  man 

n  \      ''22    ^„  »»21    g^    ], 

ersetzt  B^x  und  D^X  durch  die  Ausdrücke  (2)  und  nach  Ausführung 
der  Differentiationen  umgekehrt  die  allein  stehenbleibenden  partiellen 
Ableitungen  1.  Ordnung  durch  ihre  aus  (2)  folgenden  Werte 

yf    =%2A%4-W22AZ, 

so  findet  man  unmittelbar 

(7)  A  Az  -  AA%  =  ^1  Az  -  f)2  Az, 

worin 

'^^  w  Vöw  du    } 

(8) 

ist.  Für  diese  Größen  einzeln  gilt  Entsprechendes  wie  bei  D^x  und 
D^X'-  ^^^  Formenpaar  (9^i,  9^2)  tritt  bloß  in  seiner  Determinante  n 
auf,  die  partiellen  Ableitungen  aber  beziehen  sich  nur  auf  die  Koeffi- 
zienten je  einer  Form.  Und  zwar  erscheinen  die  Integrabilitäts-Invari- 
anten  der  beiden  Formen,  durch  Division  mit  n  in  absolute  Invarianten 
verwandelt. 

Ferner  mögen  hier  sogleich  die  Übergangsformeln  zwischen  D- 
Operationen,  die  sich  auf  zwei  verschiedene  Formenpaare  gründen,  an- 
geschlossen werden.   Es  seien 

SUj  ^  r^^du  -f-  r^^dv 

^^r^^du  +  r^^dv 
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zwei  weitere  beliebige  lineare  Differentialformen.  Die  Gleichungen  (2) 
lassen  sich  in 

(9)  Ba=2vJ' 


zusammenfassen,  und  ihnen   entspricht  für  das  Formenpaar  (9?^,  ^^ 

(10)  A^-^^.|^- 

Diese  Gleichungssysteme  sind  mit 

(11)  ^-^2n,^Ba 

(12)  If^  =  ^wöa 

gleichbedeutend.   Die  Elimination  der  partiellen  Ableitungen  ergibt 
oder 

(14)  Da-2^D,x2r^^,\,. 

a  ji 

§  162. 

Die  geometrisch.en  Differentiationen  bei  der  Darstellung  der 

Grundkurven  durch  eine  quadratische  Gleichung. 

Ist  das  Kurvennetz  nicht  durch  zwei  lineare  Gleichungen  91^  =  0, 
9^2  =  0,  sondern  durch  eine  quadratische, 

(1)  A  =  l^i^du^-\-2li^dudv-\-l2^dv^  =  0, 

gegeben,  so  hat  man  S'lj  und  9^2  ^1^  Faktoren  von  A  zu  definieren  und 
dann  auf  die  Gleichungen  (2)  des  vorigen  Paragraphen  zurückzugreifen. 
Die  Anzahl  der  Bestimmungsgleichungen  wird  der  Anzahl  der  unbe- 
kannten Koeffizienten  gleich,  wenn  die  Gleichung 

(2)  X  +  ^^^i%-^^l  =  f^ 
zu 

(3)  0/91,9^2  ==A 

hinzugenommen  wird.  Denn  diese  beiden  Bestimmungen  liefern  sechs 
Gleichungen  für  ebensoviele  Unbekannte  w^^^,  n^^,  Wg^,  Wgg,  &  und  v.  Zu- 
gleich werden  durch  diesen  Ansatz  die  Operationen  D^,  Dg  zu  geome- 
trischen Differentiationen. 

Anstatt  nun  die  durch  (2)  und  (3)  vermittelten  Beziehungen  zwi- 
schen A  und  A,  9fi  und  9^2   ^^^  direktem  Wege  weiter  zu  verfolgen, 
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empfiehlt  es  sich,  aufs  neue  durch  die  simultane  Transformation  yon 
A  und  A  in  algebraische  Summen  von  Quadraten  hindurchzugehen.  Die 
yier  Koeffizienten  zweier  linearen  Differentialformen  SJJ^,  SOJg  und  die 
beiden  Größen  l^,  l^  mögen  demnach  den  sechs  in 

(4)  mi-\-  mi  =  A 

(5)  i,mi  +  i,mi  =  A 

enthaltenen  Bedingungen  genügen,  l^  und  l^  sind  Wurzeln  der  quadra- 
tischen Gleichung 

7yV  _  7  TT/  _  7 

=  0; 


(6) 

El-k„ 

Fl- 

'  ks 

Fl  —  ?i2, 

Crl- 

■  ^22 

durch  die  Annahme 

werde  eine  bestimmte  Folge  zwischen  äJl^  und  SIJlj  festgesetzt.  Die 
Werte  der  Koeffizienten  dieser  Formen  und,  damit  unmittelbar  zu- 
sammenhängend, die  positiven  Richtungen  der  aufeinander  senkrechten 
Kurven  Wl^  =  0,  9)J^  =  0  lassen  sich  dann  so  wählen,  daß  der  im  posi- 
tiven Sinne  von  der  ersten  zur  zweiten  Kurve  gerechnete  Winkel  gleich 

2  (nicht  —1  wird,  daß   also   die  beiden  Kurven  in  dieser  Folge  den 

Koordinatenlinien  v  =  const.,  u  =  const.  äquivalent  sind.  Dem  entspre- 
chend wird  m  =  m^^m,^^  —  m^^i^ii  >  0- 

Nunmehr  definiere  man  9^^  und  9^2  durch  die  Formeln 

m,  =  I  (]/  ^^^  3Wi  -  ]/  ^']^  ^.) 

rvj  1    I  T  /  'i  '«  nm        •      T  /  'i  '<> 


-\{V''E^^.+V'\ 


I 


so  wird  auch 

n  =  n^^n^^  —  n^^n^i  >  0, 

und  die  beiden  Kurven  c^,  c^,  auf  die  es  eigentlich  ankommt,  nämlich 
Sfl^  =  0,  9^1  =  0,  ebenfalls  den  Koordinatenlinien  v  =  const.,  u  =  const. 
äquivalent.   Aus  (4),  (5)  und  (7)  ergeben  sich  die  Gleichungen  (2),  (3) 
in  der  Form 
(8)  A  =  9^J  -2^f^^l%%  +  ^l 

(9)  A  =  -'^^^j%m,. 

Die  hierin   auftretenden  Koeffizienten  lassen  sich  leicht  zu   dem 
Winkel  a(<:i;)  des  Netzes  A  =  0  in  Beziehung  setzen.    Nach  (6)  ist 
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7    4-7—  ^^1  —^Fl^i  +  -E'?2i 
h  "T  '2  EG  —  F^ 

(10) 

^      ^  7    7     1^1 

Die  Vergleichung  mit  den  Formeln  S.  45(17,  18)  liefert,  wenn  a  statt 
w  geschrieben  wird, 

cos  a  =  e  y-^-T 

(11)  'Z^ 

sm  a  —     '^       ^     - 


'i  '» 


Die  Gleichung  (8)  gibt  also  lediglich  den  Ausdruck  eines  beliebigen 
Linienelements  auf  der  Fläche  wieder,  dargestellt  durch  die  Bogen- 
elemente  der  Kurven  c^  und  c^. 

Die  Richtungskosinus  dieser  Kurven  sind  unter  sich  und  mit  denen 
der  Normale  durch  die  Relationen 

(12)       -^^'  =  ^'        2^--^,        2x'  =  h 


=  cos  a 


verbunden.  Unterwirft  man  das  Formelsystem  den  Operationen  Dj  und 
Dg  und  löst  die  entstehenden  Gleichungen  nach  den  einzelnen  Ablei- 
tungen auf,  so  erhält  man  die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  für 
das  schiefwinklige  Kurvennetz.  In  die  Einzelheiten  der  Rechnung  soU 
nicht  noch  einmal  eingetreten  werden.  Da  von  vornherein  nur  invari- 
ante Operationen  ins  Spiel  kommen,  so  kann  man  sich  durch  Speziali- 
sierung der  Parameter  eine  ausreichende  Vorstellung  von  dem  Bildungs- 
gesetz der  Formeln  und  der  in  ihnen  auftretenden  geometrischen  Grö- 
ßen verschaffen. 

Im  Hinblick  auf  die  nachher  (S.  528)  wieder  anzuwendende  Ver- 
tauschungsformel  hat  man  dabei  zu  beachten,  daß  die  spezialisierten 
Werte  der  Größen  l^^  und  ^j, 

im  allgemeinen  Falle  nicht  die  Tangentialkrümmungen  g^,  Qj  der  Kur- 
ven Cj  und  Cg  darstellen,  daß  vielmehr  für  diese  Größen  die  für  u,  v 
statt  M,  V  aus  S.  139  (9)  hervorgehenden  Fonneln  gelten.  Nach  Ein- 
führung des  Winkels  a  findet  man 

,  oN  ^1  =  (9i  +  A  «)  cosec  a  +  (02  +  A  ^)  ctg  a 

\  =  (9i  +  A«)    ctg  a  -I-  (ös  +  A«)  cosec«. 
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Die  geometrischen  Ableitungen  D^a  (i  =  1,  2)  erscheinen  in  den 
allgemeinen  Frenetschen  Formeln  ebenfalls  nur  in  den  Verbindungen 
g^-f-öf«.  Außerdem  kommen  vor:  die  Norraalkrümmungen  n^,  Hg  und 
die  geodätischen  Windungen  t^,  tj.  Sie  hängen  mit  a  durch  die  Glei- 
chung 

(14)  ^Itj  cos  «  +  ti  sin  a  =  Ttg  cos  a  —  \^  sin  a 
oder 

(15)  '««-m 
zusammen. 

Die  Wichtigkeit  der  Tangentialnorraale  für  die  Theorie  der  Flä- 
chenkurven kennzeichnet  sich  hier  aufs  neue  durch  das  Auftreten  der 
Ausdrücke 

A-,  ctg  a  —  A^  cosec  a^  A' ,  ... 
(16) 

A^  ctg  a  —  A^  cosec  a  =  A",  .... 

Die  allgemeinen  Frenetschen  Formeln  selbst  werden,  wenn 
(17)  Hl  cos  a  -1-  tj  sin  a  =  iig  cos  a  —  t2  sin  «  =  m 

gesetzt  wird: 

(aO      ^  A^i==-9i^'+n,r 

AA  =  (9i  + A^)^"+"ix 
{\)  AA  =  (9i  +  A«)^"  +  mr 

AC2  =  (9i  +  A«)C"+m^ 

D^X  =-ni^i  +  ti^' 

(c,)  Ai'  =-niA  +  ti^' 

DjZ  =-ni(7i  +  ti(7' 

(«,)  AA  =  (92  +  A«)^'+mr 

ACi  =  (93  +  A«)<^'  +  ntz 

B^A^^-^^Ä'+w^X 
{\)  B,B,  =  -Q,B"-\-ri,Y 

B,C,^-Q,C"  +  n,Z 


(Ca) 


DaX 

= 

-"2^2 

-  t2^" 

D^r 

= 

-n,B, 

-  t^S" 

A^ 

= 

-  «2  <^8 

-taC". 
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•Sie  gehen  für  a  =  y  in  S.  55  (a,  b,  c)  und  S.  200—201  (a',  b',  c')  über. 

Endlich  folgen  aus  diesen  Systemen  in  bekannter  Weise  die  Fun- 
•damentalgleichungen 

,,,  A9i  + A92  +  AA«  +  ^2^2^^  -  (^i-2f)i^2Cosa  +  ^|)coseca 
(A) 

=  (itiUg  —  m^)  cosec  a 

A  1^1  ~  ctg«  Dg  ti  +  coseco:i)i  tg  — 2  ^2^2^0860  G;-f£)j(n2  —  ni)cosec^a  =  0 
■(B) 

D^  n^  +  ctg  cc  D^  tg — cosec  a  Dg  t^  +  2  ^^  t^  cosec  a  +  'ijzi^i  ~"  ^2)  cosec^cc = 0. 

In  der  ersten  von  ihnen  könnte  statt  D^D^a  +  %I>^(x.  symmetrischer 

geschrieben  werden.  Durch  Hinzunahme  spezieller  Voraussetzungen  über 
das  Kurvennetz  oder  die  Fläche  selbst  läßt  sich  eine  große  Anzahl  in- 
teressanter und  wichtiger  Sätze  aus  ihnen  ableiten. 


XII.  Abschnitt. 

Invarianten  und  Koyarianten  von  gegebener  Ordnung. 

§163. 
Über  Biegungs-Kovarianten  und  Invarianten  O.  und  1.  Ordnung. 

Unter  den  flächentheoretischen  Sätzen  ist  der  von  der  Bieguugs- 
invarianz  des  Gaußschen  Krümmungsmaßes  einer  der  wichtigsten.  Ihm 
treten  im  Gebiete  der  Biegungstheorie  andere  zur  Seite,  die  sich 
auf  Ko Varianten  beziehen;  die  geodätische  Krümmung  einer  Flächen- 
kurve war  eine  solche.  Es  ist  leicht,  aus  vorgelegten  Biegungs-Invari- 
anten und  Kovarianten  Größen  derselben  Art  in  jeder  gewünschten 
Anzahl  abzuleiten,  und  zwar  nach  verschiedenen  Methoden.  So  braucht 
man  z.  B.  nur  die  Operationen  A^  und  A^  in  beliebiger  Folge  und 
beliebig  oft  auf  die  gegebenen  Größen  anzuwenden.  Aber  ungleich 
wichtiger  ist  es,  die  Fülle  der  von  allen  Seiten  zuströmenden  Invari- 
anten und  Kovarianten  nach  natürlichen  Gesichtspunkten  zu  grup- 
pieren und  dann  aus  dem  Bestände  jeder  Gruppe  eine  Auswahl  zu 
treffen.  Daß  sich  diese  bei  verschiedenen  Untersuchungen  nicht  immer 
auf  dieselben  Größen  zu  richten  braucht,  versteht  sich  von  selbst. 

Die  ganze  analytische  Theorie  der  Biegung  gründet  sich  auf  die 
Transformationsgleichungen  einer  binären  quadratischen  Differential- 
form A,  die  in  der  Flächentheorie  das  Quadrat  des  Linienelements  be- 
deutet. Je  nachdem  man  ein  System  von  Funktionen  g)(u,  v),  ip(u^  v),  . . . 
gleichzeitig  mit  A  betrachtet  oder  nicht,  gelangt  man  zu  Biegungs- 
kovarianten  oder  Biegungsinvarianten,  Offenbar  wird  man  zweckmäßig 
die  Kovarianten  nach  der  höchsten  Ordnung  der  in  ihnen  vorkommen- 
den Differentialquotienten  der  Funktionen  (p,^,  .  .  .  einteilen,  die  In- 
varianten aber  nach  den  Ableitungen  von  E^  F,  G.  Für  eine  Biegungs- 
kovariante  einer  einzigen  Funktion  charakteristisch  ist  das  Bestehen 
einer  Gleichung 

f(E  F  G  ^^-  d^  d^   d\        \ 

ffw  TT'  r'  ^-'~         ^-  ^  ^-*^      \ 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  34 
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in  der  f  auf  beiden  Seiten  dieselbe  Funktion  bedeutet.  Kommen  Ab- 
leitungen von  (p  bis  zur  m.  Ordnung  vor,  so  soll  die  Biegungskovari- 
ante  selbst  als  von  der  m.  Ordnung  bezeichnet  werden.  Die  Ausdeh- 
nung dieser  Definition  auf  ein  System  mehrerer  Funktionen  liegt  auf 
der  Hand.  Treten  jedoch  Ableitungen  willkürlicher  Funktionen  gar- 
nicht  auf,  so  kennzeichnet  die  Gleichung  (1)  eine  Biegungsinvariante. 
Im  besonderen  enthält  das  Krümmungsmaß  K  außer  den  Fundamental- 
größen E,  F  und  G  auch  deren  sämtliche  partielle  Ableitungen  1.  Ord- 
nung und  eine  bestimmte  Verbindung  aus  Ableitungen  2.  Ordnung; 
es  ist  also  eine  Biegungsinvariante  2.  Ordnung.  A^K  würde  eine  Bie- 
gungsinvariante 3.  Ordnung  sein,  A^A^/f,  A{K,  A^K),  A^K  Biegungs- 
invarianten 4.  Ordnung,  und  so  fort. 

Die  Fragen  nun,  die  aufgeworfen  werden  müssen,  wenn  die  Über- 
sicht über  das  betrachtete  Gebiet  nicht  verloren  gehen  soll,  sind  fol- 
gende: Welches  ist  die  niedrigste  Ordnung,  für  die  Biegungs-Invarianten 
und  Kovarianten  existieren  können?  Wieviele  voneinander  unabhän- 
gige Größen  dieser  Art  gibt  es  für  jede  vorgeschriebene  Ordnung? 
Wie  kann  man  ein  vollständiges  System  unabhängiger  Größen  her- 
stellen? 

Diese  Fragen  sollen,  soweit  sie  Kovarianten  betreffen,  hier  nur 
für  eine  einzige  Funktion  beantwortet  werden.  Die  Verallgemeinerung 
auf  ein  Funktionensystem  bietet  keine  Schwierigkeit.  Auch  sollen 
unter  den  Biegungko Varianten  diejenigen,  die  nur  von  dem  Verhältnis 

ö-^  :  ^  abhängen,  nicht  besonders  ausgezeichnet  werden. 

Beginnt  man  nun,  wie  angegeben,  die  planmäßige  Untersuchung 
mit  den  Transformationsgleichungen 

\8u  /       '  du  du     '         \duj 

{^)  .^  -  ^  ^  g—  -t-    ^   yj^  ^^    '^  du   dv  )  '^  ^  du  dv 

G  =  E'(^/-Y  +2F'^/-p^+G'(p^Y 
\dv  /  dv   dv  \dv  ) 

oder 

so  erkennt  man  bald,  daß  die  gesonderte  Behandlung  der  Invarianten 
sich  nicht  empfiehlt.  Man  wird  vielmehr,  wenigstens  bis  zu  einer  be- 
stimmten Ordnung  hin,  zusammen  mit  (3)  auch  die  Gleichung 

(4)  9pK;«*2)==^K,  M^) 

und  deren  Derivierte  im  Auge  behalten. 
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Offenbar  ist  es  nickt  möglich,  die  vier  partiellen  Ableitungen 
TT^,  ^,  ^ ,  TT^  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  zu  eliminieren.  Es  gibt 

also  keine  Biegungsinvariante  0.  Ordnung. 

Die  Hinzunahme  der  Gleichung  (4)  führt  nicht  weiter.  Es  gibt 
also  auch  keine  Biegungskovariante  der  Ordnung  Null. 

Ohne  über  Differentialquotienten  1.  Ordnung  hinauszugehen,  kann 
man  zu  den  beiden  ersten  Derivierten  der  Gleichung  (4) 

fortschreiten.  Die  vier  oben  genannten  Ableitungen  lassen  sich  dann 
aus  den  fünf  Gleichungen  (3,  5)  entfernen.  Dabei  ergibt  sich  das 
Resultat  in  sehr  übersichtlicher  Form,  wenn  zunächst  aus  (5)  die 
drei  Beziehungen 

(Q\  8^d^  ^  y  ^Z  ^1^  ^  ^'' 

^  ^  dtii  duj^      ^J  du'-^  du'^^  du.  du^ 

gebildet  werden.  Es  sind  die  Transformationsgleichungen  für  die  qua- 
dratische Differentialform 


/  J    /ill,.   /TU..  t  K  r 


^  dUi  0 


Lk 


Die  Zusammenstellung  mit  (3)  liefert  die  Invarianz  —  im  algebraischen 
Sinne  — 

i,k  i         K         )^  ^j  A         n 

deren  beide  Seiten  von  dem  hier  eingenommenen  Standpunkt  aus  als 
verschiedene  Ausdrücke  einer  Biegungskovariante  bezeichnet  werden 
müssen.  Ein  beim  Zurückgehen  von  (6)  zu  (5)  theoretisch  auftretendes 
Vorzeichen  ist  für  die  Kovariante  ohne  Bedeutung.  Von  der  zweiten 
algebraischen  simultanen  Invariante  des  Formenpaares  (A,  dtp^)  ist  nicht 
die  Rede,  weil  sie  identisch  verschwindet  (S.  163). 

Hiernach  gibt  es  eine  Biegungskovariante  1.  Ordnung,  die  keine 
Ableitungen  der  Größen  a.,^  enthält,  nämlich 


i 


i,k  t         * 


ft 


Die  ersten  Ableitungen  der  Formenkoeffizienteu  treten  auf,  wenn 
die  Transformationsgleichungen  (3)  nach  den  Variabein  m,  differentiiert 
werden.    So  entstehen  2  . 3  Relationen 

34* 
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^^«^  ^  ^«J<  ^K_ 

^^  du',    du,,  du,   du,  ' 

d'u'^ 

die  ebensoviele  Differentialquotienten  ^ — -^ —  enthalten.   Daß  sich  diese 

nicht  eliminieren  lassen,  erkennt  man  am  deutlichsten  aus  der  Mög- 
lichkeit,  die  Gleichungen  nach  den  einzelnen  Ableitungen  aufzulösen. 
Die  Operation  ist  im  §  46  ausgeführt  worden  und  hat  die  Christoffel- 
schen  Formeln 

v^^         a«  a„     ^\v  idu~~    ^\h\  du,  du,         ^^^  ^' ''  ~  -^'  ^f 

(S.  168(23))  geliefert. 

Da  man  keine  Relation  zwischen  den  Größen  a.,,  a',  und  ihren 
ersten  Ableitungen  herstellen  kann,  so  gibt  es  keine  Biegungsinvariante 
1.  Ordnung. 

§  164. 
Die  Biegungsinvariante  zweiter  Ordnung.    Biemannsche  Kovarianz. 

Anders  verhält  es  sich  für  die  nächste  Ordnung,  bei  der  die  An- 
zahl der  abgeleiteten  Gleichungen  die  der  hinzutretenden  Differential- 
quotienten um  eine  Einheit  übertrifft.  Denn  aus  den  Transformations- 
gleichungen entstehen  3  .  3  Derivierte  zweiter  Ordnung,  während  2 . 4 
Ableitungen  dritter  Ordnung  der  Größen  u-^  vorhanden  sind.  Wenn 
diese  also  bei  der  Elimination  nicht  etwa  gruppenweise  wegfallen,  so 
ergibt  sich  eine  neue  Gleichung,  die  sich  nach  Entfernung  der 
zweiten  Ableitungen  mittels  der  Christoffeischen  Formeln  als  eine 
Relation  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der 
Größen  «,.j  und  d^  und  den  ersten  Ableitungen  der  Yariabeln  iiy  dar- 
stellt. Diese  Relation  ist  dann  mit  den  bereits  vorliegenden  behufs 
Elimination  der  letztgenannten  Größen  zusammenzunehmen. 

Die  Elimination  selbst  ist  im  §  57  implizite  bereits  angestellt 
worden.  Während  es  sich  aber  dort  darum  handelte,  eine  bestimmte 
Verbindung  aus  Biegungsko Varianten,  die  sich  als  Invariante  er- 
wiesen hatte,  durch  die  Formenkoeffizienten  allein  auszudrücken,  ist 
hier  von  Biegungskovarianten  garnicht  die  Rede.  Behufs  genauer 
Einsicht  in  den  Eliminationsprozeß  muß  also  die  Rechnung  anders 
geführt  werden.  Dabei  wird  man  die  abgeleiteten  Gleichungen  erster 
Ordnung  aus  einem  auf  S.  165  angegebenen  Grunde  so  schreiben,  wie 
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es    sich    schon   für    die   Herleitung  der   Christoffeischen  Formeln  als 
nützlich  herausgestellt  hat,  nämlich 

'^  ^    du,        jLJ    ^/<  ^m.  ouJdur^ j^    ^f'  du,  du,du,'^i^  du'     du.  du.  du, 

(a.  a.  0.  (11)). 

Differentiiert  man  nach  w„j  und  faßt  das  Bildungsgesetz  des  ent- 
stehenden Ausdrucks  inbezug  auf  die  Ableitungen  dritter  Ordnung  ins 
Auge,  so  übersieht  man  sogleich,  daß  das  vollständige  Resultat  der  Eli- 
mination dieser  Größen,  auch  für  w  >  2,  durch  Bildung  von 


du.du,,-^ 

du-  dui 

du^  du,^ 

2^«.. 

du^  dUf. 

erlangt  wird.  Hierbei  treten  Glieder  von  verschiedener  Gestalt  auf, 
und  zwar  zuerst  solche,  die  in  den  zweiten  Differentialquotienten  der 
Variablen  u^  von  der  zweiten  Dimension  sind: 

jLj    ''•<«  \  du^  du^   du^  du^^        du^  du^  ou^^  ^i*m/ 

X,  /.i 

Ersetzt  man  die  Ableitungen  durch  ihre  Werte  aus  den  Christoffeischen 
Formeln,  so  erhält  man  hieraus  mehrere  verschiedene  Gruppen  von 
Ausdrücken,  nämlich 

9  "V    '     ({ili\\l'm\        \i  l\{lc  m\\^'»'x  ^^ 

X,fi,a,t 

nach  Benutzung  der  Transformationsgleichungen;  sodann 

9  V^'     (\^  (^l'iv  Q\'_n  v\'\ii,Q\'\   du\    du\^    du'^    du'^ 

^    "^  \\  6  W  X  \     \  6  \\  X  \ )  du.  du^  du^  du^ 

^  2  V «'  ( P  "TP  »T-  p  nT"  'T)  I-  P- 1-  P 

^Lj     '''^  \  L  ff  J  L  t  J        X.  6  AL  X  A  j  du.    du,^    dui    du^ 

a,  t,  X,  fi,  V,  () 

bei  Anwendung  der  Beziehungen  S.  167(22)  oder  S.  168(24),  die  in 
gleicher  Weise  für  die  transformierten  Größen  gelten. 

Eine  dritte  Gruppe  enthält  die  Christoffeischen  Verbindungen  so- 
wohl aus  den  Größen  a.,  wie  aus  den  transformierten  a'  zusammen- 
gesetzt.  Sie  hebt  sich  aber  gegen  ein  anderes  Aggregat,  das  aus  den 
in  den  zweiten  Ableitungen  linearen  Gliedern 
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du'^   du[,     d^u')  du'^^   du\.      d^u\ 


) 


heryorgeht.    Diese  enthalten  außerdem  noch  ein  Aggregat: 

m  *2<.([VI[7]-[?]'[7j)^f-S55- 

a,  t,  X,  jii,  V,  p 

Endlich  können  die  Glieder,  in  denen  die  zweiten  Ableituncren  der 
Größen  u^  garnicht  vorkommen,  in  die  Summe 

(IV)        V  (  ^'"'^^    +  -^^- -  ~— -^ ^'<e   \  ^"1^%  g<g^g 

^      ^       ^J  \^"/(^"p        5w^  ?«*y        dn'^du'         du\du'  J  du.  duj^  ^"/^«*m 

zusammengezogen  werden.  Nachdem  man  noch  (II)  gegen  einen  Teil 
von  (III)  gehoben  hat,  läßt  sich  die  durch  Elimination  der  zweiten 
und  dritten  Ableitungen  entstehende  Gleichung  in  die  Form 

/ON  /•      7  7N        >v^/,  V    ^"^^    ^'^'^^    ^""'v    ^"p 

(2)  (imTil)=  y  (Xqilv)  -^ ^ -o — -^ 

^  '  ^  ■'      jLj^   ^^    j    2iu^    dn^    dui    du^ 

2.,  fi,  V,  Q 

setzen,  wo 

(3)  (imJcl)  =  —  f-^*^  +   ^'''^"'  _  ^i^  _  ^''^""  ) 

^  -^  ^  ''2  Kduj^du^'     du^du^        S''*id%^        du^du/^j 

+^«..({Vir;i-r;i(""i) 

ist  und  (A(),av)'  für  die  transformierten  Größen  die  entsprechende  Be- 
deutung hat.  Das  durch  (2)  vertretene  Gleichungssystem  charakterisiert 
die  Kovarianz 

(4)  ^(im'kl)du.du^hUfdu^  =  ^{Kq iiv)' du\du\'bu^du  , 

i,k,l,m  '/.,i.(,r,o 

die  nach  Riemann  bezeichnet  wird. 

Für  die  hier  aUein  interessierende  Annahme  w  =  2  lassen  sich 
die  Koeffizienten  der  Riemannschen  Kovariante  auf  eine  einzige  Größe, 
etwa  (1212),  zurückführen.  Dies  folgt  leicht  aus  dem  Zusammenhange 
der  Größen  (imJcl)  mit  den  im  §57  eingeführten  [imkl],  der  durch 
die  Gleichungen  S.  212(22),  S.  209(10)  und  S.  211(17)  vermittelt  wird, 

(5)  2(imld)  =  [Ihmi]  +  [ilhm]  +  [Zm^*]. 
Das  System  (2)  reduziert  sich  auf  die  eine  Gleichung 

(6)  (1212)  =  (1212)' (1^1^ -1^1^)', 
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und  die  Elimination  der  Ableitungen  kann  mit  Hilfe  der  aus  den  Trans- 
formationsgleichungen  folgenden  Relation 

vollendet   werden.    An    die   Stelle    der  Riemannschen   Kovarianz   tritt 
dann  die  Invarianz 

(S)  (1212)  _  (1212/ 

Daß  es  die  Gaußsche  Invarianz  ist,  sieht  man  aus  der  Relation 

(9)  (1212)  =  [1212], 

die  aus  (5)  in  Verbindung  mit  S.  211(20)  und  S.  212(24)  folgt  und 
nach  S.  212(26) 

(10)  ^  =  ^. 
liefert. 

Es  gibt  also  eine  Biegungsinvariante  zweiter  Ordnung;  sie  hat 
in  der  Fläch entheorie  die  Bedeutung  des  Krümmungsmaßes. 

Die  zweiten  Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  sind  in  K^  nur 
in  der  Verbindung 

a*a^j       1  a««ii      1  a«aj,  ^ 


du^du^        2    du\  2    du\ 

enthalten.  Man  könnte  die  zu  der  Invarianz  (8)  führende  Elimination 
etwas  einfacher  anstellen,  wenn  man  sein  Augenmerk  von  vornherein 
auf  diese  Verbindung  richtete.  Aber  die  eigentliche  Natur  des  Elimi- 
nationsresultats  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  die  Zahl  n  nicht  von 
Anfang  an  spezialisiert  wird. 

Die  Rechnung  wird  auch  dann  etwas  einfacher,  wenn  man  bei 
der  neuen  Differentiation  von  den  Christoffeischen  Formeln  anstatt 
von  den  Gleichungen  (1)  ausgeht.  Doch  ist  dann  eine  Erörterung 
darüber  nötig,  wie  viele  der  hierbei  entstehenden  Relationen  vonein- 
ander unabhängig  sind,  und  außerdem  erscheint  das  Ergebnis  der  Eli- 
mination der  zweiten  und  dritten  Ableitungen  nicht  sofort  in  der  über- 
sichtlichen Gestalt  (2). 

§  165. 
Die  Biegungsinvariante  dritter  Ordnung. 

Nachdem  die  Gaußsche  Invarianz  K„  =  K„,  oder 

a  a' 

(1)  K==K' 

einmal  bewiesen  ist,  kann  man  leicht  überblicken,  in  welche  Form  sich 
beim  Fortgange  zu   den  dritten  Derivierten  der  Transformationsglei- 
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chungen  das  Resultat  der  Elimination  der  Ableitungen  zweiter  bis 
vierter  Ordnung  setzen  läßt.  Unter  Ableitungen  ohne  weiteren  Zusatz 
sollen  dabei  auch  fernerhin  die  Differentialquotienten  der  Größen  u\  nach 
den  ursprünglichen  Veränderlichen  u^  verstanden  werden. 

Die  Anzahl  der  Derivierten  dritter  Ordnung  ist  gleich  3  .  4,  die 
der  neu  hinzukommenden  Ableitungen  vierter  Ordnung  gleich  2  .  5. 
Demnach  werden  zwei  Resultanten  existieren,  aus  denen  noch  die  zwei- 
ten und  die  unter  der  Bedingung  (1)  ebenfalls  eindeutig  bestimm- 
ten dritten  Ableitungen  zu  entfernen  sind.  Setzt  man  nun  in  den 
dritten  Derivierten  der  Transformationsgleichungen  die  Glieder  mit  den 
höchsten  Ableitungen  der  Variablen  an,  so  bemerkt  man  sofort,  daß 
man  zur  Elimination  dieser  Ableitungen  die  Verbindungen 

^"«12  1     S^ötu  1    c^a^i 

du\du^        2  du-^dul        2    oul    ' 

cuidti^        2      dul  2  duldu^ 

bilden  muß.  Ihre  Form  lehrt  zugleich,  daß  die  beiden  so  entstehenden 
Resultanten  voneinander  unabhängig  sind.  Die  Ausdrücke  selbst  stim- 
men mit  den  Ableitungen  ~J^~  und  -^-  überein,  die  auch  auftreten, 
wenn  man  (1)  nach  u^  und  u^  differentiiert,  also 

(2)  'r-y^^P  ('-1.2) 

l 
bildet.  Da  nun  endlich  diese  Gleichungen  auch  aus  den  Transforma- 
tionsgleichungen S.  530  (3)  durch  fortgesetzte  Differentiationen  hervor- 
gegangen sind,  zweite  und  dritte  Ableitungen  aber  nicht  enthalten,  so 
müssen  sie  mit  dem  Resultat  der  Elimination  aller  Ableitungen  der 
Größen  Uy,  bis  auf  die  der  ersten  Ordnung,  aus  dem  Gesamtsystem  der 
bis  jetzt  betrachteten  Derivierten  äquivalent  sein.  Die  vier  ersten  Diffe- 
rentialquotientea  sind  schließlich  aus  den  beiden  Gleichungen  (2)  und 
den  drei  Transformationsgleichungen  zu  eliminieren.  Und  da  die  For- 
meln S.  531  (5)  für  (f  =  K,  '^  =  K'  in  die  obigen  (2)  übergehen,  so 
ergibt  sich  aus  dem  dort  Bemerkten,  daß  sich  das  Eliminationsresultat 
in  die  invariante  Form 

^^    »■*  du^  d'Uj,      ^    ^-/"  du\    du' 

i,  k  1,  fl 

oder 

(3)  AIK^AIJC 

setzen  läßt.  D.  h.  es  existiert  eine  Biegungsinvariante  dritter  Ordnung, 
der  Differentialparameter  erster  Ordnung  der  Gaußschen  Invariante. 
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Bis  jetzt  ist  also  Folgendes  festgestellt:  Aus  den  drei  Transfor- 
mationsgleichungen  und  ihren  6  +  9  +  12  Derivierten  erster,  zweiter 
und  dritter  Ordnung,  zusammen  30  Gleichungen,  die  4  +  6  -f  8  +  10  =  28 
Ableitungen  der  Größen  u^  enthalten,  ergeben  sich  durch  deren  Eli- 
mination so  viele  Resultanten  wie  theoretisch  zu  erwarten  sind,  näm- 
lich zwei.  Es  sind  die  Gleichungen  (1)  und  (3).  Eine  von  ihnen,  die 
erste,  entsteht  schon  durch  Wegschaffung  der  Ableitungen  erster  bis 
dritter  Ordnung  aus  den  Transformationsgleichungen  und  ihren  ersten 
und  zweiten  Derivierten,  obgleich  die  Anzahl  der  Ableitungen  und  die 
der  Gleichungen  übereinstimmend  gleich  18  ist.  Daß  trotzdem,  wenn 
man  einen  Schritt  weiter  geht,  nicht  12  —  10  =  2  neue  Resultanten 
hinzukommen  können,  sondern  nur  eine,  wird  noch  deutlicher,  wenn 
man  zuerst  das  System  der  27  Derivierten  für  sich  betrachtet  und  aus 
ihm  die  24  Differentialquotienten  zweiter,  dritter  und  vierter  Ordnung 
eliminiert.  Von  den  drei  Resultanten,  die  dann  noch  die  ersten  Diffe- 
rentialquotienten enthalten,  ist  eine  mit  S.  534(6)  identisch,  während 
die  zwei  anderen  mit  den  obigen  Gleichungen  (2)  übereinkommen. 
Daß  dann  die  erstgenannte  mit  den  Transformationsgleichungen  allein, 
ohne  Hinzuziehung  von  (2),  eine  Resultante  liefert,  rührt  daher,  daß 

W  ('it       '}J     ) 

in  ihr  die  Ableitungen  nur  in  der  Verbindung  „;  ^'    ":   auftreten,  für 

die  auch  aus  den  Transformationsgleichungen  eine  im  übrigen  nur  die 
Größen  a.j^  und  a^  ^  enthaltende  Formel,  nämlich  S.  535  (7),  hergestellt 
werden  kann. 

§  166. 

Die  zweite  Biegungsko Variante  erster  Ordnung. 

Biegungskovarianten  zweiter  Ordnung. 

Um  nun  zu  den  Biegungsko  Varianten  zurückzukehren,  ohne  zu- 
nächst über  die  erste  Ordnung  hinauszugehen,  muß  man  die  Glei- 
chungen S.  531  (5) 

(1)  i''--y'ß-,-~' 

mit  denen  zusammenstellen,  die  nach  Elimination  der  höheren  Ablei- 
tungen  die  Größen  ^  noch  enthalten.  Nach  Ausscheidung  der  Re- 
lation S.  534  (6),  die  auf  die  Invarianz  K=K'  geführt  hat,  sind  dies 
die  Transformationsgleichungen  und  die  ersten  Derivierten  jener  In- 
varianz, 


(2)  ^  =Xf^ 


du.. 
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(S.  536  (2)).    Im  ganzen  hat  man  sieben  Relationen  mit  vier  zu  eli- 
minierenden Ableitungen.    Zwei  der  drei  Resultanten  sind  bereits  auf- 


gestellt  worden,  nämlich 

(3) 

K^  =  K'^ 

(S.  531  (7))  und 

(4) 

a                    a 

(S.  536  (3)).  Was  noch  fehlt,  ergibt  sich  in  der  brauchbarsten  Gestalt 
mittels  der  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Formeln 

d(f  dK       "^^9    dK'  du\  du' 
du.-  du,       ^^  du\  du'    du-  du, 

(vgl.  S.  531).  Man  bilde  nämlich  eine  der  beiden  absoluten  simultanen 
Invarianten  des  Formenpaares  (JK,  dcp  dK), 

2^i^  IS-  I?  ^  ^«(A,  d^  dK)  ^  AS%  K), 

i,  k  »      * 

deren  charakteristische  Gleichung 

(5)  A,(9.,i:)  =  A,<^,^') 

hier  als  Biegungskovarianz  aufzufassen  ist.  Die  zweite  simultane  In- 
variante steht  in  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  Funktional- 
determinante von  cp  und  K,  deren  Kovarianz  natürlich  auch  aus  (1) 
und  (2)  selbst  ohne  weiteres  abgelesen  werden  kann.  Freilich  kann 
die  Gleichung 

(6)  D^{<p,K)=^D^X%K') 

nichts  Neues  liefern,  und  in  der  Tat  enthält  das  System  (3,4,5,6) 
wegen  der  Identität 

(7)  D^icp,  Kf^  Alrp.AlK-Aj<p,K)^ 

nur  drei  unabhängige  Relationen. 

Der  Zwischenparameter  der  willkürlichen  Funktion  q)  und  der 
speziellen  Funktion  K  gewinnt  hier  eine  besondere  Bedeutung.  Er  er- 
scheint als  Biegungskovariante  erster  Ordnung  von  9?,  deren  Koeffi- 
zienten Ableitungen  der  Fundamentalgrößen  a-^.  bis  zur  dritten  Ord- 
nung hin  enthalten. 

Da  übrigens  die  DiflFerentialquotienten  von  (p  in  A^(g),  K)  und 
D^iSPy  ^)  linear  vorkommen,  in  A^q)  dagegen  in  der  zweiten  Dimen- 
sion, so  ist  es  zweckmäßige!-,  gleichzeitig  mit  (5)  auch  die  Kovarianz 
(6)  beizubehalten  und  dafür  die  zuerst  gefundene  (3)  wegzulassen,  an- 
statt zu  ihr  eine  der  beiden  neuen  Gleichungen  hinzuzunehmen. 
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Nachdem  die  Kovarianzen  (5)  und  (6)  gefunden  sind,  kann  man 
aicli  mit  Vorteil  der  Operationszeichen  D^  und  A^  zur  Herstellung 
höherer  Biegungskovarianten  bedienen.  So  lassen  sich  schon  für  die 
Ordnung  m  =  2  die  Größen 

'   D,(A>,  K)  und  AJA>,  K) 

als  Biegungkovarianten  ansetzen.  Da  aber  nach  dem  für  m==l  gefun- 
denen Ergebnis  zu  erwarten  ist,  daß  die  Anzahl  unabhängiger  Biegungs- 
kovarianten  einer  beliebigen  Ordnung  mit  der  Anzahl  der  partiellen  Ab- 
leitungen von  gp  für  dieselbe  Ordnung  übereinstimmt,  so  ist  zu  diesen 
beiden  Größen  noch  eine  dritte  hinzuzunehmen.  Es  sei  der  Diflferen- 
tialparameter  zweiter  Ordnung  A^qp,  der  hier  als  simultane  Invariante 
der  Form  A  und  ihrer  ChristoflPelschen  Kovariante  O^  erscheint, 

i,k 

(S.  320  (14,  15)).  Zu  untersuchen  ist,  ob  die  drei  betrachteten  Kovari- 
anten  inbezug  auf  die  drei  Differentialquotienten 

d^cp  g*qp  d\ 

voneinander  unabhängig  sind.    Wegen  der  durch  die  Formeln 

vermittelten  eindeutigen  Beziehung  zwischen  diesen  Ableitungen  und 
den  Koeffizienten  von  0^  kann  man  statt  dessen  auch  das  Verhalten 
der  Biegungskovarianten  hinsichtlich  dieser  drei  Größen  prüfen.  Nun 
erhält  man,  wenn  man  die  Bezeichnungen  S.  132  (9,  10)  sowohl  für  cp 
selbst  wie  auch  für  K  benutzt, 

(9)  BSK^,K)  = 

(10)  a„(a>,ä:)  = 


(11)  ^IfP  =  «U  ^Pll  +  2  «12  qPi2  +  «22  9^22  • 

Die  Determinante  dieser  drei   in  cp^i,  (p^^y  ^22  homogenen  Ausdrücke 
hat  den  Wert 
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a? 
ist  also  von  Null  verschieden. 

Mit  der  Einführung  der  Operationen  D^  und  A^  ist  der  Weg  der 
Resultantenbildung  verlassen  worden.  Und  man  sieht  auf  den  ersten 
Blick,  daß  bei  der  Weiterverfolgung  dieses  Weges  sich  die  drei  eben 
besprochenen  Biegungskovarianten  nicht  als  die  einfachsten  ihrer  Ord- 
nung herausstellen  würden.  Um  nämlich  Kovarianten  zweiter  Ordnung 
zu  bilden,  braucht  man  zu  den  schon  vorhandenen  Gleichungen  nur 
folgende  drei  hinzuzunehmen: 

^     ^  du-du,^     "^  du\  du.dUf.       -^  dti')du[^  du-  cu^'' 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  wieder  die  Kovarianz  der 
Christoffeischen  Differentialform  als  bereits  erwiesen  gilt:  die  Trans- 
formationsgleichungen für  die  Koeffizienten  dieser  Form.  Dann  kann 
man  die  Elimination  der  ersten  Ableitungen  auf  verschiedene  Weisen 
so  ausführen,  daß  Ableitungen  dritter  Ordnung  der  Fundamentalgrößen^ 
wie  sie  in  (9)  und  (10)  vorkommen,  nicht  aufzutreten  brauchen,  son- 
dern, wie  in  (11),  nur  solche  erster  Ordnung.  Ohne  den  Einzelheiten 
nachzugehen,  entnehmen  wir  dem  Früheren  zwei  bestimmte  Ausdrücke,, 
die  bereits  als  Biegungskovarianten  nachgewiesen  sind,  nämlich  die 
Tangentialkrümnmug  der  Kurve  cp{u,  v)  =  const.  und  die  ihrer  orthogo- 
nalen  Trajektorie.    Es  war  (S.  137  (26)) 

(13)  5'v  =  -  T^F^     (qPi^ll  +  2(pl(P29^X2  +  <PI  9^22)- 

Dieser  Formel  entspricht  nach  S.  189  (10)  und  infolge  des  Zusammen- 
hanges der  Ausdrücke  S.  176  (9, 10)  mit  den  oben  zitierten  S.  132  (9, 10): 

(14)  ^;  =  -==  ifPi(p[(Pn  +  ((Pi<p2  +  9^2^1)^12+  W^^n)' 

Auf  einen  Übergang  zu  einfacheren,  für  den  vorliegenden  Zweck  aus- 
reichende Aggregaten  soll  wegen  der  wichtigen  geometrischen  Bedeu- 
tung von  Qfp  und  g',p  selbst  verzichtet  werden.  Stellt  man  jetzt  die 
beiden  neuen  Größen  mit  dem  Differentialparameter  zweiter  Ordnung 
zusammen,    so    findet  man  als  Wert    der  Determinante    inbezug   auf 

9ll>    9^12?    ^22'' 


a^Alcp 


Hiernach   bilden  ^y,  ^^  und  A^q)  ebenfalls    ein  System  unabhängiger 
Biegungskovarianten  zweiter  Ordnung. 
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§  167. 
Biegungs-Kovarianten  und  Invarianten  m.  Ordnung. 

Angenommen  nun,  es  gebe,  wie  für  m  —  1=2  bewiesen  ist,  für 
die  m  —  1.  Ordnung  m  voneinander  unabhängige  Biegungsko Varianten 
der  Funktion  (p,  die  in  den  m  Ableitungen 


,in  —  1  '^  ' 


=  ^(m-2,l)^ 


^ 


(0,  m-1) 


linear  sind.    Sie  mögen  mit  jF\,  ...  F^  bezeichnet  werden,  und  es  sei 

?^^,^(— 1,0)  _,.  l^^^^{rn-^A)  +   .  .  .   +  Z„„,9(0.— 1) 

der  Teil  von  i^^,,  der  die  höchsten  Ableitungen  enthält.  Die  Unab- 
hängigkeit der  Funktionen  F^,  immer  hinsichtlich  der  höchsten  Ab- 
leitungen, findet  darin  ihren  Ausdruck,  daß  die  Funktionaldeterminante 
von  F^,  ...  F^  inbezug  auf  diese  Ableitungen,  also  die  Determinante 

I  \k  I  =  ^j  («,  Ä;  =  1,  .  .  .  m) 

nicht  NuU  ist.  Man  kann  dann  ohne  Schwierigkeit  und  auf  verschie- 
denen Wegen  beweisen,  daß  für  die  m.  Ordnung  w  +  1  unabhängige 
Bieo-unffskovarianten  existieren  müssen. 

Wird  in  DJ^^>,  K)  und  A^(g?,  K)  die  Funktion  gp  durch  irgend 
eine  der  Biegungskovarianten  m  —  1.  Ordnung  ersetzt,  so  entstehen 
neue  Kovarianten,  und  zwar  von  der  m.  Ordnung.  Man  substituiere 
nun  sämtliche  Grrößen  F.  der  Reihe  nach  etwa  in  D^(q),  K)  und  nehme 
für  eine  von  ihnen,  F^,  den  Ausdruck  A^(qp,  K)  hinzu.  Es  sei,  nur 
zur  Abkürzung  und  ohne  Rücksicht  auf  frühere  Bezeichnungen, 

Danil  ergibt  sich  für  die  Funktionaldeterminante  von 
\{F„K),    D,{F„K\...D^{F^,K) 
inbezug  auf  die  Ableitungen 


der  Wert 


^Un,0)^ 


9' 


(m-1,1) 


^ 


(0,  m) 


alxi,  a'h^  -j-  ß'ln, c^'hm-\-  ß'k,m-i,  ß'hi 

Ccln   ,     Dclu    -f  ßln  , Ccllm   +  ßll,,n-l,     ßhn 
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oder  ausgerechnet 

Von  den  drei  Faktoren  ist  der  erste,  aß'—ßa,  gleich  -—A]^K,  also 

ya 

nicht  Null.  Der  zweite,  l,  ist  der  Annahme  nach  von  Null  verschieden. 
Der  dritte  kann  sicher  nicht  für  jedes  A  aus  der  Reihe  1,2, ...  m 
verschwinden,  weil  sonst  die  Determinante  der  m  in  den  tu  Potenzen 
und  Potenzprodukten  ß"'~^,  —  ß"'~^a,  /3"'~^a^,  .  .  .  homogenen  linearen. 
Funktionen  gleich  Null  sein  müßte.  Diese  Determinante  hat  aber  den 
Wert  l. 

Hiernach  übertrifft  auch  für  eine  beliebige  Ordnung  m  die  An- 
zahl der  Biegungskovarianten  die  Zahl  m  um  eine  Einheit. 

Nun  handelt  es  sich  endlich  noch  um  die  Anzahl  der  Biegungs- 
invarianten für  eine  beliebige  Ordnung. 

Setzt  man  in  D^{(p,  K)  und  A^(9,  K) 

ein  und  nimmt  A^K  hinzu,  so  bekommt  man  drei  Biegungsinvarianten 
vierter  Ordnung,  die  voneinander  unabhängig  sein  müssen.  Zwar  ge- 
nügt hierfür  nicht  ohne  weiteres  die  vorhin  bewiesene  Unabhängig- 
keit der  drei  Größen  inbezug  auf  die  zweiten  Ableitungen  von  K^ 
weil  K  nicht,  wie  (p,  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Aber  die  vierten 
Ableitungen  der  Formenkoeffizienten  kommen  nur  in  den  Verbindungen 

8*p  d^p  d^p 

vor,  und  diese  können  aus  den  drei  Invarianten  nicht  eliminiert  wer- 
den. Ebensowenig  ist  die  Elimination  der  höchsten  Ableitungen  mög- 
lich, wenn  man  nach  dem  oben  für  cp  auseinandergesetzten  Verfahren 
aus  den  drei  Invarianten  vierter  Ordnung  vier  neue  von  der  fünften 
Ordnung  und  sukzessive  m  —  1  von  der  m.  Ordnung  bildet.  Nur  bleibt 
eben  deshalb,  weil  die  Verbindung  p,  auf  die  sich  diese  Schlüsse 
stützen,  bloß  bestimmte  Ableitungen  zweiter  Ordnung  enthält,  die 
Frage  offen,  ob  es  nicht  noch  andere,  von  den  eben  beschriebenen 
unabhängige  Invarianten  gibt. 

Auch  diese  Untersuchung  kann  nach  verschiedenen  Methoden  aus- 
geführt werden.  Um  möglichst  direkt  zu  verfahren,  lasse  man  jetzt 
die  Biegungskovarianten  bei  Seite  und  stelle  die  Gleichungen  zusam- 
men, aus  denen  die  Biegungsinvarianten  durch  Resultantenbildung 
entspringen  müssen.  Beim  Fortgange  bis  zu  Invarianten  m  —  1.  Ord- 
nung sind  dies  die  Transformationsgleichungen  nebst  ihren  Derivierten 
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bis  zur  m  —  1.  Ordnung.  Das  System  enthält  die  Ableitungen  der 
Variabein  u\  nacb  den  ursprünglicben  Yeränderlicben  u^  bis  zur  m.  Ord- 
nung. Für  m  =  1/2;  3  und  4  ist  es  bereits  diskutiert  worden  und  hat 
die  Resultanten 

geliefert. 

Beim  Fortschreiten  zu  w  =  5,  also  zu  den  3.5  Derivierten  vierter 
Ordnung,  treten  2  .  6  Ableitungen  fünfter  Ordnung  hinzu.  Eliminiert 
man  diese,  so  bleiben  drei  Resultanten  zurück,  aus  denen  man  sich 
von  vornherein  auch  die  Differentialquotienten  dritter  und  vierter  Ord- 
nung mittels  früherer  Gleichungen  weggeschafft  denken  kann.  Ebenso 
wie  bei  dem  vorhergehenden  Schritt  die  beiden  auftretenden  Resul- 
tanten mit 

(1)  ^=21^-1"^ 

^  ^  ou-      ^LJ  du,    du. 

äquivalent  waren,  so  müssen  sie  hier  mit  den  Relationen 

gleichbedeutend  sein.  Ersetzt  man  schließlich  auch  die  zweiten  Ab- 
leitungen durch  ihre  Werte  aus  den  Christoffeischen  Formeln,  so  ent- 
halten  die   drei  Gleichungen  außer   den  ersten  Ableitungen  noch  der 

Reihe  nach  die  Größen  tt^,   .,     f     ,  „  ^  als  diejenigen,  die  von  den 

dul'   du^du^'  du\  "^      ^     ' 

höchsten  Differentialquotienten  der  Fundamentalgrößen  abhängen.  Man 
kommt  also  auch  auf  diesem  natürlichen  Wege  wieder  zu  jenen  drei 
Verbindungen;  und  außerdem  lehrt  die  Art  ihres  Eingehens  in  die 
Gleichungen  (2),  daß  die  nach  Elimination  der  ersten  Ableitungen 
neu  hinzutretenden  drei  Resultanten,  die  Differentialquotienten  der  ur- 
sprünglichen und  der  transformierten  Fundamentalgrößen  bis  zur  vierten 
Ordnung  enthalten,  voneinander  unabhängig  sein  müssen.  Allerdings 
liefert  dieses  Ergebnis  das  Bildungsgesetz  dreier  unabhängigen  Bie- 
gungsinvarianten vierter  Ordnung  nicht  mit,  ja  es  sagt  nicht  einmal 
etwas  über  die  invariante  Form  der  Resultanten  aus.  Aber  daß  nicht 
mehr  als  drei  verschiedene  Biegungsinvarianten  vierter  Ordnung  exi- 
stieren können,  steht  nun  fest. 

Daß  und  in  welcher  Weise  diese  Schlüsse  sich  fortsetzen  lassen, 
leuchtet  ein.  Es  darf  also  als  bewiesen  betrachtet  werden,  daß  für 
jede  Ordnung  m  >  3  die  Anzahl  unabhängiger  Biegungsinvarianten 
gleich  m  —  \  ist. 
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Auf  welchem  Wege  man  auch  die  Anzahl  der  Biegungs-Invarianten 
und  Kovarianten  von  gegebener  Ordnung  ermittelt  haben  möge,  so 
muß  doch  die  Gesamtanzahl  der  Invarianten  bis  zur  m  —  1.  und  der 
Kovarianten  bis  zur  m.  Ordnung  hin  gleich  der  Anzahl  der  unab- 
hängigen Resultanten  sein,  die  durch  Elimination  der  Ableitungen 
1.  bis  m.  Ordnung  aus  folgenden  Gleichungen  entstehen:  1)  dem 
System  der  Transformationsgleichungen  nebst  ihren  Derivierten  1.  bis 
m  —  1.  Ordnung;  2)  den  Derivierten  1.  bis  m.  Ordnung  der  Gleichung 
<p(u^,  W2)  =  9P(K>  **«)•    Das  erste  System  enthält 

3(1  +  2  +  .  .  .  +  m)  ^  3m(m+jL) 
Gleichungen,  das  zweite 

Zu  eliminierende  Ableitungen  gibt  es 

2(2  +  3  H +  (m  +  1))  =  m{m  -\-  3). 

Die  theoretisch  zu  erwartende  Anzahl  von  Resultanten  ist  demnach 

3m(m  4-  1)    ,    m{m  +  3)  /       ,    o\  2 

— -^ — ^^  -\ ^—^ — -  —  m{m  +  3)  =  wl 

In  der  Tat  ergibt  sich  diese  Zahl  wieder  durch  Addition  der  Anzahlen 

der  Biegungsko Varianten  1.  bis  m.  Ordnung  und 

l  +  l-f3  +  4  +  .-.  +  (w-2)-  !^>LZLi) 
der  Biegungsinvarianten  2.  bis  m  —  1.  Ordnung. 

§168. 
Fundamental-Kovarianten  und  Invarianten. 
Die  in  den  vorangehenden  Paragraphen  behandelten  Biegungs- 
Invarianten  und  Kovarianten  bilden  nur  einen  Teil  aller  flächentheore- 
tischen Invarianten  uud  Kovarianten  überhaupt.  Denn  für  die  Theorie 
der  Biegung  war  bloß  eine  einzige  binäre  quadratische  Differentialform 
von  Bedeutung,  und  schon  die  Ausdrücke  der  Koeffizienten  dieser  Form 
mittels  der  kartesi sehen  Koordinaten  kommen  nur  bei  besonderen  Auf- 
gaben zum  Vorschein  (vgl.  S.  123).  Anders  verhält  es  sich,  wenn  eine 
Fläche  als  starr  angesehen  oder  wenigstens  ihre  Verbiegbarkeit  nicht 
von  vornherein  in  Betracht  gezogen  wird.  Neben  die  Form  A  e=  ds^ 
tritt  dann  als  gleichberechtigt  eine  zweite,  B  eee^  nds^.  Als  Grundbei- 
spiel für  dieses  Verhältnis  kann  die  Theorie   der  Hauptkrümmungen 
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dienen,  w^  und  n^  sind  Invarianten,  aber  nur  ihr  Produkt  oder  viel- 
mehr eine  Größe,  deren  Gleichheit  mit  n^n^  sich  hinterher  herausstellt, 
ist  eine  Biegungsinvariante.  Diese  Hauptkrümmungen  nun  erscheinen 
als  irrationale  simultane  Invarianten  des  Formenpaares  (A,  B). 

Wenn  man  die  Untersuchung  der  Invarianten  und  Kovarianten  von 
Grund  aus  in  Angriff  nehmen  v^ill  (vgl.  S.  530),  so  darf  man  das  Formen- 
paar nicht  als  bereits  gegebeu  voraussetzen,  sondern  hat  einfach  zu  fragen, 
was  für  Größen  bei  der  Transformation  der  kartesischen  und  der  krumm- 
linigen Koordinaten  ungeändert  bleiben.  Die  Scheidung  nach  Invari- 
anten und  Kovarianten,  die  Einteilung  nach  Ordnungen  vollzieht  sich 
wie  in  der  Biegungstheorie.  Auch  methodisch  kann  das  Problem  ebenso 
behandelt  werden  wie  dort:  Die  Invarianzen  und  Kovarianzen  müssen 
sich  als  Resultanten  eines  Gleichungssystems  herausstellen,  aus  dem 
man  die  Transformationskoeffizienten  oder  die  Größen,  die  deren  Stelle 
vertreten,  eliminiert.  Allgemeine  gruppentheoretische  Hilfsmittel  soUen 
ebensowenig  wie  in  den  Paragraphen  163 — 167  herangezogen  werden. 
Ferner  soll,  wie  bisher,  nicht  nur  für  die  kartesischen,  sondern  auch 
für  die  krummlinigen  Koordinaten  die  Äquivalenz  der  neuen  Größen 
zu  den  alten  festgehalten  werden.  Die  Ergebnisse  einer  nicht-äquiva- 
lenten Transformation  sind  dann  unmittelbar  zu  übersehen.  Ob  man 
bei  den  einzelnen  Schritten  die  Verwandlung  der  kartesischen  Koordi- 
naten oder  der  Parameter  zuerst  vornimmt,  wird  sich  nach  Zweck- 
mäßigkeitsgründen richten. 

Die  beiden  Systeme  von  Transformationen,  denen  eine  durch  die 

Gleichungen  .       . 

°  X  =  x{u,  V) 

(I)  .  y  =  y{u,v) 

z  =  ziu,  v) 
dargestellte  Fläche  unterworfen  werden  kann,  lauten 

x'  =-  Xq-\-  a  X  +  h  y  +  c  z 
(1)  y' ===y'Q-{-ax-\-h'y +  c  z 

z  =  Zq+  a"x  -h  h"y  -f  c"z 


1 


und 

u=u'(u,v) 
v'  =  v(u,  v). 

Gesucht  werden  Gleichungen  der  Form 

,Q\    /./                   dx       dx       d*x             dy 
(3)  f[x,y,z,   ~^^  ,    ^^,    g^.'-'-y^'-- 

.     dq> 

du 

dcp 

dv 

d\ 
du*' 

x'l  '     '     '    dx       cx       d*x             dy 
'  \    '  ^ '     'du       dv       du^            du 

.    d^ 
du 

dq) 
dv 

a»9 
du'*' 

Knoblauch,  Differentialgeometrie. 

35 

) 


dx 

.    dcp 

du 

du 

ex 

.    d^ 

du 

du 
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WO  f  links  und  rechts  denselben  Ausdruck  bedeutet.  Und  zwar 
solche  Gleichungen,  die  in  der  angedeuteten  Weise  als  Eliminations- 
resultate  erscheinen,  vorbehaltlich  der  Frage,  ob  die  Darstellung  in 
invarianter  Form  überhaupt  möglich  ist.  Willkürliche  Funktionen  von 
Invarianten  und  Kovarianten  werden  hier  ebenso  wie  in  der  Biegungs- 
theorie beiseite  gelassen. 

Für  die  Transformation  (1)  allein  wird  eine  Invarianz  durch  die 
Gleichung 

/A\         rl  ^^  .dtp  \  j-/    '       r       ,     dx'  .     dcp  \ 

(4)      f[x,y,,,  -^,  .  . .  ,  -^,  .  .  ■}=f[x,  y,,,-^,...,  ^,..  .), 

und  für  (2)  allein  durch 

/KN       /•/  ^^  .    d(p  \       j^(-    -    -     cx  .    dw  \ 

(5)    f[x,  y,^,j^'---^j^'---)-  f[^,  ^'  ^'  -a^'  •  •  • '  äl'  •  •  •) 

gekennzeichnet.  Wo  von  Invarianten  schlechthin  die  Rede  ist,  bedarf  es 
also  der  Angabe  der  Transformation,  auf  die  sie  sich  beziehen.  Größen, 
die  bei  beiden  Transformationen  ihre  Form  nicht  ändern,  heißen  Fun- 
damental-Invarianten und  Kovarianten. 

Die  Ordnung  einer  Kovariante  von  (p  richtet  sich  nach  der  höch- 
sten Ordnung  der  vorkommenden  Ableitungen  dieser  Funktion;  die 
einer  Invariante  nach  der  höchsten  Ordnung  der  überhaupt  auftreten- 
den Dififerentialquotienten.  Da  eine  Funktion  (p  in  einer  Invariante 
nicht  enthalten  ist,  so  sind  dies  Ableitungen  von  x,  y,  s.  Im  Hinblick 
auf  die  Bedeutung  willkürlicher  Funktionen  g)(u,v)  in  der  Flächen- 
theorie können  die  Kovarianten  auch  als  Kurveninvarianten  bezeichnet 
und  den  Punktinvarianten  gegenübergestellt  werden  (S.  207). 

§  169. 
Nichtexistenz  einer  Pundamentalinvariante  erster  Ordnung. 
Um  nun  zunächst  bei  der  Transformation  der  krummlinigen  Ko- 
ordinaten zu  bleiben,  so  müssen  aUe  Punktinvarianten  für  die  Substi- 
tution .  /        //       \ 

u  =  u  (u,  v) 

(1)  .        , 

V  =  V  {u,v) 

aus  den  Gleichungen 

x(u,  v)  =  x(u',  v') 

(2)  y(u,v)  =  y(u\v) 

z{u,  v)  =  2(u',  v) 

und  ihren  Derivierten  durch  Elimination  sämtlicher  darin  auftretenden 
Ableitungen  der  neuen  Parameter  u,  v  nach  den  alten  u,  v  hervor- 
gehen.  Für  die  erste  Ordnung  sind  demnach  aus  den  2  .  3  abgeleiteten 


I 
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dx  dcc    du     .    döc  oxf  dx  dx    du         dx  dv 

du        du    du        dv'  du '  dv        du    dv         dv   dv 

/o\  _^  _  ^y   ^^   1   ^  ^  _^  _  ^y    ciu        dy_  W_ 

^  ^  du        du    du         dv'  du  '  dv         du    dv         dv'  dv 

dz   dz    du         dz    dv  dz   dz     du'  ^^  dz    dv' 

du        du    du     '    dv  du  '  dv        du    dv         dv   dv 

die  2.2  Differentialquotienten  ^ — ,  -5— ,  -75 — ,  -tt—  zu  entfernen.   VoU- 

^  du  '   du'  dv   '  dv 

zieht  man  diese  Elimination  in  der  elementarsten  Weise,  indem  man 
die  vier  Ableitungen  aus  zweien  der  Gleichungspaare  berechnet  und  in 
das  dritte  einsetzt,  so  erhält  man  die  beiden  voneinander  unabhängigen 
Resultanten 

f^\  c{y,z)  ^  d{z,x)  _  d{x,y)  ^  d{y,z)   ^  d{z,x)  ^  d{x,y)  _ 

^  ^  d{u,v)  '  diu.v)  '  d{u,v)       d{u',v')  '  d{u',v)  '  d{u',v')  ' 

Wegen  der  Äquivalenz  Von  u,  v  und  u',  v  (S.  43)  können  sie  auch  in 
der  Form 

(5)  x  =  x',      r=r',      z  =  z' 

geschrieben  werden,  wo  die  Größen  links  und  rechts  durch  die  Identi- 
täten ' 
(6)                                 ^^'=1,        ^X'2=l 

verbunden  sind.  Da  diese  Größen  nichts  anderes  sind  als  die  Richtungs- 
kosinus der  Normale,  so  erscheint  ihre  Invarianz  für  die  Substitution  (1) 
vom  geometrischen  Standpunkt  aus  als  selbstverständlich  (vgl.  S,  161) 
Verwandelt  man  auch  die  kartesischen  Koordinaten,  so  hat  man 
die  durch  die  Gleichungen 

C^)  x'  =  x^^i,      y  ^-y'o  +  n, .     /  =  ^o  +  & 

dargestellte  Verschiebung  des  Anfangspunktes  immer  dann  außeracht 
zu  lassen,  wenn,  wie  hier,  die  betrachteten  Größen  nicht  die  Koordi- 
naten selbst,  sondern  nur  ihre  Ableitungen  nach  den  Parametern  ent- 
halten. Die  Drehung  des  Koordinatensystems,  vermittelt  durch  die  Sub- 
stitution 

i,  =  a  X  -{-  h  y  -\-  c  z 

(8)  ri  ==  ax  +  b'y  -\-  dz 

c,  '/  1      -irr         I         // 

%  =  a  x-\-b  y-\r  c  z, 

liefert  zwischen  den  Größen  X,  Y,  Z  und  ihren  transformierten  die 
Beziehungen 

^=  aX  +  bY+  cZ 

•(9)  H=a'X  +  b'Y-\-cZ 

Z=a"X-^rY-i-c"Z, 


dx' 
du 

=  a 

ex     ,    -j 
du+^ 

du            du ' 

dx 

dv 

=  a 

dv    '         dv    '        dv 

dy' 

du 

=  a' 

du 

dy         ,  dz 

du   '  ^  aw' 

dy' 

dv 

=  a 

dv             dv    '    dv 

dz' 
du 

=  a 

,dx       ,,, 

,dy    .  ^,rdz 
du            du ' 

dz' 
dv 

=  a' 

dv            dv    '        dv 
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aus  denen,  in  Verbindung  mit  den  sechs  Relationen  unter  den  neun 
Transformationskoeffizienten  a,  .  .  .  c",  zwar  2J!El^  =  UX^  folgt,  doch 
ist  diese  Resultante  wegen  2^X^  =  1  nicht  brauchbar. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  es  wichtig,  sich  klar  zu  miachen, 
wie  die  Nichtexistenz  von  Fundamentalinvarianten  erster  Ordnung  bei 
Umkehrung  der  Transformationsfolge  herauskommt.  Es  mögen  also 
jetzt  zuerst  die  kartesischen  Koordinaten  geändert  werden.  Solange 
nicht  mehrere  Systeme  von  Koordinaten  ins  Spiel  kommen,  können 
sich  bei  der  Verschiebung  (7)  nur  solche  Größen  invariant  verhalten, 
in  denen  nicht  x,  y,  z  selbst,  sondern  nur  ihre  Ableitungen  auftreten. 
Die  für  diese  bei  Hinzunahme  der  Achsendrehung  geltenden  sechs 
Gleichungen 


(10) 


geben  mit  den  sechs  Relationen  zwischen  a,  .  .  .  c"  zusammen  die  drei 
Resultanten 

(dx'\^         (dyy         (dz'Y  _   /dxY         (W    ,     (£±\^ 

\du)    "^  \du)    "^  \du)       \du)    ^  \du)   "^  \duj 

,^^s       dx'  dx'        dy    dy     .  dz'  dz  _  dx  dx        dy   dy    .  dz    dz 
^   ^  du    dv  du    dv  du  dv         du  cv  ~^  du   dv         du  dv 

(dx'\^  (dyy         (dz_Y  _   (dx\^         /dy\^         (dz\^ 

,  \dv)    "^  \dvj    "^  \dv)  ~  \dv)   '^  \dv)   "^  \dv)' 

Das  heißt:  Die  Verbindungen 

jiLjXdu)—-^'        ^'dudv—-^'       ^[dv)—^' 

die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche,  sind  Invarianten 
für  die  Transformation  der  kartesischen  Koordinaten.  Beim  Übergänge 
zu  neuen  Parametern  entstehen  dann  (S.  39)  die  Transformationsglei- 
chungen 

\du  /  du    du  \du / 

(12)    F=i;'|^|^+F'(|^|^4-|^|^)  +  ^'|^'|-^ 

^     ''  du    dv  \du    dv         du   dv  /  du   dv 

\  dv  J       '     dv    dv    '         \dv  /  ' 

aus  denen  die  vier  Ableitungen  -^ — ,  -„ — ,  ^- ,  -k—  nicht   eliminiert 

°        du  '    dv  '    du  '    dv 

werden  können. 


I 
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§170. 
Invarianzen  für  die  Transformation  der  kartesischen  Koordinaten. 

Nachdem  die  additiven  Konstanteu  a^o;  2/o>  -^o  einmal  aus  der  Unter- 
suchung ausgeschieden  sind,  kann  mau  bei  den  weiteren  Operationen 
mit  l,  fj,  ^  statt  mit  x',  y,  z  rechnen.  Bevor  aber  zu  höheren  Ablei- 
tungen fortgeschritten  wird,  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Formeln  (11) 
die  einzigen  sind,  die  in  der  angegebenen  Weise  durch  Resultanten- 
bildung hergestellt  werden  können.  Von  dem  hier  eingenommenen 
Standpunkt  aus  darf  dies  nicht  als  selbstverständlich  betrachtet  wer- 
den, zumal  die  erste  Formel  (11)  für  sich  aUein  schon  durch  Elimi- 
nation der  neun  Substitutionskoeffizienten  aus  den  sechs  unter  ihnen 
geltenden  Relationen  und  den  drei  Gleichungen  für  -7. — ,  -7^ ,  -7—  hervor- 
geht.  Denn  für  irgend  zwei  Systeme  von  Größen,  die  durch  die  Glei- 
chungen 

ax-\-'by-\-c0  =  l 

(1)  ax  +  h'y  -j-  C2  =  r] 

(x'x  +  h"y  -F c'z  =  t, 

einer  orthogonalen  Substitution  verknüpft  sind,  gilt  die  Beziehung 

(2)  x'  +  y^-\-z'=^i'  +  r;'  +  %\ 

In  der  analytischen  Geometrie  werden  aus  ihr  die  Bedingungen  zwi- 
schen den  Koeffizienten  a,  .  .  .  c"  abgeleitet,  und  umgekehrt  die  Glei- 
chung aus  diesen  Bedingungen  und  den  Substitutionsgleichungen  her- 
gestellt. Hier  koipmt  es  auf  den  zweiten  Punkt  an,  und  es  muß  zu- 
gleich gezeigt  werden,  daß  (2)  die  einzige  Resultante  ist,  die  aus  den 
angegebenen  Gleichungen  durch  Elimination  der  Transformationskoeffi- 
zienten folgen  kann. 

Die  Verallgemeinerung  für  w  >  3,  hier  nicht  gebraucht,  liegt  auf 
der  Hand;  für  n  =  2  hat  die  Aufgabe,  wenn  man  dann  von  einer  sol- 
chen noch  sprechen  wiU,  ein  anderes  Aussehen,  weil  die  Anzahl  der 
Gleichungen  die  der  zu  eliminierenden  Größen  um  eine  Einheit  übertrifft. 

Die  sechs  Bedingungsgleichungen  unter  den  Transformationskoeffi- 
zienten seien  in  der  Form 

«2    +    &2   _|.    g2  _  1 

(3)  a'2  -f  &'2  +  c'2  =  1 

aa"+h'h"-{-cc"=0 

(4)  a"a  -f  h"b  +  c"c  =  0 

a  a  -\-  h  h'  -{-  c  c'  =  0  • 
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vorausgesetzt.  Die  Substitutionsgleichungen  gehören  hierzu  eigentlich 
in  der  Gestalt 

x  =  a^-\-a'ri  -\-  a'l,  .  ..  , 

also  nach  x,  y,  z  aufgelöst.  Da  aber  diese  mittels  der  Bedingungen  (3, 4) 
sofort  in  (1)  übergeführt  werden  können,  so  soU  die  bisherige  Fassung 
(1)  beibehalten  werden. 

Bei  der  Prüfung  der  Möglichkeit  einer  Elimination  der  neun  Grö- 
ßen a,  .  .  .  c"  aus  den  neun  Gleichungen  (1,  3,  4)  wird  man,  so  lange 
es  tunlich  ist,  mit  linearen  Gleichungen  zu  operieren  suchen.  Von  den 
verschiedenen  Methoden,  die  man  dabei  anwenden  kann,  ist  folgende 
am  einfachsten.  Man  entnehme  a,  J),  c  aus  der  dritten  und  zweiten 
Gleichung  (4)  und  der  ersten  Gleichung  (1)  und  setze  die  Werte  in 
die  erste  Bedingung  (3)  ein,  so  wird 


(5) 


Diese  Relation  hat  dann  weiter  zusammen  mit  zwei  passend  gewählten 
aus  dem  System  (1,  3,  4)  zur  Darstellung  von  a,  h',  c  durch  a",  h",  c" 
zu  dienen.  Wird  zur  Abkürzung 

^a^  =  X',        ^a"^  =  X",        ^a'a"  =  fi 

^ax  =  7j',        ^a"x=^',        ^x^     =  r^ 

gesetzt,  wo  die  Summationen  sich  immer  auf  die  Buchstaben,  nicht 
auf  die  Akzente  beziehen,  so  kann  (5)  in  der  Form 

X'     II 
[i     X 


(6) 


V 


r 


^2 


=  |2(A'r-,u2) 


geschrieben  werden.  Man  sieht,  daß  es  zweckmäßig  ist,  von  den  Glei- 
chungen, in  denen  a,  b',  c  noch  vorkommen,  zuerst  die  zweite  Be- 
dingung (3)  und  die  erste  (4),  nämlich 

X'=l,         ^  =  0 
zu  benutzen.    Dann  vereinfacht  sich  (6)  in 

1       0       7?' 

0     A"     r    =^'A" 


oder 


X"(r'  _  |2  _  ^'2)  _  ^, 
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Nun  gehört  dem  gegebenen  System  noch  eine  Gleichung  mit  a,  h',  c 
an,  nämlich  die  zweite  aus  der  Gruppe  (1).  In  diese  hätte  man  also 
die  Werte  von  a,  h',  c  einzusetzen,  die  aus  (7)  und  den  schon  unmittel- 
bar vorher  benutzten  Formeln  folgen.  Allein  die  Elimination  vollzieht 
sich  ohne  nochmalige  Anwendung  der  letztgenannten  Formeln,  weil 
sie  mit  der  von  rf  aus  (7)  und 

gleichbedeutend  ist,  und  das  Resultat  heißt  einfach 

(8)  l"{r'^-l'~ri')^t'\ 

Endlich  gelten  für  die  dritte  Gruppe  von  Substitutionskoeffizienten, 
a",  &",  c",  außer  (8)  noch  die  beiden  letzten  Gleichungen  (1)  und  (3), 
die  mit 

übereinstimmen.    Da  die  drei  Koeffizienten  nur  in  den  zwei  Verbin- 
dungen A"  und  ^  vorkommen,  so  ist  die  Elimination  möglich  und  liefert 

^2  _  |2  _  ^2  _  ^2^ 

d.h. 

(9)  x'  +  if  -\-z'  =  l'^ri^  +  r. 

Es  gibt  also  eine  von  Ableitungen  freie  Invariante  für  die  Drehung 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems,  nämlich  x^  -\-  y^  -\-  z^. 

Nunmehr  werde  eine  zweite  Reihe  von  Substitutionsgleichungen 
hinzugenommen  (vgl.  S.  548(10)): 

a  a;i  +  &  ^1  +  c  ^1  =  li 

(10)  a  x^  +  &>i  +  c  z^  =  '^?l 

Nach  dem  eben  Bewiesenen  lassen  sich  die  neun  Substitutionsköeffi- 
zienten  nicht  einzeln  aus  (1),  (3)  und  (4)  darstellen;  sonst  würde  ihre 
Elimination  sehr  einfach  sein.  Es  scheint  nun  am  nächsten  zu  liegen, 
daß  man  a,  h,  c  aus  den  ersten  Gleichungen  (1),  (3),  (10)  entnähme, 
a,  6',  c  aus  den  zweiten  und  a",  h",  c'  aus  den  dritten  Gleichungen 
dieser  Systeme,  um  sodann  sämtliche  Werte  in  (4)  einzusetzen.  Aber 
der  Weg,  der  am  schnellsten  zum  Ziel  führt,  geht  nicht  von  einer 
völlig  symmetrischen  Behandlung  der  drei  Größensysteme  aus. 
Man  bestimme  a,  &,  c  als  Funktionen  von  a",  6",  c"  aus 

aa"+&&"+cc"=0 
ax  -\-  hy  -\-  C0  =  ^ 
ax^  +  62/1  +  <^^i  =  li> 
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a',  &',  c   aus 

Es  wird 
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»'«"+&'&"+ c'c"=0 
a  X  +  y  y  +  c  z  =  V 


a2a"{yz^  —  zy^ (b"z^  —  c'>J|  +  (h"z  -  c"y)  1^ 

? 

und  a,  V,  c  ergeben  sich  durch  Vertauschung  von  |  und  1^  mit  ?j  und  tj^. 

Führt  man  diese  Werte   in   sämtliche   Gleichungen   ein,   die  a,  .  .  .  c' 

noch  enthalten,  nämlich 

«2  +  &«  +  c^  ==  1 

tt'2  +  &'2   +  c'2  =  1 

aa'+  &&'+  cc'=  0, 


und  setzt 

so  findet  man 

(11)  r  ^^  s 

(12)  r  »-2  s 


^  'Vy     —  Q  ^  -7*2  _—  A«2 


(13)  0  =  uiS'r\  -  ^l)  -  {U,  +  ^y (rs  -  ^^,)  + 1,.?, (a'v^  -  v\ 

Aus  diesen  Gleichungen  und  den  noch  nicht  benutzten 

ax  +  &'V  +  c'z  =  ^ 
d.h. 

r  =  i,      r  =  e,      ^1  =  ^1 

sind  0!' ,  h",  c"  zu  eliminieren.  Diese  Größen  kommen  aber  auch  in 
(11,  12,  13)  nur  in  den  Verbindungen  X",  l'  und  ^^  vor.  Demnach 
heißen  die  drei  Resultanten 


=  l\r\  -  tl)  -  2il,{s  -  tt,)  +  ll{r'  -  t') 


1 

e 

k 

l 

y2 

s 

^1 

S 

rl 

Invariante  Verbindungen  zwischen  mehreren  Größensystemen. 
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1   ^  ei 

Subtrahiert  man  die  zweite  von  der  ersten,  so  erhält  man  in  Verbin- 
dung mit  der  dritten 

wo  der  Proportionalitätsfaktor  q  offenbar  nicht  NuU  sein  kann.  Die 
erste  Resultante,  deren  linke  Seite  gleich 

(r^-^^)(rl-tl)-is-tt,y 

ist,  liefert  für  q  die  Bestimmung 

Qüi'  +  v') «  +  vi)  -  (iii  +  ^^i)')  =  (1^1  -  vky, 

d.h. 

wie  auch  aus  (9)  hätte  geschlossen  werden  können.   Zu  der  Resultante 

x'  +  y'  +  3'  =  i'  +  v'-\- 1' 
treten  also  die  beiden 

xi  +  ^?  +  ^^  =  I?  +  ni  +g. 

Setzt  man  nun  an  die  Stelle  von  x,  x^,  |,  1^,  .  . .  wieder  die  Größen, 
die  nach  S.  548(10)  hier  in  Betracht  kommen,  so  sieht  man,  daß  in 
der  Tat,  solange  von  höheren  Ableitungen  nicht  die  Rede  ist,  allein 
die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  für  die  Transformation  der 
kartesischen  Koordinaten  invariant  sind. 

§171. 

Fundamentalinvarianten  zweiter  Ordnung. 

Kovarianten  beliebiger  Ordnung. 

Beim  Fortgange  zu  den  Ableitungen  zweiter  Ordnung  mögen,  wie 
im  Anfange  des  §  169,  zuerst  die  Parameter  transformiert  werden.  Aus 
S.  547  (3)  entsteht  ein  System  von  3.3  Gleichungen: 
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Abschnitt.     \ 

d^x 

dx 

d*u 

.    dx    d'^v 
^  dv     du^ 

du^ 

du' 

du^ 

ö^x    rdu  \ 
dudv    du    du    '    dv'^  \du)  ' 


n\  g'a;    _  dx     d^u  dx    d^v'         d^x   du    du' 

^  ^  dudv       du   dudv       dv'  dudv       du^  du    dv 

d^x    /du'  dv 


d^x    /du    dv        dv   du\        o^x  dv   dv 
~'~  dudv  \du    dv  ^  du   dv  /  ~^  dv'^  du  dv 


d^x        dx     d^u     ,    dx    aV         d^    /du'Y 
"ä^  "^  du'^   \W) 

d^x     du'  dv'   ,    d^x  /dv'\^ 


,     d^x    /du  \ 

dv*         du'    dv*      '    dv'    dv*         du'*    \dv  ) 


2    ^^     g^    dv        d^  /dvy 
dudv'  dv    dv    '"  dv'*  \dv  ) 


Aus  je   drei   Relationen   zwischen   gleichartigen  DifFerentialquotienten 
von  X,  y  und  z  können  zwei  zweite  Ableitungen  der  neuen  Parameter 

eliminiert  werden,  z.  B.  -5—5-  und  -o— s-  aus  den  Formeln  für  -i^r—, ,  -7^% 
'  du*  du*  du*'   du* 

d*z 
und  Y^i  •  I^ie  Herstellung  der  Resultanten  auf  dem  gewöhnlichen  Wege 

geschieht  durch   Addition    der   Gleichungen   jeder   Gruppe    nach    vor- 
gängiger Multiplikation  mit  Größen,  die  den  Funktionaldeterminanten 

dijy.'z)  d{z,x)  d{x,y) 


d(u',v')  '  d{u',v')  '  d(u,v') ' 

d.  h.  den  Zählern  von  X',  Y',  Z',  gleich  oder  proportional  sind.  Wegen 
der  Invarianz  der  Richtungskosinus  der  Normale  für  die  Transforma- 
tion der  krummlinigen  Koordinaten  wird  man  die  Multiplikatoren  gleich 
X',  Y',  Z'  selbst  nehmen  und  links  X,  Y,  Z  dafür  schreiben  (S.  161). 
Dann  treten  die  Ausdrücke 

2'x|^-i,    ^^^^M,    2^^;^^N, 
2x'g,^L',    ^x'^^M',    2'^'0-^' 

auf,  und  die  drei  Resultanten  lauten 

L  =  L'  i^Y   +  2 Jf'  -1^  1^  +  N'  i^y 
\du /  du    du    '  \du/ 

(2)    Jf  =  L'^l^  +  jf'  (|-:  1^'  +  l^l^)  4.  N'^^ 
^  ■'  du    dv      '  \du    dv    '  du  dv  /    *  du  dv 

\cv  J  dv    dv    ^  \dv  } 

Wie  vorher  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der  Fläche,  so  er- 
scheinen hier  von  selbst  die  der  zweiten  Ordnung,  und  die  Gleichungen 
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(2),  die  der  Form  nach  mit  S.  548  (12)  übereinstimmen,  kennzeiclinen 
auch  diese  Größen  als  Koeffizienten  einer  binären  quadratischen  Diffe- 
rentialform 

Ldu^  -{-2Mdudv-{-Ndv^  =  B, 

die  bei  einer  beliebigen  Transformation  in  L'du^  -\-  2M'du'dv  +  N'dv'^ 
übergeführt  wird. 

Die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  sind  für  die  Transfor- 
mation der  kartesischen  Koordinaten  invariant.  Dies  folgt  unmittelbar 
aus  den  Gleichungen  S.  547  (9)  und  den  aus  S.  548  (10)  durch  Fort- 
setzung der  Differentiation  hervorgehenden,  die  dieselbe  Form  haben 
wie  die  Transformationsgleichungen  selbst.  Lassen  sich  also  die  Resul- 
tanten der  Elimination  von  -^ '  *  '  *  '^T"  ^^^  (^)  "^^  ^'  ^^^  C-^^)'  deren 
theoretische  Anzahl  gleich  2  ist,  in  invariante  Form  setzen,  so  sind 
die  darin  beiderseits  stehenden  Ausdrücke  zugleich  Fundamentalinvari- 
anten. 

Hierüber  kann  aber  kein  Zweifel  sein.  Denn  die  simultane  Trans- 
formation der  beiden  quadratischen  Formen  A  und  B  liefert  die  beiden 
Beziehungen  (vgl.  S.  162) 

g.L  —  2 FM  +  EN  ^  G'L'  —  2 F'M'  -f  E'N' 
EG  —  F^  ~  E'G'  —  F"^ 

LN—M^^  L'N'  —  M"" 
EG  —  F^  —  E'G'  —  F'^' 
d.h. 

fi,(A,B)  =  ^,,(A',B') 

■  ^,(A,B)  =  ^„,(A',B') 

oder  emiach 

(3)  H=H' 

(4)  K^K', 

und  zwar  als  einzige  Resultanten.  Nachdem  sich  die  Verwertung  der 
Formentheorie  im  Vorhergehenden  auf  Schritt  und  Tritt  als  besonders 
nützlich  erwiesen  hat,  würde  es  keinen  Zweck  haben,  bestimmte  Haupt- 
resultate dieser  Theorie  nach  unübersichtlicherer  Methode  nochmals 
abzuleiten. 

Diese  Resultate  lehren,  daß  es  zwei  Fundamentalinvarianten  zwei- 
ter Ordnung  gibt.  Wenn  man  will,  kann  man  die  irrationalen  Invari- 
anten n^  und  Wg  oder  q.^  und  q^  an  die  Stelle  von  fi"und  K  treten  lassen. 

Die  Theorie  des  Formenpaares  (A,  B)  liefert  auch  alles,  was  für 
die  Abzahlung  und  die  Darstellung  der  Fundamentalkovarianten  einer 
beliebigen  Ordnung  gebraucht  wird.  Aus  den  sechs  Transformations- 
gleichungen für  E,  F,  Gf  L,  M,  N  und  den  zwei  Gleichungen 
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dcp        gy    du'        d^  dv' 
du        du    du     '    dv    du 

dcp  d^   du'        d^  dv 

dv         du    dv         dv    dv 

folgen  zunächst,  außer  (3)  und  (4),  noch  die  Resultanten 

(5)  A>  =  A^,^ 
und 

(6)  ^W  =  K^- 

Vermöge   der  Darstellung  von  A  und  B   durch  lineare  Formen,  ver- 
mittelt durch 

A=    ??    +    ?f 

wird 

(7)  Alcp=    &l<p    +    &lcp 

(8)  Alcp  =  Q,el^  +  Q,&l<p. 

Die  in  den  Fundamentalgrößen  irrationalen  Kovarianten  &^(p  jind  ©^cp 
können  die  rationalen  A^g?  und  A^qp  vertreten. 

Nimmt  man  an,  wie  es  hiermit  für  m  ==  1  bewiesen  ist,  daß 
auch  für  beliebiges  m  die  Anzahl  unabhängiger  Kovarianten  der  der 
Differentialquotienten  von  95  gleich,  also  =  m  -{-  1  sei,  so  kann  man 
die  Richtigkeit  dieser  Annahme  durch  Induktion  auf  genau  dieselbe 
Art  beweisen  wie  für  Biegungskovarianten  auf  S.  541—542.  Aus  einer 
gegebenen  Reihe  von  m  unabhängigen  Fundamen talko Varianten  m  —  1. 
Ordnung,  F^,  .  .  .  F^,  kann  man  eine  Reihe  unabhängiger  Kovarianten 
für  die  nächste  Ordnung  z.  B.  dadurch  ableiten,  daß  man  &j^F^(i=l,  ...m) 
bildet  und  02-^»«  hinzunimmt;  und  zwar  gilt  dies  sicher  dann,  wenn 
schon  F^, .  .  .  F^  aus  bestimmten  m  —  1  Kovarianten  der  nächstniedri- 
geren  Ordnung  nach  derselben  Rechnungsvorschrift  hergestellt   sind. 

§  172. 

Die  Anzahl  unabhängiger  Fundamentalinvarianten 

von  gegebener  Ordnung. 

Aus  den  beiden  Fundamentalinvarianten  zweiter  Ordnung  H  und 
K  lassen  sich  vier  Fundamentalinvarianten  dritter  Ordnung  ableiten, 
®iH,'  &^H,  ®^K,  S^K.  Es  fragt  sich,  ob  sie  voneinander  unabhängig 
sind.  Diese  Untersuchung,  und  die  entsprechende  für  eine  beliebige 
Ordnung,  wird  durch  die  Flächendarstellung 

(III)  ^  =  f{x,y) 
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sehr  erleichtert.  Wie  auch  die  Funktionen  x(u,  v),  y{u,  v),  ^(u,  v)  an- 
genommen sein  mögen,  so  sind  sie  doch  für  eine  bestimmte  Fläche 
einer  einzigen,  f(x,y),  äquivalent,  und  für  eine  nicht  spezialisierte 
Fläche  ist  dies  eine  willkürliche  Funktion.  Hat  man  nun  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  ©-Operationen  Invarianten  m.  Ordnung  gebildet, 
so  kann  man  deren  Werte  vermöge  der  Invarianz  dieser  Operationen 
sofort  in  die  Parameter  x  und  y  umsetzen.  Dabei  sieht  man  dann, 
daß  die  Anzahl  der  unabhängigen  Invarianten  nicht  größer  sein  kann 
als  die  der  partiellen  Ableitungen  m.  Ordnung  von  0  nach  x  und  y, 
also  m  +  !•  Ob  sie  im  allgemeinen  dieser  Anzahl  gleich  ist,  bedarf 
einer  genauen  Feststellung  um  so  mehr,  als  für  m  =  2  nur  zwei  Funda- 
mentalinvarianten vorhanden  sind. 

Nun  ist  z,  B. 

„   J3-       1  /  dH  dH\ 


„    rr        1    /  dH    ,  dH\ 


dv  y 

wo  p^^,  ,  .  .  JP22  die  im  §  118  angegebenen  Werte  haben.  Beim  Über- 
gänge zu  X  und  y  werden  diese,  als  Funktionen  der  Fundamentalgrößen 
erster  und  zweiter  Ordnung,  in  bestimmter  Weise  von  p,  g,  r,  s,  t  ab- 
hängig.   Setzt  man  nun  weiter  nach  S.  80  (12,  13) 

(1)  j^_^^(^  +  q')r-^p<is  +  {t+p')t 

(2)  K=       '■*"** 


(i>*  +  2'  +  ir' 
so  kommt  es  darauf  an,  das  Verhalten  der  Größen 
1  /  dH  dH\ 


1  /         dH  ,       dH 


(i'^  +  g'  +  ir 

1  /  dK  dK' 


(i>'  +  3'+i)^ 


_/  cK  _         dK\ 

\\     ^^^  dx        P^^  dy) 


1  1  dK   ,  dK 


I  dK  dK\ 


O  TT  O  'C' 

inbezug  auf  die  in  -^— >  •  •  •  -0 —  enthaltenen  dritten  Ableitungen  z^^y 
£21,  ^uj  %  ^^  untersuchen.  Dabei  bedeuten,  unter  Verzicht  auf  beson- 
dere Kennzeichnung,  jetzt  p^^,  ...  p.22  die  Werte  dieser  Koeffizienten 
für  u  =^  X,  V  =  y.   Der  Faktor  (p^  4-  2^  +  1)"^  ^^t  hier  ohne  Bedeu- 
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tung.    Aber  man  kann  noch  weitere  Faktoren  weglassen^  weil  es  offen- 
bar in  den  vier  Ableitungen  von  H  und  K  nur  auf  Ausdrücke  der  Form 

«  %o  +  /5  hx  +  7  ^n,         «^21  +  ß^n  +  r  ^os; 

ankommt,  in  denen  a,  .  .  .  y    folgende  Werte  haben: 

a  =  l+gi\         ß  -=-  2pq,         y  =  1  -^ p^^ 

u=t  ,         ß'=  —  2s,         y=r. 

Für  die  Unabhängigkeit  der  vier  Invarianten  ist  das  Nichtverschwinden 
der  Determinante 


«1^22; 

ßP2-2  -  «i>21J 

rP22  —  ßp2U 

-rP2i 

^Pny 

-  ßPx2  +  ^Pn, 

-  yPv2  +  ßPii, 

rPn 

«>22J 

ß'P22  -  «>2l; 

y'P22-ßP2U 

—  r'P2i 

a>i2, 

-ßPl2  +  ^'Pll, 

-  y'Pn  +  ß'Pn, 

ypn 

entscheidend.    Sie  hat  den  Wert 

(PuP22  —  P2iPi2y((^y'—y(^y  —  (^ß'-ßci')(ßy—yß')) 

Hiermit  ist  für  w  =  3  bewiesen,  daß  die  Anzahl  unabhängiger  Funda- 
mentalinvarianten gleich  w  +  1  ist,  und  für  eine  beliebige  Ordnung 
unterscheidet  sich  dann  das  Beweisverfahren  in  nichts  von  dem  am 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen.  Zugleich  liefert  dieses  Verfahren 
die  Möglichkeit,  für  jede  Ordnung  ein  vollständiges  System  von  Fun- 
damentalinvarianten, nämlich  ein  System  von  unabhängigen  Größen 
dieser  Art,  mittels  der  ©-Operationen  durch  independente  Ausdrücke 
darzustellen. 

§  173. 
Darstellung  von  Fundamentalinvarianten  durch  das  Christofifelsche 

Verfahren. 
Ein  vollständiges  System  von  Fundamental-Invarianten  oder  Ko- 
varianten  kann  auf  unendlichviele   Weisen  durch  ein  äquivalentes  er- 
setzt werden.   So  können  z.  B.  die  vier  Fundamentalinyarianten  dritter 
Ordnung  ^  ^  ^  ^ 

@jW^,        ©2^1,        ©1^2?        ®2*% 

die  vier  im  vorigen  Paragraphen  behandelten 

&^H,     ®^H,     &^K,     &^K 

vertreten.    Ferner  darf  man  u.  a.  zu  jeder  Fundamentalinvariante  eine 
.  willkürliche  Funktion  von  Invarianten  niedrigerer  Ordnungen  hinzu- 
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fügen.  Ein  Übergang  von  einem  bestimmten  System  zu  einem  anderen 
wird  sich,  sicher  dann  empfehlen,  wenn  das  gegebene  in  irgendeiner 
Beziehung  unsymmetrisch  ist.  So  verhält  es  sich  z.  B.  mit  den  Kovari- 
anten,  von  denen  am  Schlüsse  des  §  171  die  Rede  gewesen  ist,  und 
den  entsprechend  gebildeten  Invarianten.  Bei  ihrer  Herstellung  werden 
die  Operationen  ®^  und  &^  nicht  in  gleicher  Weise  angewendet. 

Bedenkt  man  nun,  welche  wichtige  Rolle  die  Christoffeische  Ko- 
varianz in  verschiedenen  Untersuchungen  gespielt  hat,  so  wird  man 
erwarten  dürfen,  ein  befriedigendes  System  von  Invarianten  durch  Hin- 
zuziehung dieser  Kovarianz,  und  zwar  für  eine  beliebige  Ordnung,  zu 
erzielen.  Zwei  Wege  stehen  dabei  offen,  die  übrigens  sachlich  auf 
dasselbe  hinauslaufen:  Entweder  die  Einführung  der  zu  A,  B  kovari- 
anten  linearen  Formen  ^j^,  ^2  in  die  fertigen  Ausdrücke  von  33^  oder 
B^y  oder  schon  der  Ersatz  des  im  §  158  allgemein  beschriebenen  Chri- 
stoffelschen  Verfahrens  durch  einen  invarianten  Prozeß. 

Veranschaulicht  man  sich  die  erste  Methode  an  der  Grundform  B 
selbst,  bei  der  von  dem  Christoffeischen  Verfahren  noch  nicht  die  Rede 
ist,  so  erhält  man  natürlich  nichts  weiter  als 

B  =  h^^du^  +  2\^dudv  +  \idv^=  n^'^l  +  ^2^^. 

Diese  Gleichung  läßt  die  Invarianten  w^  und  n^  hervortreten.  Wollte  man 

i,k  a,fi        '  ' 

schreiben,  so  würde  man 

(1)  hk-2PaiPßk^aß 

finden,  oder  umgekehrt  und  für  den  vorliegenden  Zweck  wichtiger: 

'  i,k  ' 

Hierbei  ist  die  in  der  Theorie  des  Formenpaares  {W-^,  W^  beständig 
benutzte  Bezeichnung  (S.  176)  auf  (^^,  ^2)  übertragen.  Dasselbe  Re- 
sultat ergibt  sich  aus 

i,  k  a,  ji 

WO  ^^  ebenso   aus  du  und  dv  gebildet  ist  wie  ^^  aus  du  und  dv. 

Die  Werte 

(3)  6n==Wi,    h,2=0,    622=^2 

würden  nun  z.  B.  durch  Übergang  zu  den  Hauptparametern  folgen, 
der  wegen  des  invarianten  Charakters  von  (2)  ohne  weiteres  ge- 
stattet ist. 
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Von  Bedeutung  ist  hier  die  Verallgemeinerungsfähigkeit  der  Glei- 
chungen (2).    Drückt  man  SSg  auf  doppelte  Weise  aus,  so  erhält  man 

i,  k,  l 

und  so  fort. 

Welche  Gestalt  nehmen  nun  zunächst  die  Formeln  (4)  an,  wenn 
in  den  Koeffizienten  von  SSg, 

V 

(S.  493  (3)),  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  durch  die  Fun- 
damentalinvarianten, die  Differentiationen  durch  die  Theta-Operationen 
ersetzt  werden? 

Man  kann  die  Frage  allgemeiner  fassen,  und  hat  dabei  den  Vor- 
teil, sich  an  frühere  Formelsysteme  anlehnen  zu  können.  In  der  Theorie 
der  Fundamentalinvarianten  sind  die  ©-Operationen  überall  die  Diffe- 
rentiationen längs  den  Krümmungslinien.  Ersetzt  man  ®^  und  ®^ 
durch  0  und  &,  also  durch  die  Differentiationen  längs  einer  belie- 
bigen Kurve  und  ihrer  orthogonalen  Trajektorie,  so  erhält  man  In- 
varianten im  Gebiete  des  Formensystems  (A,  B,  W^,  d.  h.  Fundamental- 
kovarianten.  Wird  nun  die  Transformation  von  333  i^  ^^^  Weise  voll- 
zogen, daß^tatt  dreier  Paare  von  Differentialen  die  drei  Formenpaare 
^ay  ^«>  ^a  (^  =  i>  2)  eingeführt  werden,  so  ziehen  die  Resultate 
der  Transformationen  diejenigen  nach  sich,  um  die  es  sich  hier  han- 
delt.   Man  hat  nur 


3^2       'i^ik       l^ik       ®^ 

&'(p 

Vi  LLX  Oll 

zu  ersetzen. 

^2        Pik       ^ik      ®x<P 

&,(p 

Noch  allgemeiner: 

Es  sei 

i,  k 

eine  bilineare  Differentialform,  deren  Koeffizienten  nur  der  Bedingung 

^21  "^  ^12 

unterworfen  sind.  Sie  brauchen  also  nicht  etwa  mit  denen  der  qua- 
dratischen Kovariante  von  A  und  B  übereinzustimmen;  vielmehr  soll 
nachher  c,.j  =  ö^j  genommen  werden.  Zu  (Sj  und  A  gehört  die  Christoffel- 
sche  Kovariante  (Sg,  deren  Koeffizienten  durch  die  Formeln 

(5)        ^<^.-t-i{''4V]+^':}) 
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erklärt  sind.  Läßt  man  die  Differentiale,  wie  angegeben,  durch  Paare 
linearer  Formen  vertreten  werden,  die  in  bekannter  Weise  mit  einer 
linearen  Grundform  SJIq  zusammenhängen,  so  möge 

(6)  ©2=^c,^a«„iJ^ 

sein;  hierin  ist 

i,  k  ' 

(")  ^aßy^^^  }^ai(^:ik(^yl^ikr 

'   '       i,k,l  ' 

Um  in  die  Formeln  (9)  die  im  Gebiete  des  Systems  (A,  ßgj  ^o) 
invarianten  Größen  c^^  einzuführen,  ersetze  man  die  Gleichungen  (8) 
durch 

(10)  Cik-^^pi^A, 

und  vollziehe  die  durch  (5)  geforderten  Differentiationen.  Die  einfache 
Rechnung  ist  in  ähnlicher  Weise  wiederholt  angestellt  worden.  Es 
erscheinen  von  selbst  die  geometrischen  Ableitungen  der  Größen  c^^. 
Werden  sie,  wie  auf  S.  177,  durch  -O-^  und  d-^  gekennzeichnet,  so  fin- 
det sich 

(11)  ^aßy=  ^y^aß+^^a,i^ßki^y\-^  -^^,r[^^^]) 

q,k,l  '  v 

p,  i,l  V 

oder  unter  Verwendung  der  Definitionsgleichungen 

(12)  ^-^^A'v]=^^,<'^ 
(vgl.  S.  187): 

(13)  ^aßy-  ^y^aß+2{^ax2l*'ßii^yk'^X,ik+  ^Xß^ t^aif^yk^X.ik)- 

?.  i,k  i,  k 

Setzt  man  noch 

(14)  ^flaillßkm,ik  ==  VXx,aß, 

i,  k 

so  erhalt  man 

(15)  taßy=  ^y^aß+2{!i<xXVax,ßy-\-  tXßXttx,ay)' 

Von  den  acht  Größen  xn.x,aß  sind  zwei  nach  dem  Früheren  be- 
kannt, nämlich 
(16)  mM.  =  3-9. 

nti,  22  =  —  ö'  =  —  92 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  36 
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(S.  187  (4),  189  (11)),  wenn  der  Gleichförmigkeit  wegen  auch  die  geo- 
dätischen Krümmungen  einer  beliebigen  Kurve  und  ihrer  orthogonalen 
Trajektorie  mit  Indizes  belegt  werden.  Durch  Vertauschung  von  1 
mit  2  wird 

(17)  '         ^ 

^  in2,u=  — Öl. 

Die  vier  übrigen  Größen  sind  Null,  wie  man  für  mi,ii  und  mi,i2 
durch  Einsetzen  des  Wertes  von  ^-^'  aus  S.  185  (20)  findet  und  für 
m2, 22  und  nt2, 21  durch  Vertauschung  schließt.  Wird  endlich  berück- 
sichtigt, daß  infolge  von  Cj^i^  c.j^  auch  C^«=C„^  ist,  so  ergibt  sich 
folgendes  Formelsystem: 

'^111=  '^1^11"  2  01^12 
Cll2=  '^2^11+  292^2 
^121  =  '^1*^12  +  9l(Cu  —  C22) 

(18)  Cl22=  -^2  C12-  92(^11-  C22) 
^211  =  '^1  ^^12  +  9l  (<^11  ~"  C22) 
C212  "^  ^2^12  92(^11  ^22) 
C221  =  '^1^22  +  ^91^12 

''222  "^  '^'^2  ''22  ■^  92  ^-12  ' 

Die  beiden  hierin  enthaltenen  Gleichungen 

(19)  ^aßy'^  ^jiayy 

die  wieder  in  der  Annahme  c.^  =  c,^.  ihren  Grund  haben,  hätten  schon 
aus  (9)  abgelesen  werden  können. 
Setzt  man  jetzt 

(^2=33, 
also 

WO  nach  oft  benutzten  Formeln 

(20)  Cii  =  w,         Ci2  =  i^,         C22  =  n 
ist,  so  nehmen  die  Gleichungen  (18)  die  Gestalt  an: 

■^111=  ®**  —  ^ffi 
/2i)  ^121  =  0211  =  ®^  +g(n-n) 

^212  =  &122    ==  ®'^  -  9(^  —  ^0 
&221  =   ®^  +  "^9^ 

6222=  &n'-2g't. 
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Diese  Resultate  sind  von  keiner  besonderen  Bedeutung,  denn  das 
erste  und  das  letzte  Formelpaar  findet  sich  schon  auf  S.  511,  und  die 
beiden  anderen  liefern  in  Folge  der  Fundamentalgleichungen  (B)  (S.  205) 


(22) 

•^112  ~~  ■'^121  —  '^211 

sodaß 

Ö221  =  Ö218  =  Oi22  7 

(23) 

B3=  6m3?i?  +  ^K,^V^.  +  ^K.^i^\  +  Kn^l 

wird.  Die  Anwendung  auf  33  dient  nur  dazu,  die  früheren  Ergebnisse 
anders  zu  gruppieren  und  in  einer  bestimmten  Richtung  zu  ergänzen. 
Auch  ist  es  nützlich,  auf  die  Verbindungen  zu  achten,  in  denen  die 
Fundamentalkovarianten  auftreten,  wenn  das  Christoffeische  Verfahren 
die  Grundlage  der  Untersuchung  bildet.  Dagegen  ist  nicht  etwa  von 
der  planmäßigen  Darstellung  eines  vollständigen  Systems  von  Kovari- 
anten  die  Rede.  Nicht  SJ^o,  sondern  B  steht  hier  im  Vordergrunde. 
Wichtiger  ist  es,  durch  die  auf  S.  560  angegebene  Spezialisierung 
zu  Fundamentalinvarianten  überzugehen.    Es  wird 

n  =  n^,         t  =  0,         n  =  n^, 

Qi  =  9i,        92  =  ^2- 
Für  die  kubische  Kovariante  von  A  und  B  ergibt  sich  der  Ausdruck 

(24)     B3  =@,n,-  ^l  +  3 &,n,  -^l^-^^&.n,-  ^, ^l  i- &,n,  ■  ^l . 

Man  kommt  also  auch  durch  das  Christoffeische  Verfahren  auf  die 
eingangs  dieses  Paragraphen  erwähnten  Fundamentalinvarianten  ©jW^, 

©2**!,    ©1^2,    02%- 

§174. 
Fundamentalinvarianten  vierter  Ordnung. 

Es  sei  jetzt 

(S.  514)  die  durch  (w  —  2) -malige  Anwendung  des  Christoffeischen 
Verfahrens  entstandene  w-fach  lineare  Kovariante  von  A  und  B.  Ferner 
gelte  die  Bezeichnung 

:2m,.d^u^=W:\  (^  =  l,...m) 

V 

sodaß  für  den  vorher  erledigten  Fall  w  =  3 


I 


i':'=wi,^     w:^=m^,     mf  = 


86* 
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sein    würde.    Bei  Einführung   dieser   linearen  Formen  an   Stelle  der 
Differentiale  werde 

(1)  ^m-2ic^.<^,-.-<^mW^:^z-"^T:- 


or, , .  . .  a. 


Die  im  Gebiete  des  Formensystems  (A,  B,  SJJ^)  invarianten  Koeffizienten 
haben  die  Werte 

(2)  ^«2 .  .  .  «J  -  2K,i,K,i,'  •  •  KrniShh--  •  O; 

?■,,...  im 

wobei 


(3)   (H...Ü°^<^aV/"-''-i;({\''iK ■■■'»-.) 

ist.    Für  m—  1  statt  m  entsprechen  den  Gleichungen  (2)  die  folgenden: 
Fa.  .  .  .  a^    A  =  ^  a    .  .  .  .  a„        .        (i.  .  .  .  i^    ,), 

LI  m— IJ         ^^      cciH  "m  — l'm  — 1^  ^  m  — 1// 

«i,...»m-l 

die  mit 

(4)  (h  ...  K,    i)  =  S  m    ....  m  Fa  •  •  •  P,r,    il 

gleichbedeutend  sind.  Die  ganze  Zahl  m  kann  mit  dem  ebenso  bezeich- 
neten Koeffizienten,  der  hier  nur  vorübergehend  gebraucht  wird  und 
außerdem  überall  als  Träger  von  Indizes  erscheint,  nicht  verwechselt 
werden. 

Setzt  man  nun,  auch  hier  auf  dem  direktesten  Wege  vorgehend, 
die  Werte,  die  {i-^i^  •  •  •  *ni-i)>  (^4  •  •  •  *»j-i)>  •  •  •  "^^^  (4)  annehmen, 
in  (3),  und  dann  (3)  in  (2)  ein,  so  erhält  man 

=^[U,  .  .  .  a^_iK^,:/*«^i»W;i  .,  +  .  .  .  , 

»,  k,  l 

d.  h. 

(5)  K  .  .  .  «^]  =  ^„Ja,  .  .  .  «„_  J 

+^([Aa2 . . .  a„,_i]m^^^^„^^  +  KA  . . .  oj„_i]m,  „^„^^ 
Beim  Übergange  von  95^  zu  der  entsprechenden  binären  Form  B,„ 
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fügen  sich  die  Größen  [o^i  •  •  •  ««]  gruppenweise  zu  den  Koeffizienten 
dieser  Form  zusammen.  Der  Übergang  wird  dadurch  bewirkt,  daß  man 
die  linearen  Formen  9JJ^^')  für  alle  m  Werte  von  ft  einander  gleich, 
=  Wl^  setzt. 

Es  sei  jetzt  W^=  ^„.  Von  den  m  -{-  1  Fundamentalinvarianten, 
die  dann  als  Koeffizienten  von  B^  erscheinen,  läßt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit beweisen,  daß  die  in  einen  und  denselben  Koeffizienten  ein- 
gehenden Größen  [a^  .  .  .  a^]  sämtlich  untereinander,  dagegen  keiner 
in  den  übrigen  Koeffizienten  vorkommenden  Größe  äquivalent  sind. 
Die  m-\-l  Koeffizienten,  an  Zahl  den  Fundamentalgrößen  gleich,  bilden 
also  ein  vollständiges  System  von  Fundamentalinvarianten  m.  Ordnung. 
In  einem  derartigen  System  ist  offenbar  keine  der  beiden  Theta-Ope- 
rationen  vor  der  anderen  bevorzugt. 

Worauf  es  ankommt,  möge  zunächst  für  m  =  4  auseinanderge- 
setzt werden.  Die  Bezeichnung  [«i  •  •  •  «„]  werde  auch  für  3)^^=  ^^^ 
beibehalten  und  dann  auch  schon  für  w  <  4  benutzt.  Die  Formel  (15) 
des  vorigen  Paragraphen ,  auf  ©^  =  33,^  übertragen ,  lautet  in  diesen 
Zeichen 

und  die  Formel  (19): 

(7)  [«ia2«3]  =  [0^2  0^1«^3]- 

Für  m  =  4  wird 

Vertauscht  man  «^  mit  a^  und  wendet  rechts  überall  die  Relation  (7) 
an,  so  sieht  man,  daß  der  Ausdruck  ungeändert  bleibt; 

(9)  [a^tt^a^a^  =  [a^a^a^a^. 

Während  diese  Beziehungen  eine  Folge  von  h^^  =  6^j  sind,  so 
lehren  die  Fundamentalgleichungen  (B),  daß  die  Indizes  a^,  die  Argu- 
mente der  Größen  [«1^2  "3  ^4]  7  iioch  auf  andere  Art  vertauscht  werden 
dürfen.    Aus 

(10)  [«1^2  «^3]  =  K«3'^2] 

(S.  563  (22))  folgt  nämlich  wie  oben 

(11)  [«1  «3  «8  a  J  =  [«1  «2  c^s  ^4]  • 

Wenn  hiernach  alle  Permutationen  der  ersten  drei  Indizes  zulässig 
sind,  so  reduzieren  sich  die  ursprünglich  sechzehn  Invarianten  auf  acht, 
nämlich : 
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[lll«]  =  0,[lll]  +  3[112]m,,,, 
[112e.]  =  0J112]  +  [lll]m,,,,+  2[221]m2,,„ 
^    ^  [221«]  =  @J221]  +  [222]m,,,,+  2[112]m,l,,„ 

[222a]  =  ©„[222]  +  ^221]m,^,^. 

Eine  weitere  Verringerung  tritt  wegen 

(13)  [111]  =  01^1,    [112]  =  02%,    [221]  =  @i%,   [222]  =  02^, 

auf  Grund  der  Vertauschungsformel  ein.  Unter  Benutzung  der  Bezeich- 
nung Ttli^^ß  lautet  sie 

(14)  &2®ifp  —  ©1029'  =  ^1,21  ®i9P  -  ttt2,12®29' 
und  liefert  z.  B. 

[1112]-[1121]  =  2([112]m,,,,-[221]m2,J  =  2(^,02»^,+^l0,W2). 

Diese  Größe  ist  aber  in  Folge  der  Fundamentalgleicliungen  gleich 
Null,  also 

[1112]  =  [1121] 
und  ebenso 

[2221]  =  [2212] 
oder  zusammengefaßt 

(15)  [«1  c^i  «1  «g]  =  [«1  ^1  0^2  «il  • 

Über  einen  etwaigen  Zusammenhang  zwischen  [oij  «i  «g  Wg]  ^^^  [0^2  ^2^1*^1]? 
also  zwischen  [1122]  und  [2211],  wird  hierdurch  noch  nichts  aus- 
gesagt. Sicher  kann  er  durch  die  Vertauschungsformel,  auf  n^  oder 
W2  angewendet,  nicht  hergestellt  werden,  denn  [1122]  enthält  ®^®^n^, 
[2  211]  dagegen  0j,  ®^n^.  Aber  diese  beiden  geometrischen  Ableitungen 
sind  äquivalent  wegen  der  Fundamentalgleichung 

( A)  ©aö'i  +®i9i-9\-  gl  =  n^n,^. 
Denn  setzt  man  g^  und  g^  aus 

/■D\  &i  «1  ©1  *«. 

(B)  »i  =  — ^-^— ,  99  =  — —=— 


'>h  —  »*2  .  . 

in  (A)  ein,  so  erhält  man 

(16)  (wi  —  n^)  (02  02  Wi  —  01 01  Wg) 

=  WiW2(wi  -  n^y  —  (01^1  •  01%  4-  02%  •  ®2%)  +  2(02%)^  +  2(01^2)1 

Es  ist  also  auch 

(17)  [tt^a^cc^a^  f^  [a^u^a^a^. 

Durch  diese  Beziehung  und  die  beiden  Gleichungen  (15)  wird  die  An- 
zahl der  Größen  [a^  «g  ^3  ^J  ^^^  fünf  zurückgeführt.  Und  daß  sich  unter 
diesen  keine  äquivalenten  mehr  finden  können,  geht  aus  §  172  hervor. 
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Im  einzelnen  ergeben  sich  aus  dem  Formelsystem  (12)  die  nach- 
stehenden Ausdrücke.  Die  einander  gleichen  Invarianten  sind  dabei 
nur  je  einmal  aufgeschrieben,  bloß  äquivalente  dagegen  beibehalten. 
Es  sind  ferner  für  die  Größen  nt^^Q,^  ihre  Werte  aus  S.  561  (16), 
S.  562  (17)  eingeführt,  aber  ^^  und  g^  der  Gleichförmigkeit  wegen  aus 
(B)  durch  geometrische  Ableitungen  von  n^  und  n^  ersetzt  worden. 

[llll]  =  0,0,n,-^-^(0,w,)2 
[1112]  =  ®,S,n,- -^  ®,n,-  ®,n. 


«,  —  w. 


(18) 


[1122]  =  0,02^,  +  ^^-^  ®,n,{&,n,-2@,n,) 

[2211]  =  ®^®,n,  +  ^^-^  ®,n,{®,n,  -  2Q,n,) 

[2221]  =  &,&,n,-,^^-^^&,n,-®,n, 

[2222]  =  0,@2»^3- ^^-^  (@,^,)^ 

Die  fünf  Fundamentalinvarianten,  die  in  B^  der  Reihe  nach  als  Koef- 
fizienten von 

^\,       ^\%,       ^\^l,       ^,^1,       r, 

auftreten,  haben  die  Werte 

[1111],      4[1112],      3([1122]  +  [2211]),      4[2221],      [2222]. 

Wo  in  einzelnen  Fundamentalinvarianten  mehrere  geometrische  Ab- 
leitungen vorkommen,  können  diese  immer,  auch  für  w  >  4,  vermöge 
der  Äquivalenzen  auf  eine  zurückgeführt  werden.  Aber  offenbar  würde 
dies  schon  hier,  in  der  an  dritter  Stelle  stehenden  Invariante,  aus 
Symmetriegründen  nicht  zweckmäßig  sein. 

Handelt  es  sich  nur  um  ein  vollständiges  System  von  Funda- 
mentalinvarianten vierter  Ordnung  überhaupt,  nicht  um  seinen  genauen 
Zusammenhang  mit  B^,  so  können  nicht  bloß  die  Zahlfaktoren,  sondern 
nach  der  auf  S.  558  gemachten  Bemerkung  auch  die  Invarianten  nie- 
drigerer Ordnungen  weggelassen  werden. 

§  175. 
Fundamentalinvarianten  beliebiger  Ordnung. 

Die  Vertauschbarkeit  der  beiden  ersten  Argumente  von  [a^ u^... a,J, 
auf  S.  565  für  m  =  4  bewiesen,  gilt  auch  für  beliebiges  m.   Es  ist 


568  XII.  Abschnitt.     §  175. 

Wird  nun  die  Vertauschbarkeit  für  die  m  —  1.  Ordnung  als  bewiesen 
angenommen,  so  stimmt  das  erste  Glied  rechts  mit  dem  ersten  Gliede 
des  Ausdrucks  von  [ajOia  .  .  .  o;^]  überein,  und  dasselbe  gilt  von  den 
Gliedern  unter  dem  Summenzeicben,  vom  dritten  an  gerechnet.  Die 
beiden  ersten  können 

[a,Xa,  .  .  .  a^_J  m,,„^,^       und       [Xa,a,  .  .  .  a^_  J  in;j,„^„^ 

geschrieben  werden  und  erweisen  sich  dann  dem  zweiten  und  ersten  in 
[«1  «2  .  .  .  a^]  gleich.  In  derselben  Weise  wie  die  Gleichung 

(1)  [«l^gß^S  •••««]  =  [C^2«l«3-   ••  «J 

wird  auch  die  Eigenschaft 

(2)  [«ia2«3  •  ••«m]  =  [0^1«3«2--  •«„.] 

induktiv  bewiesen.  Die  Vertauschungsformel  dagegen  führt  für  belie- 
biges m  im  allgemeinen  nicht  zu  Gleichungen,  sondern  nur  zu  Äqui- 
valenzen. Aber  dies  reicht  für  die  weiteren  Schlüsse  vollständig  aus, 
wie  eine  einfache  Überlegung  zeigt. 

Ein  Ausdruck  [«i  .  .  .  «^]  —  dessen  Argumente  nur  die  Werte 
1  und  2  haben  können  —  ist  aus  einer  der  beiden  Invarianten 
zweiter  Ordnung  Wj,  Wj  durch  Z- malige  Anwendung  der  Operation 
©1  und  {m  —  2  —  Z)- malige  Anwendung  von  &^  entstanden  (so  für 
m  =  3),  oder  es  treten  wenigstens  zu  dem  Ergebnis  dieser  Rechnungs- 
operationen nur  noch  Invarianten  niedrigerer  Ordnungen  hinzu  (wie 
schon  für  m  =  4).  Nun  ist  nach  dem  eben  wieder  herangezogenen 
Bildungsgesetz  das  Anfangsglied  0^  [o;^ . . , c:^_i]  das  einzige  in  \a^... a^], 
das  beim  Aufsteigen  von  m  —  1  zu  w  eine  höhere  geometrische  Ablei- 
tung von  Wj  oder  n^  einführt.  Von  sämtlichen  Größen,  die  aus  [«^ . . .  a^_i] 
durch  irgendwelche  Umstellung  der  Argumente  entstehen,  gelte  als 
bewiesen,  daß  sie  einander  äquivalent  sind,  d.  h.  eine  und  dieselbe  Ab- 
leitung m  —  3.  Ordnung  von  n^  oder  n^  enthalten.  Die  Frage,  ob  dann 
Entsprechendes  auch  für  [cc^ . . .  a^  behauptet  werden  kann,  läuft  darauf 
hinaus,  ob  auch  a^  in  die  Vertauschungen  einbezogen  werden  darf. 
Und  es  ist  dazu  nur  zu  beweisen,  daß  a^  mit  a^_i  vertauschbar  ist; 
jetzt  immer  im  Sinne  der  Äquivalenz,  nicht  der  Gleichheit  der  beiden 
Ausdrücke  \a^...  a^_^  a^]  und  [a^ . . .  a^  c^ot-i]  •  ^^^  Größen,  auf  die  es 
darin  ankommt,  sind  nun  0„^ [a^... a^_,^  a„_J  und  0„^_^  [«^ . . .  a^_^  a J, 
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und  in  diesen  Ausdrücken  wieder  sind  nacli  demselben  Bildungsgesetz 
nur  @„  0„  ,[«!•••  ^^,„-2]  ^^^  ®«  ,®a  [«!•••  «m-2]  füi*  <^ie  höeh- 
eten  Ableitungen  von  Bedeutung.  Da  die  Untersuchung  bloß  für 
^m^'^m-i  öüien  Sinn  hat,  so  ist 

@20iK  •  •  .  C^m-2]  -  ®1®2K  •  •  •  «,«-2] 

zu  bilden,  und  dies  ist  nach  der  Vertauschungsformel  gleich 

g^&ila^  .  .  .  «™_2]  -  0^2 ®2K  •  •  •  ß^m-2]; 
einer  Größe,  die  nur  Ableitungen  bis  zur  m  —  3.  Ordnung  enthält.  Hier- 
nach sind  auch  für  die  m.  Ordnung  alle  Invarianten,  die  sich  nur  durch 
die  Anordnung  ihrer  Argumente  unterscheiden,  äquivalent.  Wenn  daher, 
wie  man  sagen  kann,  sämtliche  Größen  derselben  Ordnung,  die  die 
gleiche  Anzahl  von  Einsen  und  demnach  auch  von  Zweien  enthalten, 
einander  äquivalent  sind,  so  bleiben  etwa 

[11..,  11],       [11..,  12],       [11,..22],  ...[22...22], 

jedenfalls  m  -j-  1  Größen  m.  Ordnung  übrig.  Finden  sich  unter  diesen 
keine  äquivalenten  mehr,  so  empfiehlt  es  sich  dennoch  nicht,  gerade 
sie  als  vollständiges  System  von  Fundamentalinvarianten  zu  nehmen 
(vgl.  S.  567).  Statt  dessen  kann  man,  wie  bisher,  z.  B.  auf  die  Koeffi- 
zienten von  B^  ausgehen,  diese  binäre  Form  in  ^^  und  ^2  dargestellt: 

m 

(3)  B^-^OK-^^fr-'K- 

Vermöge  der  Entstehung  von  B^  aus  93„  erscheint  jeder  Faktor  eines 
Potenzproduktes  ^^'"'"^2  als  Vielfaches  einer  der  obigen  m  -\-  1  In- 
varianten, vermehrt  um  eine  rationale  Funktion  von  Invarianten  nie- 
drigerer Ordnung, 

In  jedem  FaUe  ist  nur  noch  zu  zeigen,  daß  zwei  Größen  [a^ . . .  a^], 
die  nicht  dieselbe  Anzahl  von  Einsen  enthalten,  nicht  äquivalent  sein 
können.  Man  vergleiche  zunächst  zwei  Invarianten,  in  denen  die  beiden 
ersten  Argumente  einander  gleich,  =  cc  sind.  Das  Argumentenpaar  als 
erstes  anzunehmen,  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  gestattet.  Außerdem 
mögen  noch  andere  Argumente,  deren  erstes  dann  wieder  a^  heißen  soll, 
gleich  a  sein;  ß,  ß^,  ß^,  ,  ,  .  seien  gleich  der  von  a  verschiedenen  Zahl 
des  Paares  (1,  2).    In  den  beiden  Invarianten  selbst, 

\aaa^  .  .  .  u^ß^  .  ■  •  ß^l       und      \aaa^  ,  .  .  a^ß^  .  .  .  ß,], 

p-{-q  =  r-\-s  =  m  —  z. 

Der  Allgemeinheit  unbeschadet  darf  p '>  r  vorausgesetzt  werden,  sodaß 
die  erste  Größe  p  —  r  ^  g  Zahlen  a  mehr  enthält  als  die  zweite,  und 
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demnach  diese   s  —  g_^^  g  Zahlen  ß   mehr    als   die   erste.    Durch   die 

Schreibweise 

laaa^...cc^a^...a^ßi...ß^]       und        [o^cca^  .  .  .  aj^  .  .  .  ß^ß,  .  .  .  ß^] 

kann  dies  zum  Ausdruck  gebracht  werden.  Die  beiden  Invarianten  sind 
der  Reihe  nach  mit 

[aacc^  .  .  .  a^cc^  .  .  .  aj,  .  .  .  ß^]       und       [ccaß^  .  .  .  ß^a,  .  .  .  a^.ß^  .  .  .  ß^], 

und  diese  wieder  mit 

äquivalent.  Wie  sind  die  beiden  unter  den  Differentiationszeichen  stehen- 
den Größen  [aaa^^  .  .  .  a^'\  und  [aaß^  .  .  .  ß  ]  aus  den  Invarianten  nie- 
drigster Ordnung  entstanden? 

Die  vier  Formeln 
[lll]^@,n„      [112]  =  &,n„       [221J  =  0,n,,       [222]  =  &,n, 
lassen  sich  in  die  eine 
(4)  [aaX]=^&,n„ 

zusammenfassen.  Die  höchste  in  [ccaa^  .  .  .  a^]  vorkommende  Ableitung 
entsteht  aus  [cccca^]  ^^  &^n^  durch  (^  —  1)- malige  geometrische  Diffe- 
rentiation 0^,  und  ebenso  die  höchste  Ableitung  in  [««/^^  ■  -  •  ßg\  ^^^ 
[a«/3J  =  ®^n^  durch  (^—  l)-malige  Anwendung  von  0^.  Schon  0«w^  und 
©^w„  sind  nicht  äquivalent,  und  ebensowenig  0^  ®a^a  ^^^  ®ß  ^d^aj  ^-  s-  ^^ 
Diese  Schlüsse  gelten  auch  dann,  wenn  eine  der  Zahlen  1,  2  in 
einer  der  beiden  miteinander  verglichenen  Größen  garnicht  enthalten 
ist,  setzen  aber  freilich  voraus,  daß  a  in  beiden  Ausdrücken  mindestens 
zweimal  vorkommt.    Demnach  sind 

[11. ..11],       [11. ..12],       [12. ..22],       [22. ..22] 

besonders  zu  betrachten.  Und  zwar  hat  man  nur  die  erste  und  zweite 
Invariante  sowohl  mit  der  dritten  wie  mit  der  vierten  zusammenzu- 
stellen. Nun  kann  nach  der  Entstehung  der  vier  Größen  sicher  keine 
Äquivalenz  zwischen  der  zweiten  und  dritten  oder  der  ersten  und  vier- 
ten stattfinden.  Daß  die  letztere  Tatsache  schon  für  die  nächstniedrigere 
Ordnung  gilt,  hat  zur  Folge,  daß  auch  die  erste  Invariante  nicht  mit 
der  dritten,  die  zweite  nicht  mit  der  vierten  äquivalent  sein  kann. 

Damit  sind  schließlich  auch  für  beliebiges  m  die  m  +  1  Größen 
'^m-iu,/ii7  ™i^  *^^®^  ohne  Binomialkoeffizienten  angesetzt,  als  vollständiges 
System  von  Fundamentalinvarianten  nachgewiesen.  Mittels  der  gefun- 
denen Ergebnisse  könnte  man  diese  Größen  auch  leicht  direkt  aus  den 
entsprechenden  der  vorhergehenden  Ordnung  herstellen. 
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Die  Weingartenschen  Gleichungen 
in  der  Theorie  der  Strahlensysteme. 

§  176. 
Die  geometrischen  Differentiationen  längs  der  Leitfläche. 

In  den  Untersuchungen  über  krumme  Flächen  hat  es  sich  allent- 
halben als  nützlich,  ja  als  notwendig  erwiesen,  Systeme  gerader  Linien 
in  Betracht  zu  ziehen,  die  in  bestimmter  Weise  mit  der  Fläche  zu- 
sammenhängen. Namentlich  spielten  von  Anfang  an  die  Normalen  der 
Fläche  eine  ausgezeichnete  Rolle.  Ihre  Theorie  war  als  besonderer 
Fall  in  der  der  Strahlensysteme  enthalten,  für  welche  einige  Haupt- 
resultate in  den  Paragraphen  103 — 108  entwickelt  worden  sind.  Eine 
eingehendere  Untersuchung  der  Strahlensysteme  hat  sich  in  ihrer  Me- 
thode nach  dem  Zweck  zu  richten,  den  man  im  Auge  hat.  Eine  große 
Klasse  von  Aufgaben  benutzt  ein  Strahlensystem  als  Hilfsmittel  für 
die  Darstellung  von  Flächen,  die  zu  einer  gegebenen  in  einer  vorge- 
schriebenen Beziehung  stehen,  oder  für  die  Auffindung  von  Eigenschaften 
solcher  Mächen.  Wird  dagegen  das  Strahlensystem  als  Gebilde  für  sich 
betrachtet,  so  tritt  die  Leitfläche  zurück;  sie  kann  für  ein  und  dasselbe 
Strahlen  System  auf  unendlichviele  Weisen  angenommen  werden  (S.347). 

Für  die  erste  Gruppe  von  Untersuchungen  liegt  kein  Grund  vor, 
von  den  geometrischen  Differentiationen  längs  der  Fläche  abzugehen, 
die  im  Vorhergehenden  beständig  benutzt  worden  sind.  Wo  es  der 
Unterscheidung  wegen  erforderlich  ist,  sollen  dabei  die  auf  die  Leit- 
fläche bezüglichen  Größen  durch  einen  Index  0  gekennzeichnet  werden. 
Dies  ist  namentlich  für  die  Richtungskosinus  der  Flächennormale,  X^, 
Tq,  Zq,  und  die  Fundamentalgrößen,  wenigstens  der  zweiten  Ordnung, 
nötig;  überflüssig  dagegen,  solange  nicht  eine  zweite  Fläche  ins  Spiel 
kommt,  für  Größen  wie  A,  Ä, .  .  .  ^  die  neben  X^,  .  .  .  in  den  allge- 
meinen Frenetschen  Formeln  auftreten. 

Der  Strahl  s  =  (X  YZ)  sei  außer  auf  das  feste  Achsensystem  x,  y,  z 
auf  das  mit  u  und  v  veränderliche  t,  t',  n  bezogen.   Die  Kurve  c,  deren 
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Tangente  t  ist,  wird  auf  der  Leitfläclie  entweder  beliebig  angenommen 
oder  ist  passend  zu  wählen.   Wird 

(1)  cos  (s,  t)  =  I,         cos  (s,  t')  =  rj,         cos  (s,  w)  =  g 

gesetzt,  wo  also 

(2)  r  +  ^2  ^  ^^  =  1 

ist,  so  gelten  die  Gleichungen 

X  =  J.I+  'A'rj  +  Xo^ 

(3)  Y  =  Bl-{-B'ri-\-  Y,t 

Unterwirft  man  sie  der  geometrischen  Differentiation  längs  c  und  c\ 
so  findet  man  nach  Anwendung  der  allgemeinen  Frenetschen  Formeln 

(4)  ®Y==Bl,  +  B'ri,+  Y,i, 
&Z  =  C|i  +  C'ri^  +  Zo^i 

®'X  =  Al,+  Äri,  +  X,t, 

(5)  &'Y  =  Bl,  +  B'ri,+  Y,l, 
®'Z=C^,+  C'rj.i-  Z,t„ 

wo  die  Koeffizienten  die  Werte  haben: 

l^^®i,  -  gri-nt, 

(6)  ri,-®ri-n+gi, 

(7)  ri^  =  &'ri-nt,  —  g'i 
Sie  genügen  den  Relationen 

Besonders  einfach  werden  die  Werte  für  5  _L  ^,  wenn  also  die 
Kurven  c  auf  der  Leitfläche  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Strahlen 
des  Systems  sind.   Außer 

(9)  1  =  0 

darf  man  dann  bei  passender  Erklärung  des  Neigungswinkels  6  des 
Strahls  gegen  die  Fläche 

(10)  7j  =  cos  6,         1  =  sin  6, 
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also 

li  =  —  g  cos  6  —  n  sm  6 

(11)  ^1  =  —  sin  6{t  +  ®6) 

ti  =  cos  6(t  +  &6) 

I2  =  g'  cos  6  —  t  Bin  6 

(12)  fj.^: sin  (?(w'  +  @'6) 

^2  =  cos  6  (n'  +  @'ö) 
setzen. 

Man  kann  fragen,  was  für  Bedingungen  sich  bei  einer  Vergleichung 
Ton  @'&X  mit  &&'  X, .  .  .  aus  (4)  und  (5)  herausstellen.  Bei  den  all- 
gemeinen Frenetschen  Formeln  hatte  die  Vertauschungsformel  zu  den 
drei  Fundamentalgleichungen  geführt,  aber  es  war  nicht  umgekehrt 
untersucht  worden,  was  man  über  die  Fläche  aussagen  kann,  wenn 
man  diese  Gleichungen  als  erfüllt  annimmt.  So  wichtig  diese  Frage 
ist,  so  setzt  doch  ihre  vollständige  Beantwortung  zu  viel  aus  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Differentialgleichungen  voraus,  um  hier  gegeben 
werden  zu  können.  Die  Untersuchung  gipfelt  in  dem  zuerst  von  Bonnet, 
freilich  nur  unter  der  Annahme  rechtwinkliger  Koordinatenlinien,  be- 
wiesenen Satze:  Zu  2.3  Größen  E,  F,  G-  L,  M,  N,  die  den  für  Fun- 
damentalgrößen nötigen  Bedingungen,  namentlich  also  den  drei  Fun- 
damentalgleichungen genügen,  gibt  es  unter  Voraussetzung  bestimmter 
Vorzeichen  der  Koordinaten  eine  bis  auf  die  Lage  im  Raum  eindeutig 
bestimmte  Fläche,  für  die  jene  Größen  die  Bedeutung  der  Fundamen- 
talgrößen erster  und  zweiter  Ordnung  haben. 

Dies  vorausgeschickt,  ist  nun  klar  und  wird  durch  Ausführung 
der  Rechnung  leicht  bestätigt,  daß  aus  der  Anwendung  der  Vertau- 
schungsformel auf  (4)  und  (5)  nur  wieder  die  Fundamentalgleichungen 
hervorgehen  können.  Die  beiden  Gleichungssysteme  enthalten  außer 
zwei  unabhängigen  Winkelgrößen  nichts  auf  das  Strahleusystem  Be- 
zügliches, sondern  bloß  Größen,  die  zu  der  Leitfläche  gehören.  Existiert 
nun  die  Fläche,  so  steht  auch  die  Existenz  des  Strahlensystems  nicht 
in  Frage.  Man  findet  vielmehr  sogar  unendlichviele  Strahlensysteme, 
für  die  die  Fläche  Leitfläche  ist,  indem  man  sich  durch  jeden  ihrer 
Punkte  einen  Strahl  gelegt  denkt,  dessen  Richtungskosinus  beliebige, 
nur  durch  die  Gleichung  2X.^  =  \  verbundene  Funktionen  von  u 
und  V  sind. 

§  177. 
Die  allgemeinen  Weingartenschen  Gleiohungen. 

Wird  über  den  eben  eingenommenen  Standpunkt  hinausgegangen, 
so  treten  zu  den  beiden  Grundformen  der  Leitfläche, 
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Bo  =  L^du^  +  2MQdudv  +  N^dv^ 

noch  zwei  weitere  quadratische  Differentialformen, 

E  =  ^du--\-2%dudv  +  &dv^ 

B  =  Ldu^  +  (If  +  M)dudv  +  Ndv' 

(S.  349);  oder  vielmehr  die   quadratische  Form  E  und  eine  bilineare; 

^  =  {Ldu-{-  Mdv) du  +  (Mdu  +  Ndv) Sv 

(S.  354).  Die  Betrachtung  des  Strahlensystems  als  solchen  bedingt  die 
Einführung  geometrischer  Differentiationen,  in  denen  vor  allem  E  die 
Stelle  von  A^  vertritt.  Dadurch  werden  die  Kurven  auf  der  Leitfläche, 
die  die  Grundlage  der  Differentiationen  bildeten,  durch  Kurven  auf 
der  Einheitskugel  ersetzt.  In  der  Theorie  der  Flächen,  also  für  M  =  üf, 
X  =  Xq,...  ist  diese  Einführung  nur  bei  solchen  Aufgaben  nützlich, 
die  der  sphärischen  Abbildung  entspringen. 

Im  übrigen  kann  man,  den  Voraussetzungen  in  der  Flächentheorie 
entsprechend,  der  ersten  Differentiation  etwa  eine  willkürliche,  durch 
eine  lineare  Diöerentialgleichung  'SRq  =  0  definierte  Kurve  (auf  der 
Einheitskugel)  zugrunde  legen,  die  zweite  Differentiation  längs  ihrer 
orthogonalen  Trajektorie  ausführen.  Besonders  wichtig  ist  der  Spezial- 
fall, daß  die  beiden  Theta- Operationen  sich  an  die  simultane  Trans- 
formation der  Formen  E  und  B  (S.  351)  anschließen.  Sie  entsprechen 
dann  in  bestimmter  Hinsicht  den  geometrischen  Ableitungen  längs  den 
Krümmungslinien  einer  Fläche.  Aber  die  Gliederung  reicht  hier  weiter, 
weil  vier  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  L,  M,  M,  N  vorhanden 
sind,  oder  geometrisch,  weil  den  Grenzpunkten,  die  bei  den  eben  ge- 
nannten Operationen  als  bevorzugt  erscheinen,  die  Brennpunkte  zur 
Seite  treten.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  für  die  verschiedenen  Diffe- 
rentiationen, bei  denen  es  sich  um  eine  erweiterte  Anwendung  der 
früher  auseinandergesetzten  Methoden  handelt,  die  charakteristischen 
Formeln  aufzustellen  und  ihre  Zusammenhänge  zu  erörtern.  Nur  sei 
erwähnt,  daß  man,  durch  die  Frenetschen  Formeln  geleitet,  die  Ver- 
bindungen 

^Äd;X,        ^Ä'd-.X,        ^Äd-.X;]       ^Ä'&,X 
einführen  und  außerdem  natürlich  auch 

2äX^^,         2Ä'X^ri 

beibehalten  wird.  Die  Formeln,  die  dann  A  und  A'  als  homogene  line- 
are Funktionen  von  X,  ^^  X,  -O-g  X  liefern,  bilden  nebst  ihren  entspre- 
chenden die  Grundlage  der  weiteren  Untersuchung. 


Die  allgemeinen  Weingartenschen  Gleichungen.  575 

Der  Übergang  zu  den  gewöhnlichen  Ableitungen  würde  sich  im 
allgemeinen  Falle  in  der  Art  des  §  60  vollziehen.  Die  dabei  entstehen- 
den Gleichungen  mögen  hier  einmal  ganz  ohne  Benutzung  geometrischer 
Differentiationen  aufgestellt  werden.  Bei  der  heutigen  Art  der  Formu- 
lierung bestimmter  differentialgeometrischer  Probleme  (S.  218)  sind  sie 
nicht  vollständig  zu  entbehren.  Auf  anschauliche  Bedeutung  —  ein 
Hauptvorzug  der  geometrischen  Differentiationen  —  ist  allerdings  bei 
diesen  Formeln  zu  verzichten. 

Die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  eines  Strahlensystems 
werden  durch  die  Gleichungen  (S.  349  (3)) 

dX  dxp        dY  dyp        dZ  dz^  ^       ^ 

du    du         du   du         du  du 

dX  dx^        dY_  aj/o    I    d'Z  dz^  =  _  j^ 

dv     du     '    dv    du         dv    du 

dii   ßv  du  dv    '^  du  dv 

dX_  dx^       dY_  djio  _.    dZ  d^  =  _  jy 
dv    dv         dv   dv         dv   dv 

erklärt.    Sie  vertreten   bei   der  gewöhnlichen  Differentiation    die    vier 
oben  genannten  Verbindungen.  An  Stelle  von  |  und  ri  sind  die  Größen 

>  X  ^  und     >  X-rs--  zu  benutzen,  und  es  sei 
^J       du  .^j       dv  ^ 


(2) 


cu  du  du 

•^dß      Y^  4.  z^  =  ß. 
cv  dv  dv         "^ 


Löst  man  die  sechs  Gleichungen  (1,  2)  nach  den  sechs  ersten  partiellen 
Ableitungen  von  Xq,  y^,  0q  auf,  so  findet  man  unter  Benutzung  von 
S.  335  (6,  7,  8)  die  Formeln 

dx^      ^    dX      —    ^^  _i_  ^ir 
du  '■'■  du  ^^  dv     '  ' 

dxQ       —     dX    ,   :^    dX    .    ^-y 
in  denen  die  neu  eingeführten  Koeffizienten  die  Werte  haben: 

^n  —         2-2  >  "12  ~  %t 

f4) 

'^21  ~  j»  ;  '^22  ~  %i 

Die  Gleichungen  (3)  erscheinen  also  als  Verallgemeinerung  der  Wein- 
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gartenschen  in  der  nach  ^—  und  -k—  aufgelösten  Form,  nachdem  @,  %,  % 
statt  E,  F,  G  eingeführt  sind.  Abgesehen  davon,  daß  X,  Y,  Z  hier  eine 
allgemeinere  Bedeutung  haben  als  im  §  100,  stimmen  Q-^^  und  #22  ^i^ 
^21  und  '9'22  genau  überein,  während  Q-^^  und  Q-^^  für  M  =  M  gleich 
'O'ii  und  -O-jg  werden.  Unter  dieser  Annahme  und  für  X  =  X^, . . . ,  a  =  0, 
ß  =  0  (wo  dann  der  Index  0  überall  weggelassen  wird)  gehen  die 
Formeln  (3)  in  S.  340(4)  über.  Sie  mögen  als  allgemeine  Wein- 
gartensche  Gleichungen  bezeichnet  werden.  Der  Zusatz  allgemein 
darf  wegbleiben,  wenn  kein  Zweifel  ist,  daß  es  sich  um  die  Theorie 
der  Strahlensysteme  handelt. 

§  178. 
Folgerungen  aus  den  'Weingartensclien  Gleichungen. 

Aus  den  Weingartenschen  Gleichungen  können,  falls  X,  Y,  Z  als 
bekannt  gelten,  die  Koordinaten  der  Leitfläche  durch  Quadraturen  be- 
stimmt werden,  wenn  die  Integrabilitätsbedingungen 

dudv       dvdu 

erfüllt  sind.  Um  sie  zu  bilden,  hat  man  nach  ausgeführter  Differen- 
tiation die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  X,  Y,  Z  aus  S.  336 
(10,  11,  12),  den  Gaußschen  Gleichungen  für  die  Einheitskugel,  ein- 
zusetzen.   Man  findet  dann  (vgl.  S.  230)  drei  Gleichungen  der  Form 

p|^-}-P'§^  +  PoX  =  0 


^H  +  ^'H  +  A^-o, 


aus  denen 


du  dv 

du  dv 

dZ        p,  d^ 

du  dv 

P  =  0,        P'=0,        Po  =  0 
folgt.    Für  die  vorliegende  Untersuchung  ist 

(1)   p'  =  (^  +  s;^u  +  s;>,, + a)  -  {^-If  +  %'^,,  +  %^ 

o'q. 

Obgleich  nur  vier  bestimmte  Ableitungen   -„-—  vorkommen  und  das 

*  °         dui 

Bildungsgesetz  aller  sich  aus  einer  von  ihnen  ablesen  läßt,  so  mögen 
doch  ihre  Ausdrücke  sämtlich  aufgeführt  werden: 
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'~lf  -  i  [S(W  -  S:l  -  3;«)  -  &{^  -  3;i  -  s;ä) 

t*  - 1^  [5  (1^  -  3.^  -  3.Ä)  -  e(f  -  s;l  -  3;s) 
(2)  -s;*n-s;'#,i, 

—  'x5i'9'2i  —  \>i'^22 

b  -  i'  Mir  -  3;'J»^-  s;-^)  -^i'^-s'.M-  3;  JT) 
h  [s(|f  -  ^^^-%N)  -  ®(-|f  -  3;jif-  3;iv) 

v^2''^21  "vSs     22 

\52  '"^21  'V>2  '*^32  • 

Die  Gleichungen  P  =  0,  P'  =  0  liefern  nun,  wenn  man  sie  in 

der  Form 

@P  +  gP'=  0,       gP  +  @P'  =  0 
benutzt, 

11^  -  3;x  -  s;^  -  (If  -  Siiif  -  ^2^^)  +  ®^  -  g«  -  0 

(3)  _ 

Da  femer  _  _  

,4.  i5«-n  +  ®^i2  =  -  -af 

ist,  so  wird  in  Folge  von  Pq=0: 

(5)  ^^-l^  +  M-M  =  0. 

^  ''  ov       du    ' 

Kuoblaaoh,  Differentialgeometrie.  37 


^11 

du 
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Durch  Elimination  von  a  und  /3  aus  (3)  und  (5)  entstellt  eine  Relation 
zwisclien  den  sieben  Fundamentalgrößen  erster  und  zweiter  Ordnung 
und  ihren  Ableitungen.  Zu  ihr  tritt,  als  Integrabilitätsbedingung  für 
das  System  der  Gaußschen  Gleichungen, 

(6)  <^  =  1, 

wenn  ^  die  Gaußsche  Invariante  der  Form  E  bezeichnet  (S.  341). 

Die  Beziehungen  (3),  (5)  und  (6)  entsprechen  für  Strahlensysteme 
den  Fundamentalgleichungen  der  Flächentheorie. 

In  dem  wiederholt  hervorgehobenen  Spezialfall,  daß  das  Strahlen- 
system aus  den  Normalen  der  Leitfläche  besteht,  gehen  die  Formeln 
(3)  in  S.  341  (6)  über,  (5)  wird  identisch  erfüUt.  Unter  denselben 
Annahmen  liefern  nach  einer  auf  S.  340  gemachten  Bemerkung  die 
Gleichungen  (2)  zugleich  die  Ausdrücke  der  Ableitungen  von  f^n ,  . .  •  '>?22* 
Man  hat  nur  @,  %,  %  durch  i?,  F,  G  zu  ersetzen. 

Allgemein  kann  man  die  Fundamentalgrößen  erster  Ordnung  der 
Leitfläche  durch  (§:,...  N,  a  und  ß  darstellen.    Multipliziert  man  näm- 

lieh  die  Formeln  (3)  des  vorigen  Paragraphen  mit  ^,  ^  und  sum- 
miert über  die  kartesischen  Koordinaten,  so  erhält  man 


Ebenfalls  lassen  sich  aus  denselben  Formeln  auf  direktem  Wege, 
nämlich  nach  S.  63  (3),  die  Fundamentalgrößen  zweiter  Ordnung  der 
Leitfläche  bilden.   Doch  bedarf  diese  Rechnung  keiner  Erläuterung. 
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Spezielle  Sätze  und  Aufgaben  der  Flächentheorie. 

§179. 
Die  Gaußsche  Invarianz  nacli  Beltrami. 

Unter  den  Beweisen  für  die  Gaußsche  Invarianz  ist  ein  von  Bel- 
trami gegebener  bemerkenswert,  der  als  Anwendung  der  Theorie  der 
Biegungsko Varianten  betrachtet  werden  kann.  Beltrami  geht  von  der 
Zerlegung  einer  binären  quadratischen  Differentialform  in  lineare  Fak- 
toren aus,  wie  sie  zu  einem  speziellen  biegungstheoretischen  Zweck 
schon  auf  S.  464  angewendet  worden  ist;  dort  freilich  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  die  Invarianz  bereits  feststeht.  Es  sei 

(1)    A  =  (y^.du  +  f^ii±£^  dv)  (y^,du + "^^~J^  dv) 

oder  kürzer  geschrieben 

(2)  A  =  (Adu  -\-  Bdv)  (Ä'du  +  B'dv), 

und  es  seien  ferner  A  und  l'  die  beiden  integrierenden  Faktoren  der 
linearen  Differentialformen  auf  der  rechten  Seite,  sodaß  man 

.oN  X{Adu  +  Bdv)  =  da 

X'(Ä'du+B'dv)=^dß 
setzen  kann.    Für 

(4)  IX' =m 
geht  aus  (2)  und  (3)  die  Gleichung 

(5)  m{a^^du^  -f  2ai2dudv  -\-  a^^dv^)  =^  dadß 

hervor.  Nun  genügt  jede  der  Größen  A  und  A'  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung.  Werden  A  und  A'  aus  diesen  in  Ver- 
bindung mit  (4)  eliminiert,  so  ergibt  sich  für  m  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung.  Sie  soll  hergeleitet  werden,  weil  sie 
unmittelbar  auf  die  Gaußsche  Invariaiite  führt. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  für  A  und  A'  sind 

diXA)  ^  d{XB)  d {l'A')  ^  djX'B') 

dv  dv,  dv  du 

37* 
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oder 

du                  dv 

dA 
dv 

dB 

du 

-grdlogX'      j,dlogV  ^dA'       dB' 
du  dv  dv  du 

Setzt  man  in  die  zweite 

log  X'  =  log  m  —  log  A  =  ^  —  log  l 

ein  und   stellt  das  Resultat  mit  der  ersten  zusammen,  so  findet  man 

^  .  ^     du  \  dv        cu  /    '        \  dv         du  / 

\      dv  du/ 

(Ä-B-  ÄB')^ =B'r^-m + Bi'-f-m 

^  ^     dv  \dv        du  )    ^        \  dv         du  J 

\      dv  du) 

Da  nach  (1,2) 

^  =  ^'=]/^,         B^"-^-^^,        B'="'''-YF^ 
ist,  so  wird 

"  du  dv         «ii    du  du    '^      \      dv  du) 

'  ov  «11    dv  du     '        \      dv  du) 

Durch  Elimination  von  X  entsteht  nun  für  '^,  wenn  vorübergehend 

|/^  \  g«        «11    dv  )       ^ 

gesetzt  wird,  die  partielle  Differentialgleichung 

A  /  ^  (a'—  —  S'-^-^')^  —  —  (~~  Ia'^  —  B'—)\  -1-^4-^  =  0 
^^  \l/ä^  \      ^^  gw//       ^wy-j/^X      3«  du)J~^dv     'du 

Sie  läßt  sich  sehr  übersichtlich  darstellen,  wenn  die  Differentiationen 
im   ersten  und  zweiten  Gliede  ausgeführt  werden.    Es  folgt  nämlich 

^^  \|/«  V    ^^  gw/y       g«\|/«  \      dv  du) J 

dip  dip  dtp  dip 

"^ y? ^i-« y^ -1/«A> 
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Setzt  man  für  a  und  a'  ihre  Werte  wieder  ein  und  definiert  eine 
Größe  Ä  durch  die  Formel 

(6)        Ä  =  — ~\h(-^{^'^--^-¥)\ 

^^  VV^  \  3v         «11    du  du  ) ) _  ' 

so  erhält  man  schließlich  das  Resultat:  Besteht  die  Gleichung  (5),  so 
genügt  m  der  partiellen  Differentialgleichung 

(7)  A^logm-2Ä;  =  0. 

Wird  jetzt  eine  Veränderung  der  Variablen  vorgenommen,  durch 
welche  A  in  A'  transformiert  wird,  und  sind  ä,  ß,  m  die  Werte  der 
Funktionen  a,  ß,  m,  in  den  neuen  Veränderlichen  u,  v  dargestellt,  so 
ergibt  sich  aus  (5)  die  Gleichung 

(8)  m{a^^du^ -\-  2a[^du'dv' -\-  a^^dv'^)  =  dädß, 
und  diese  zieht  wieder  die  partielle  Differentialgleichung 

(9)  AlAogm-2Jc'=0 

nach  sich,  in  der  Je'  aus  a[^,  a[^,  a^^,  u'  "und  v  ebenso  gebildet  ist  wie 
h  aus  «11,  «127  ^22;  ^  ^^^  ^-  ^"^^  da  vermöge  der  Kovarianz  des 
Differentialparameters  zweiter  Ordnung 

A^  log  m  ==  A^,  log  m 
ist,  so  folgt  aus  (7)  und  (9) 

(10)  i  =  y, 

d.  h.  h  ist  eine  Invariante  der  Differentialform  A. 
Bei  der  Anwendung  auf  A  =  ds^,  also  für 

«11  =  E,         «12  =  E,         a^^=  G 

werden  die  Größen  a  und  ß  konjugiert  komplex  und  führen  auf  iso- 
metrische Parameter,  für  die  der  gemeinsame  Wert  von  E'  und  G' 
gleich  —  ist. 

Man  erkennt  leicht  durch  Ausrechnung,  daß  dann  die  Invari- 
ante h  dem  Gaußschen  Krümmungsmaße  gleich  wird.  Nimmt  man  z.  B. 

u  =  X,        V  =  y, 
also 

an  =  1  +  p%         aj2  =pq,         »gg  =  1  -j-  q^, 

so  liefert  die  Formel  (6) 
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, —  1  /d_ qi _d qr \ 

~  Vi,«+2*+l  \dx  (l+2,»)l/p+g»+l        dy  (1  +jp»)yp^+3^+~i; 


rt  —  s' 


h  =  K. 


§180. 
"Versehiedene  Ausdrücke  des  Krümmungsniaßes. 

In  der  Form  (6)  ist  der  Ausdruck  des  Krümmungsmaßes  Ton  Liou- 
ville  gegeben  worden.  Er  ist  nicht  symmetrisch  in  u  und  v,  kann  aber 
auf  mannigfache  Art  ohne  vollständige  Ausführung  der  Differentiationen 
in  eine  symmetrische  Form  gesetzt  werden.  Benutzt  man  z.  B.,  unter 
der  Annahme  A  =  'ds^,  den  Koordinaten winkel  %•,  um  mittels  der  Grlei- 
chung 

cos  -9-  =    , 

die  Größe  F  zu  eliminieren,  so  erhält  man 
F  dE  -ifÖdE 


F  dE^ 
E   du 
also 


f     ^5 1/     tr    Q        COS  0" 

E   cv  Y  E  cv 


2|^  =  2yEG  sin^  1^  -  l/^  |-^  cos  #, 

du  '  du         f    G   du  ' 

f..    -^        1  /  a   1  (da     -]/G  dE      _\ 

,     d    1   (dE       t/E  dG        o.\   ,  o  ^  //-^    •    o.^'^\\ 
a«  T  Vat?          r    G   du  I  dv\    T  du// 


Yeg  .    „\      d'd- 

/       du  dv 


worin  noch 

(2)  u 

gesetzt  werden  kann. 

Führt  man  in  den  so  entstehenden  Ausdruck  weiter  die  geodätischen 
Krümmungen  der  Koordinatenlinien  nach  den  Formeln  (S.  329  (1, 2)) 


=  _  J_  (^V^  _  A  JL\ 

^»  T\  du  dv  |/ö"/ 

_  _  J_  (dVE  _    d_    F\ 
^^  T  \   cv  du  Ye) 


ein  und  benutzt  fortgesetzt  die  Darstellungen  von  cos  Q^  und  sin  d-  durch 
die  Fundamentalgrößen,  so  findet  man  leicht 
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|^_y||.5„„,^=_2r(,.,/e+|i) 

mithin 

Diese  Formel  ist  von  geringer  Wichtigkeit  gegenüber  früheren,  z.  B. 
denen  des  §  57,  sowie  einem  Ausdruck,  den  man  aus  (1)  und  (2), 
d.  h.  aus 

dv  T  \dv         Y   G   du  '        du/J 

durch  Wiederwegschaffung  des  Koordinaten  winkeis  bilden  kann.  Man 
setze 

l/G  dE         „    ,md»  -i./G  dE         .    ,    ,/r^P^    •     o.  ^^ 

—  1/ -^  ^— COS 'S- +  T  ^^- =  —  l/^^ — coS'O- H- y£;(T  sm 'S- -5— 

V  E  dv  cv  r    E  dv  '    '  ^t? 

gg(Jgcos^)_        dF        j^^^^'^Vg 
E        dv  dv  dv        ' 

und  entsprechend  unter  dem  Zeichen  der  Differentiation  nach  v.  Der 
gesuchte  symmetrische  Wert  ergibt  sich,  wenn  für  E,  F,  G  wieder 
^11  >  ^12 >  ^22  geschrieben  wird,  in  der  von  Weingarten  herrührenden  Form 

(5)  z=  -  4=(~f  -^  (|a,,  ^-^^  4-1^-1^ 

"^  a«  |/ä  \2  "12      ^,^      -r  g^        ^^ 

Daß  er  auch  für  eine  beliebige  Differentialform  A  gilt  und  daß  der 
Koordinaten winkel  für  seine  Herleitung  bedeutungslos  ist,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung. 

§181. 
Die  Liouvillesche  Formel  der  Theorie  der  geodätischen  Linien. 

Nachdem  die  Krümmung  einer  Flächenkurve  in  eine  normale  und 
eine  tangentiale  Komponente  zerlegt  worden  war,  ist  im  §  26  in  Ge- 
stalt des  Eulerschen  Satzes  eine  Formel  entwickelt  worden,  die  über 
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die  Verteilung  der  Normalkrümmung  um  einen  gegebenen  Flächen- 
punkt  herum  Auskunft  gibt.  Sie  stellt  die  Normalkrümmung  einer 
beliebigen  Kurve  durch  die  zu  den  beiden  Krümmungslinien  gehörenden 
Größen  derselben  Art  und  durch  den  Winkel  dar,  den  die  Kurve  mit 
einer  dieser  Linien  bildet.  Man  kann  fragen,  ob  es  in  der  Theorie 
der  Tangentialkrümmung  eine  ähnliche  Formel  gibt.  Eine  genaue  Ana- 
logie zu  dem  Eulerschen  Satze  findet  sicher  nicht  statt,  und  zwar  aus 
zwei  Gründen:  erstens  weil  die  Tangentialkrümmung  nicht  bloß  von 
den  Ableitungen  erster  Ordnung  abhängt,  und  zweitens,  weil  es  in 
dieser  Theorie  keine  Linien  gibt,  die  in  gleicher  Weise  ausgezeichnet 
wären  wie  die  Krümmungslinien  für  die  Normalkrümmung.  Des  zweiten 
Um  Standes  wegen  kann  man  aber  hier  die  Frage  allgemeiner  fassen: 
Wie  hängt  die  Tangentialkrümmung  einer  beliebigen  Kurve  mit  den 
Größen  gleicher  Art  für  irgend  zwei  aufeinander  senkrechte  Kurven 
und  mit  dem  Winkel  zusammen,  den  sie  mit  einer  von  ihnen  ein- 
schließt? 

Das  Material  für  eine  solche  Untersuchung  liegt  in  den  früheren 
Abschnitten  vollständig  vor.  Als  Ausgangspunkt  könnte  man  z.  B. 
den  Ausdruck  S.  187  (1)  von  g  nehmen.  Die  Erörterung  wird  jedoch 
der  Form  nach  etwas  einfacher,  ohne  deshalb  an  Allgemeinheit  ein- 
zubüßen, wenn  man  die  Kurven,  zu  denen  die  Tangentialkrümmungen 
gehören  sollen,  durch  Gleichungen  q){u,  v)  =  C,  ilj(ti,  v)  =  C,  statt 
durch  lineare  Differentialgleichungen,  definiert  denkt.  Dann  gelten 
nach  S.  137  (26)  und  S.  139  (6)  die  Formeln 

(1)  ^^=  vife  2'^^-^*^" 


i,k 


(2)  9',=  YmZ'^''^''^'" 

die  mit 


2' 

i,  k 
—   1 


ik 


(3)  ''^=vg^2'*<*'*' 

und  den  Ausdrücken  für  Kosinus  und  Sinus  des  auf  S.  35—36  definierten 
Winkels  w  zusammenzustellen  sind.  Nach  S.  44  (7, 8)  in  Verbindung  mit 

}/AV  VA'9 

lassen  sich  diese  Ausdrücke  durch 

(4) 


1         , 

cos  w;  = ; &  tb 

sin  m;  = —-:z=  ®^ 
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wiedergeben.  Das  Auftreten  der  zweiten  Ableitungen  von  ^  in  (3) 
bedingt  die  Einführung  auch  der  geometrischen  Ableitungen  von  w. 
Die  Rechnung  wird  am  meisten  symmetrisch,  wenn  man  die  Ablei- 
tungen e®xl},  &@t,  &&il>,  @'@>,  0()/AV),  @'(}/AV)  sämtlich 
bildet,  obwohl  sie  nach  dem  Bildungsgesetz  der  Gleichungen  (4)  sicher 
nur  zum  Teil  gebraucht  werden.  Die  Ausdrücke  sind  für  die  Theorie 
der  Biegungsko Varianten  eines  Systems  zweier  Funktionen  nützlich. 

Für  die  vier  ersten  Größen  findet  man  sofort  mit  Hilfe  der  For- 
meln S.  186(24,25),  in  denen  nur 

f*ii         Hi        ^ik 
durch 

zu  ersetzen  ist: 

i,  k  '^ 

hk  ^ 

(5) 

i,  k  ^ 

&&^=2^Wk'^ik+9®^- 

i,  k  * 

Die  beiden  noch  übrigen  Größen  lassen  sich  aus  diesen,  von  denen 
übrigens  die  zweite  und  dritte  inbezug  auf  die  zweiten  Ableitungen 
von  ^  äquivalent  sind,  leicht  ableiten.  Man  kann  aber  auch  nach  der 
Formel  S.  184(17),  die  hier  in  der  Gestalt 

(6)  '-^-M.%- 

ZU  benutzen  ist,  unmittelbar  hinschreiben: 

(7) 

i,k 

Es  sei  nun  zur  Abkürzung 

(8)  —  sinw  =  cc, 

sodaß 

i,k  ^  yA'1/j  .,* 


i,&t^:^cp,:^{<Pk--^^'k)fik- 
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Nun  ist 

<9)  y=(f:®^  +  t,®'f)  =  (p„ 

mithin  wird 

(10)  f/ÄV  ®a  =  (g^  +  ^1^  2^iA^ii)  0>, 
und  ebenso 

(11)  )/ÄV  &a  =-  (-  ^;  +  :^  2^', n>,^a)  ®>  • 

Aus   diesen  beiden  Gleichungen  können   die  in  g^  auftretenden  Ver- 
bindungen 2f,^ipii^  (i  =  1,  2)  berechnet  und  in  g     eingesetzt  werden. 

k  ^ 

Entfernt  man  zugleich   wieder  die  Hilfsgröße  a  mittels  der  Formeln 

®a  =  —  cos  w  &w  =    ,_L_  ®w 

&  tt  =  —  COS  W  ®W  = 1_  &  W  , 

SO  findet  man 

(12)  9rp=  —  {gtp  —  ®'^)  cos w  —  {g^-\-  &'w)  sin w . 

Dieselbe  Elimination  liefert  für  die  geodätische  Krümmung  der  ortho- 
gonalen Trajektorie, 

^^^^  ^"^  ^  vl^  -2^»^;  ^a  =  Tl=  2fi  tk  ^a , 

y/\^ip  i,k  yA'i/j  i,k 

den  Ausdruck 

(14)  g'^  =  [g^  —  &w)  BVÜ.W  —  {g',p  +  &'w)  cosw. 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die  geometrischen  Ableitungen 
mit  der  Grundkurve  (p(u,  v)  =  G  durch  solche  längs  der  Linie  t}j(u,  v)=C' 
und  ihrer  orthogonalen  Trajektorie,  D%  und  D'x,  ersetzen.  Der  Über- 
gang geschieht  durch  Spezialisierung  der  Formeln  S.  524  (14).    Für 

hat  man 

zu    schreiben    und   die  Koeffizienten   der  linearen  Formen   911^  =  3Jt^ , 

fRj  ^  SJij  der  Annahme  'üffl^  =  dcp  gemäß,  also  für  Wj  =  o— >  ^2  =  ä^ 

aus    den  Formeln   S.  178  (21, 22)    zu    entnehmen.     Die   sehr  einfache 
Rechnung  ergibt 

JDx  =  —  cos  w  &x  +  si'^  w;  &'% 
(15) 

D'x  =  —  sin  w  &x  —  cos  w  0'x  ■ 
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Diese  Übergangsformeln   liefern  auf  w  angewendet  und  mit  (12)  und 
(14)  zusammengestellt  die  LiouviUesche  Gleichung 

(16)  9>p  =  —  9(p  cos  w  —  g'ip  sin  w  —  Div 
und  ihre  entsprechende 

(17)  g'^  =  g^  sin  w  —  g'(p  cos  tv -\- D'w. 

§  182. 

Quadratische  Gleichung  für  die  geodätischen  Krümmungen 

der  Krümmungslinien. 

unter  den  Invarianten,  auf  die  man  kommt,  sobald  man  über  die 
Größen  zweiter  Ordnung  hinausgeht,  erweisen  sich  die  Tangentialkrüm- 
mungen  der  Krümmungslinien  als  besonders  wichtig.  Sie  treten  bereits 
in  den  Fundamentalgleichungen  auf,  wenn  diese  in  der  einfachsten 
Form  geschrieben  werden;  und  zwar  sind  g^  und  g^  vermöge  der  zwei- 
ten und  dritten  Gleichung  S.  255  (B) 

(1)  Q  =_^i^h_  q  =-®i^^ 


zwei  bestimmten  geometrischen  Ableitungen  der  Hauptkrümmungen 
äquivalent,  machen  demnach  mit  den  beiden  übrigen  Ableitungen  dieser 
Größen  zusammen  ein  vollständiges  System  von  Fundamentalinvari- 
anten dritter  Ordnung  aus  (S.  558).  Die  Grundlage  der  flächentheore- 
tischen Untersuchungen  zweiter  Ordnung,  wenn  man  sich  so  aus- 
drücken will,  bildet  die  quadratische  Gleichung  für  «^  und  n^,  deren 
Koeffizienten  rationale  Funktionen  der  Fundamentalgrößen  erster  und 
zweiter  Ordnung  sind.  Dieser  Gleichung  eine  andere  für  g^  und  ^2  an 
die  Seite  zu  stellen,  ist  die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchung. 

Da  der  analytische  Ausdruck  der  geodätischen  Krümmung  eine 
Quadratwurzel  enthält,  während  die  Normalkrümmung  in  allen  ihren 
Bestimmungsgrößen  rational  ist,  so  wird  man  zweckmäßig  g\  und  gl  als 
Unbekannte  betrachten.  Die  ersten  Schritte  der  Rechnung  lehren  dann 
außerdem,  daß  man  für  die  in  g^  und  g^  vorkommenden  Koeffizienten 
genau  die  Relationen  —  ohne  weitere  Umformung  —  benutzen  kann, 
die  aus  der  simultanen  Transformation  der  beiden  Grundformen  in 
Quadratsummen  linearer  Formen  entspringen. 

Für  die  Summe  der  Unbekannten  ergibt  sich  aus  (1)  nach  Ein- 
führung der  gewöhnlichen  Ableitungen  (vgl.  S.  391(16))  die  Gleichung 

A772/  \2/  9    .      ox       /  dn^    ,  dn{\^  .    /.      dn^       ^     dn^X^ 

T' {n,  -  n,y  (gl  +  ^|)  =  (-  ^,,  -^  +  p,,  -^)  -f-  [p,,  ^J  -  p,,  -^j  • 
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Die  in  n^  und  n^  steckende  Irrationalität  kann  aus  den  Differential- 
quotienten mittels  der  Relationen 

^1         ^''  du  ^  du        du 

(2) 

(n,  —  Mo)  -^  =  '^—  —  %  o— '  •  •  • 
^  -^  ^''  du         du  ^  du 

entfernt  werden.    Der  leicht  zu  überblickende  Ausdruck  von 

st  dann  nach  den  Ableitungen  von  H  und  K  zu  ordnen.  Hierbei  nun 
werden  die  Gleichungen  (S.  389  (1)) 

,^,  iPn^+Pi,Vy  +      (P21I  +P22Vy  =  M'  +  2F^ri^  Gr^ 

(^) 

»^iCi'ui  +Pi2^)'  +  n,{p,,l  +p,2Vy  -  W  +  2Jf Itj  +  Nfi' 

gebraucht,  durch  die,  von  den  Vorzeichen  abgesehen,  die  Größen  p^,.-  .p^^ 
zusammen  mit  n^  und  n^  definiert  werden,  und  zu  denen  man  noch 

(4)  nlip,,^  +  p,,riy  +  nl{p,,^  +  p,,7iy  =  ©^  _,.  2g|^  4-  ©^^ 
hinzunehmen  kann.    Es  folgt 

(5)  r«(«.  -  n,y(,l  +  PI)  =  ®  (If )'-  2g  If  If  +  g  (If )' 

\      3w  ^w  V^tt  dv         dv    du  J  dv    dv  ) 

\du  )  du  dv     ^        \cv  / 

Der  hieraus  für  g^  -\-  gl  hervorgehende  Wert  ist  bereits  in  den  Fun- 
damentalgrößen rational  und  könnte  durch  Diiferentialparameter  mit 
den  Grundformen  E,  B  und  A  dargestellt  werden. 

Allein  die  Formel  wird  noch  übersichtlicher,  wenn  für  die  Fun- 
damentalgrößen der  Einheitskugel  ihre  Werte  S.  338(12)  gesetzt  und 
statt  der  Ableitungen  von  H  und  K  die  Fundamentalgrößen  dritter 
Ordnung  nach  S.  500  (5,  6)  eingeführt  werden.  Man  findet  durch  eine 
elementare  Rechnuag 

(6)  r«K  -  n,y  (gl  +  gl)  =  G(c,,P  -  2c,,  Q  +  c^^Bf 

-  2F{c,,P-2c,,Q  +  c,,R){c,,Q-2c,,B  -f  c,,S) 

-\-JEic,,Q-2c,,R  +  c,,Sy. 

Das  Bildungsgesetz  der  rechten  Seite  ist  invariantentheoretisch  leicht 
zu  beschreiben.    Zunächst  ist 
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0)     ^fe^  -  2^2^  +  c^^R)du  +  ic,,Q-  2c,,R  +  c,^S)dv)  =  m 
eine  Kovariante  von  A,  T  und  H,  die  nach  S.  501(14)  mit 

bezeichnet  werden  kann.  Die  durch  T^  dividierte  rechte  Seite  von  (6) 
ist  dann  durch  die  entsprechende  Operation  (S.  160(3))  aus  A  und  9Ji^ 
gebildet.    Mithin  wird 

Nach  (1)  und  (2)  ist  ferner 
(9)    -T\n^-n^'g,g,  =  {-^,,(n,^-^-^-^)  +  ^,,  (n,  |f  -  |f )) 

/  idK  dH\  idK  dH\\ 

Für  die  beim  Ordnen  nach  den  Differentialquotienten  von  H  und  K 
auftretenden  Verbindungen  gelten  folgende  Gleichungen,  die  aus  den 
in  (3)  enthaltenen  unmittelbar  hervorgehen: 


(10) 


und  demnach 


^%2  =  K-«2)Plll>21 
r%l  =  (W2-^«l)i>12P22 

^%2  =  -  niPuP22  +  n^PuPny 


(11)  2ci2  =  (Wi  -  Wa)  (i)iii>22  +  P12Ä1) 

^22  ^^  C**2  **i)JPi2P23- 

Die  Ausrechnung  liefert,  der  Formel  (5)  entsprechend, 

(12)  r'(«.  -  n,fM,  =  k{c,,  (If  )^-  20.,  If  If  +  q.  (If )' ) 

^^//     ax  ,      aifxan     /    dK  .      dK\dH\ 

+  (^22  [sü )  -  ^^13  du  W  +  '^^  lä7 )  j 

\du  cv        du  dv  ) 

Führt  man  dagegen  in  (9)  die  Fundamentalgrößen  dritter  Ordnung  ein, 
80  erhält  man 
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(13)      .      -T\n^-nJ>g^gi=c^^{c^^F-2c^^Q  +  c,^Bf 

—  2ci2(c22P  -  2ci2  Q  +  CiiJ?)  (c22  Q  —  2c^^B  +  c^Ä) 


d.li. 

(14)  9i9^ 


Nach  (8)  und  (14)  genügen  also  g\  und  g\  der  quadratischen  Gleichung 

deren  Koeffizienten  dem  Rationalitätsbereich  der  Fundamentalgrößen 
erster  bis  dritter  Ordnung  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Fundamental- 
größen erster  und  zweiter  Ordnung  ^und  ihrer  ersten  Ableitungen  an- 
gehören. Denn  auch  T,  die  Quadratwurzel  aus  der  Determinante  von  A, 
durch  deren  Potenzen  man  beständig  zu  dividieren  hat,  um  die  auf- 
tretenden algebraischen  Invarianten  in  die  für  die  Flächentheorie  allein 
brauchbaren  absoluten  Invarianten  überzuführen,  kommt  in  den  Koeffi- 
zienten nur  mit  geraden  Exponenten  vor. 

Auf  die  entsprechende  Gleichung,  von  der  die  beiden  übrigen  Fun- 
damentalinvarianten dritter  Ordnung  ©^n^  und  ©2*^2  abhängig  gemacht 
werden  können,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 

§  183. 
Krümmung  der  Asymptotenkurven. 

Neben  der  Normalkrümmung  und  der  Tangentialkrümmung  sind 
in  der  Theorie  der  Flächenkurven  hauptsächlich  die  geodätische  Win- 
dung und  das  Verhältnis  des  Winkels  benachbarter  Flächennormalen 
zum  Bogenelement  hervorgetreten.  Solche  geometrischen  Größen  kann 
man  in  unbegrenzter  Anzahl  bilden.  Man  braucht  dazu  nur  irgend- 
welche gerade  Linien  oder  Ebenen  durch  einen  Flächenpunkt,  sowie  durch 
einen  oder  mehrere  ihm  auf  einer  gegebenen  Kurve  benachbarte  zu 
legen,  die  dabei  entstehenden  Winkel  und  Abstände  ins  Auge  zu 
fassen  und,  soweit  sie  unendlichklein  sind,  Größen  von  derselben  Ord- 
nung durch  Division  zu  endlichen  Werten  zu  verbinden.  Dabei  er- 
scheinen teils  dieselben  Größen  wieder,  die  man  als  anderweitig  defi-* 
niert  bereits  kennt,  teils  neue,  die  dann  untereinander  und  mit  jenen 
zusammenhängen.  Der  Niederschlag  solcher  Zusammenhänge  sind  For- 
meln und  Sätze  (vgl.  z.  B.  S.  474),  deren  Bedeutung  man  sich  im  voraus 
klar  machen  kann,  wenn  man  sich  an  das  im  XII.  Abschnitt  über  die  An- 
zahl unabhängicrer  Invarianten  und  Kovarianten  Bewiesene  erinnert. 
Dadurch  schützt  man  sich  vor  einer  falschen  Schätzung  des  Unwesent- 
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liehen  und  entgeht  namentlich  der  bei  jeder  Verallgemeinerung  nahe 
liegenden  Gefahr,  exakte  Begriffe,  über  deren  grundlegende  Bedeutung 
kein  Zweifel  ist,  durch  mißbräuchliche  Anwendung  feststehender  Be- 
zeichnungen zu  verflachen. 

Daß  neben  vielem  Bedeutungslosen  auch  interessante  Resultate 
herauskommen  müssen,  ist  klar  und  soll  hier  an  zwei  Beispielen  ge- 
zeigt werden,  für  eine  unendlichkleine  und  eine  endliche  Größe. 

Wie  groß  ist  der  Abstand  eines  Flächenpunktes  von  der  Tangen- 
tialebene in  einem  beliebigen  benachbarten  Punkte?  Dieser  habe  die 
kartesischen  Koordinaten  x^  y,  z,  die  krummlinigen  Koordinaten  u,  v. 
Die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 

Der  Abstand  des  unendlichnahen  Punktes  von  der  Ebene  ergibt  sich, 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  dessen  Bestimmung  aus  der  analytischen 
Geometrie  bekannt  ist,  durch  Einführung  von 

l^x^  dx  +  —d^x-\ ,    •• . 

in   die  linke   Seite   der   Gleichung.    Bei   den  unendlichkleinen   Größen 

erster  Ordnung 

j  dx  j      ,    dx  j 

ax  =  ^—  du  -\-  -T—dv,  ... 

kann  man  hier  nicht  stehen  bleiben,  weil  infolge  von 

dx       ^  XTI-v  dx 


„^      du         '         ^j      CO 


die  Größen   niedrigster  Ordnung  aus   der  Formel  wegfallen.    Der  ge- 
suchte Ausdruck  wird  im  allgemeinen  gleich 

j:^xd'x^^B. 

Die  zweite  Grundform  B   erhält  auf  diese  Weise   eine  neue  anschau- 
liche Bedeutung. 

Es  soll  zweitens  die  Krümmung  einer  Asymptotenlinie  berechnet, 
d.  h.  durch  die  bereits  vorgekommenen  Fundamentalinvarianten,  soweit 
man  sie  braucht,  ausgedrückt  werden.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  muß 
sich  von  selbst  mit  herausstellen,  wenn  man  die  Asymptotenlinien  al» 
Grundkurven  eines  Paares  geometrischer  Differentiationen  annimmt  und 
einen  Übergang  zu  den  geometrischen  Ableitungen  längs  der  Krümmungs- 
linien macht  (§  161—162),  Was  die  Windung  einer  Asymptotenkurve 
angeht,  so  folgt  für  sie  z.  B.  aus  S.  197  (23)  die  sehr  einfache  Bestim- 
mung t^  =  —  K. 
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Wenn  hier  eine  Formel  für  die  Krümmung  ohne  Zusammenhang 
mit  anderen  Sätzen  entwickelt  werden  soll,  so  kann  man  sich  des  spe- 
ziellen Koordinatensystems  von  S.  83  bedienen  (vgl.  S.  87).  Es  sei  also 
der  betrachtete  Punkt  Anfangspunkt  der  Koordinaten;  die  (a;i/)- Ebene 
falle  mit  der  Tangentialebene,  die  x-  und  «/-Achse  mit  den  beiden 
Haupttangenten  zusammen.    Da  für  den  Anfangspunkt  0 

dz    _  ^  C^  _  n.  d^z     p. 

dx  '  dy  ^         dxdy 

ist,  so  lautet  die  Flächengleichung  in  der  Nähe  dieses  Punktes 

d^z     d^z     d^z 
«1,  ag,  &i,  . .  .  sind  die  Werte  von  ^— ^,  ~^i,  -^— ,, .  •  .  für  den  Punkt  0. 

Da  höhere  als  zweite  Ableitungen  vorkommen,  so  sollen  schon  die  der 
ersten  und  zweiten  Ordnung  durch  Indizes  gekennzeichnet  werden.  Die 
Differentiation  von  (1)  ergibt 


(2) 


^10  =  a^x  +  -^{h^x^  +  2h^xy  +  h^y^)  + 
%  =  «22/  +  t(&2^^  +  2&3^y  +  hy^)  + 


2 

^20  =   (^i   -\- hx -\- h^y  -i 

(3)  ^11  =  h^x -\- h^y  -{ 

%  =  ^2  -^h^  +  hy  -^ —  • 

Aus  der  quadratischen  Gleichung  der  Hauptkrümmungen  findet  man  dann 

Wi  ==  «1  +  &i^  +  &2y  H 

n^  ==  a^  +  h^x  +  h^y  -\ • 

Diese  Entwickelungen  geben  nicht  nur 

«1  =  Mo,  «2  =  (»«2)0 

(S.  84)  wieder,  sondern  auch 

(5)  ^  =  (|^)„,        .,  =  (t)„,        h-{tl,       *.=  (t),. 
Die  Asymptotenkurven  sind  durch  die  Differentialgleichung 

(6)  ..„  +  2.„||  +  .,,(f)'=0 
bestimmt.    Beim  Fortgange  längs  einer  solchen  Kurve  wird 

m   ^3.  +  3.,.  II  +  3..,  (II) V ..  (II) V  2  (.„ + .,,  II)  1^.  -  0. 
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Für  den  Punkt  0  selbst  ist 

WO  £  =  +  1  und  £  =  —  1  den  beiden  verschiedenen  Wendetangenten 
zugehören.  Da  das  Krümmungsmaß  negativ,  also  hier  «ißg^O  sein 
muß,  so  sei 

tti  >  0,         a2  <  0. 

Wegen  w  =  0  ist  die  Krümmung  einer  Asymptotenlinie  gleich  dem 
absoluten  Betrage  ihrer  Tangentialkrümmung.  Bildet  man  deren  Aus- 
druck aus  S.  127(6),  so  sieht  man,  daß  für  x  =  0,  y  =  0  eine  große 
Anzahl  von  Gliedern  verschwindet,  und  daß  schließlich 


UWo 


(1 + mS 

übrig  bleibt;  ein  Resultat,  das  auch  aus  §  42  hätte  geschlossen  wer- 
den können.   Der  Ausdruck  wird 

(ai  &4  —  3  Oa  feg)  Va^—  s  (a^  &,  —  3  g^  b,) }/—  a^  ^ 

2(ai  —  a^)^  y —  Oj  Oj 

Die  hiermit  zu  verbindenden  Werte  (5)  lassen  sich  übersichtlicher  dar- 
stellen, wenn  man  beachtet,  daß  die  von  0  ausgehenden  Bogenelemente 
der  Krümmungslinie^  gleich  +  dx  und  ±  dy  sind,  und  daß  man  dem- 
nach statt 

die  Größen  (unter  Weglassung  des  Index  0) 

©1^1,       e^n^,       ®^n^,       ©2% 
verwenden  kann.  Wird  dann,  nach  einer  einfachen  Umformung, 


(10)        ^^■M'^-'-'-y^'l^t)^"-  =  ^ 


gesetzt,  so  sind  die  beiden  in  dieser  Formel  für  £  =  +  1  vereinigten 
Ausdrücke  y^  und  y^  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  den  Krüm- 
mungen Xj  und  Xj  der  Asymptotenkurven. 

Die  unter  den  Zeichen  Q^  und  ©3  vorkommenden  Größen  mögen 
abgekürzt  bezeichnet  werden: 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  38 
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§  183—184. 

(11)                                  -~-Hu 
sodaß 

""  ^  ^  ^2> 

n,  =  (H.HIY, 

n,^~{H\H,f 

ist.    Dann  liefert  die  Formel  (10) 

{^y{EiH,y^@,H,. 

/Ä\^             1 

y 

2(^1- 

9,)^H,H, 

oder  wenn   jET^  und  ZTg   wieder  weggeschafft   und   statt   ihrer  überall 
die  Hauptkrümmungsradien  eingeführt  werden: 


Diese  Formel  rührt  von  Bonnet  her. 

Behält  man  H^  und  H^  bei,  so  hat  man 

(13)  r^^^^MlI.'-sS,H,^). 

Die  Krümmungen  der  Asymptotenkurven   hängen  also  nur  von  zwei 

Größen   dritter  Ordnung,    &iHi^   und  einer  Verbindung    aus   Größen 
zweiter  Ordnung  ab. 

§  184. 
Einige  spezielle  Kurvennetze. 

Unter  den  unendlich  vielen  Scharen  und  Netzen  von  Kurven,  die 
man  auf  einer  Fläche  annehmen  kann,  sind  nur  solche  wichtig,  die 
eine  vom  Parametersystem  unabhängige  Bedeutung  haben.  Wenn  man 
sich  also  bei  irgendeiner  flächentheoretischen  Aufgabe  veranlaßt  sieht, 
behufs  rechnerischer  Vereinfachung  die  Parameter  und  damit  auch  die 
Fundamentalgrößen  zu  spezialisieren,  so  muß  man  sich  doch  jedesmal 
fragen,  ob  eine  solche  besondere  Annahme  einen  mehr  als  bloß  for- 
malen Wert  hat.  Das  Kennzeichen  dafür  ist,  daß  die  Relationen  zwi- 
schen den  Fundamentalgrößen  bei  der  Darstellung  des  Netzes  in  der  all- 
gemeinen Form 

(p{u,  v)  =  const.,         ^(w,  v)  =  const. 

in    Beziehungen    zwischen    Kurveninvarianten    untereinander    oder    zu 
Punktinvarianten  übergehen.   So  waren  z.  B.  die  Gleichungen 

(1)  E'  =  G',         F'  =  0 
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oder  allgemeiner 

a'iog^ 

-^-r^y-  =  0,  F'  =  0. 

du  cv  '  ' 

die  Bedingungen  für  ein  isometrisches  Koordinatensystem,  gleichbe- 
deutend mit 

(2)  ®g  —  &g  =0 

(3)  A(9,,^)  =  0, 

wo  g  und  g  etwa  als  Funktionen  der  Ableitungen  von  (p  zu  denken 
sind.  Die  Gleichung  (2)  ist  dann  eine  Differentialgleichung  für  solche 
Kurven,  die  mit  ihren  orthogonalen  Trajektorien  zusammen  geeignet 
sind,  die  Fläche  in  unendlichkleine  Quadrate  zu  zerlegen,  und  (3)  die 
Bestimmungsgleichung  für  diese  Orthogonalschar.  Jedenfalls  wird  das 
Kurvennetz  durch  das  Verschwinden  zweier  bestimmten  Biegungsko- 
varianten  charakterisiert. 
Die  Annahmen 

(4)  i^'=0,         Jtf'=0 

(Krümmungslinien)  und,  für  negativ  gekrümmte  Flächen, 

(5)  r=o,      iv"=o 

(Asymptotenlinien)  sind  in  bestimmter  Hinsicht  einfacher.  Die  beiden 
Funktionen  ^  und  t^  genügen  nämlich  je  einer  und  derselben  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades.  Oder  auch, 
die  beiden  Kurvennetze  sind  durch  die  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  zweiten  Grades 

r  =  o,       B  =  0 

bestimmt. 

Um  ein  weiteres  Beispiel  anzugeben,  so  werde  die  Bedingung 

angenommen  und  mit 

(7)  F'=0 

zusammengestellt.  Das  Kurvennetz  ist  dann  orthogonal,  und  die  Nor- 
malkrümmungen n  und  n'  der  beiden  Bestandteile  einander  gleich.  Für 
i^'  =  0  folgt  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  von  H 

TT        ^'   4.^' 
Setzt  man  dementsprechend 

(8)  n  =  ^H^\{n,-^n,), 

38* 
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p 
SO  wird  n  ebenfalls  diesem  Werte  gleich.  Wegen  w  =  -v-  ist  das  Netz 

allgemein  durch  die  Differentialgleichung 

(9)  irA-2B  =  0 

gekennzeichnet.  Mittels  der  Gleichung  S.  470(16)  findet  man,  daß  es 
aus  den  Winkelhalbierenden  der  Krümmungslinien  besteht.  Auch  könnte 
dieses  Resultat  wieder  einmal  aus  der  Theorie  des  Dupinschen  Kegel- 
schnitts entnommen  werden. 

Behält  man  die  Bedingung  (6)  bei,  fügt  aber 

(10)  .  M'=0 

hinzu,  so  sind  auch  jetzt  die  Normalkrümmungen  der  beiden  Koordi- 
natenlinien in  jedem  ihrer  Schnittpunkte  einander  gleich,  aber  die 
Kurven  einander  konjugiert.   Aus 

L'  =  E'n,        N'=G'n 

und  den  Ausdrücken  von  H  und  K  folgt 

2E'G'n  =  r^H,        E'G'n^  =  T'^K, 

(11)  n  =  2^ 
oder 

(12)  ?  =  i(?i+(>2). 

Für  ein  solches  Kurvennetz  gilt  die  Differentialgleichung 

(13)  2Kk-HB^0. 

Die  Determinante  der  quadratischen  Differentialform  2KI\  —  HB  ist 
gleich  —  T'^K(H^  ■—  4K),  also  nur  für  jS!'>0  negativ;  das  betrach- 
tete Kurvennetz  existiert  also  bloß  auf  positiv  gekrümmten  Flächen. 
Die  Krümmungslinien  halbieren  die  Winkel  des  Netzes.  Dieses  ent- 
spricht in  bestimmtem  Sinne  den  Asymptotenlinien  auf  Flächen  nega- 
tiven Krümmungsmaßes. 

Drittens  sei  mit  (6)  gleichzeitig 

(14)  g'=0. 

Die  sphärischen  Bilder  der  Kurven,  deren  Normalkrümmungen  einander 
gleich  sein  sollen,  sind  aufeinander  senkrecht.  Die  Elimination  der 
Fundamentalgrößen  aus  den  beiden  Bedingungen  in  Verbindung  mit 
n,  H  und  K  ergibt 

(15)  n  =  (^^4^^ 
^      '^  n\-\-nl 

oder 

e!  +  el 


(16)  (,= 


ei  + 


I 
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sodaß  die  Differentialgleichung  des  Netzes 

(17)  HKK-{H^-2K)B  =  0 

lautet. 

Sobald  eine  solche  Relation  wie  (2),  (8),  (12)  oder  (15)  einmal 
gefunden  ist,  kann  man  das  Kurvennetz  vermöge  des  Zusammenhanges 
zwischen  den  verschiedenen  Kurveninvarianten  gleicher  Ordnung  noch 
auf  mannigfache  andere  Arten  kennzeichnen.  Dies  führt  zu  einer 
großen  Anzahl  von  Sätzen,  namentlich  wenn  auch  die  Fläche  speziali- 
siert wird.  Für  die  drei  letzten  Annahmen,  wo  nur  Kurveninvarianten 
erster  Ordnung  vorkommen,  könnte  man  z.  B.  die  geodätische  Win- 
dung statt  der  Normalkrümmung  einführen.  Die  Hauptsache  aber  ist, 
daß  diese  Netze,  die  Krümmungslinien  eingeschlossen,  einer  Differen- 
tialgleichung der  allgemeinen  Form 

aA-f&B  +  cr  =  0 

genügen,  wo  a,  h,  c  Konstanten  oder  Funktionen  der  beiden  Funda- 
mentalinvarianten zweiter  Ordnung  sind. 

§  185. 
Kennzeichen   der    auf  Umdrehungsflächen  abwickelbaren  Flächen. 

Verschiedene  Untersuchungen,  z.B.  die  im  §  114,  haben  zu  Flächen 
geführt,  die  auf  Umdrehungsflächen  abwickelbar  sind.  Ein  solches  Er- 
gebnis gibt  zu  zwei  allgemeinen  Aufgaben  Veranlassung  (§  38).  Die 
eine  von  ihnen  fordert,  x,  y,  z  auf  die  allgemeinste  Weise  so  zu  be- 
stimmen, daß  bei  gegebener  Funktion  f  die  Gleichung 

dx''  -f-  dy"  -f  dz"  =  (1  -|-  f\u?')  du^  +  u'dv^ 

stattfindet  (S.  102(11)).  Daß  freilich  ihre  Lösung  geeignet  sein  würde, 
die  Einsicht  in  die  Eigenschaften  der  jeweilig  betrachteten  Flächen 
zu  vertiefen,  ist  nicht  zu  erwarten.  Man  braucht  nur  einen  Blick  auf 
die  komplizierten  Formeln  zu  werfen,  die  in  den  wenigen  FäUen  gelten, 
für  die  die  Lösung  der  Aufgabe  bekannt  ist;  vgl.  z.  B.  §  140—141. 

Bei  der  anderen  Grundaufgabe  handelt  es  sich  in  erster  Linie  um 
die  Entscheidung  darüber,  ob  eine  gegebene  Fläche  überhaupt  auf  eine 
Rotationsfläche  abwickelbar  ist  oder  nicht.  Die  kartesischen  Koordi- 
naten treten  in  den  Hintergrund.  Die  Frage  ist,  wie  die  Koeffizienten 
E,  Fj  G  einer  quadratischen  Differentialform  A  beschaffen  sein  müssen, 
damit  A  auf  die  Form 

(1  -{-f'{r)^)dr^-\-r^dv^' 
oder  auch 
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du^  +  U'dv'^ 
gebracht  werden  kann.    Es  soll  also,  wenn  man 

Edu^  4-  2Fdudv  +  Gdv^  =  E'du^  +  2F'du'dv  -\-  O'dv'^ 
setzt,  bei  passender  Wabl  der  Variablen  u,  v 

(1)  E'^^1,        F'=0,        G'=^U' 

gemacht  werden  können,  wobei  es  auf  den  Ausdruck  von  TJ'  als  Funk- 
tion von  u  nicht  ankommt,  sondern  eben  nur  darauf,  daß  v  nicht  in 
ihm  enthalten  ist.  Um  diese  Bedingungen  von  der  Parameterdarstellung 
zu  befreien,  wird  man  sie  mit  den  Formeln  für  Kovarianten,  und  zwar 
hier  offenbar  für  Biegungskovarianten,  zusammenstellen.  Dies  ist  auf 
unendlichviele  Weisen  möglich;  aber  man  weiß  wenigstens,  daß  es  für 
jede  Ordnung  ausreicht,  eine  endliche  bestimmte  Anzahl  von  Größen 
in  Betracht  zu  ziehen. 

Spezielle  Werte  von  Biegungskovarianten  erster  Ordnung  erhält 
man  sofort  aus  den  Gleichungen  der  Koordinatentransformation.  Für 
w'=»=  9)(w,  v),  v=i}j(u,v)  wird  nach  S.  42(20) 

(2)  A'<P  =  1,         A{cp,^)  =  0,         AV==|- 

Da  die  Funktion  (^  ^:  JJ'  nicht  gegeben  sein  soUte ,  so  ist  die  letzte 
Gleichung  durch 

djA'il^,  qp)  ^  Q 

zu  ersetzen.   Nach  Division  mit  T,  also  in  der  Form 

(3)  D(AV,  9^)  =  0, 

kennzeichnet  sie  das  Verschwinden  einer  Biegungskovariante  von  (p 
und  ^,  die  inbezug  auf  tjj  von  der  zweiten  Ordnung  ist.  Da  (3)  auf 
die  dritte  Gleichung  (2),  die  drei  Gleichungen  (2)  zusammen  auf  (1) 
und  diese  wieder  auf 

(4)  ds'  =  du'''  +  U'dv' 

zurückführen,  so  kann  die  Frage  so  ausgesprochen  werden:  Unter  wel- 
chen Bedingungen  (für  E,  F,  G)  gibt  es  zwei  Funktionen  cp  und  ^, 
die  folgende  Gleichungen  befriedigen: 

(5)  AV  =  1,         A(9,  ^)  =  0,        i)(AV,  (p)  =  0. 

Da  eine  Biegungskovariante  zweiter  Ordnung  notwendig  auftritt, 
so  mögen  weiter  diejenigen  Kovarianten  dieser  Ordnung  berechnet 
werden,  die  sich  immer  ^Is  besonders  wichtig  erwiesen  haben,  g  und  g. 
Für  F'=  0  ist  (vgl.  S.  140(11,  12)) 
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/ßx  1       dVa'  , 1^      d}/B' 

^^  ^«'  |/J5^'    du    '  ^^'  -  y^W    dv'  ' 

also  in  Folge  der  ersten  und  dritten  Gleichung  (1) 

d.  n.  § 

(7)  Big^p,  cp)  =  0,       ^;  =  0. 

Auch  diese  Gleichungen  führen  auf  (4)  zurück.  Dann  für  <p  =  u  und 
unter  Voraussetzung  der  Orthogonalität  des  Kurvennetzes  liefert  die 
zweite  E'  als  Funktion  von  u  allein,  für  die  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  die  Konstante  1  gesetzt  werden  kann,  und  nach  der 
ersten  wird  dann  G'  ebenfalls  nur  von  u   abhängig. 

Die  beiden  Bedingungen  (7)  haben  vor  (5)  das  voraus,  daß  sie 
nur  eine  einzige  Funktion  (p  enthalten.  Es  würde  also  jetzt  darauf 
ankommen,  die  Ableitungen  von  (p  aus  diesen  Gleichungen  und  ihren 
Derivierten  bis  zu  einer  bestimmten  Ordnung  hin  zu  eliminieren  und 
dabei  überall  so  bald  wie  möglich  die  Differentialquotienten  der  Fun- 
damentalgrößen erster  Ordnung  zu  Biegungsinvarianten  zusammenzu- 
fassen. Die  einfachste  von  diesen  ist  das  Gaußsche  Krümmungsmaß 
(§  164).  Unendlichviele  andere  findet  man  dadurch,  daß  man  K  als 
Argument  irgendwelcher  Biegungsko Varianten  betrachtet.  Man  kennt 
auch  die  Abhängigkeitsverhältnisse  dieser  Biegungsinvarianten  unter- 
einander (§  167),  Aber  trotzdem  ist  es  natürlich  nicht  gleichgültig, 
auf  welche  Invarianten  man  bei  einer  bestimmten  Aufgabe  ausgeht, 
vielmehr  wird  eine  planmäßige  Untersuchung  diese  Größen  mit  liefern. 
Die  ganze  Rechnung,  in  gewöhnlichen  Ableitungen  unübersehbar,  ver- 
einfacht sich  ungemein  bei  Benutzung  geometrischer  Differentiationen. 

Zu  den  Gleichungen  (7),  nämlich  bei  Weglassung  des  Index  g) 

(8)  &g-=0,        g'^O, 
tritt  die  erste  Fundamentalgleichung,  also  hier 

(9)  &g-g'^K, 
und  die  Vertauschungsformel  für  g,  hier 

&&g  —  ® &g  =^  g®g . 

Mit  ihr  zusammen  geben  die  ersten  Derivierten  der  ersten  Gleichung 
(8)  und  der  Gleichung  (9), 

®&g^ß^  ®'@g  =  0 

und 

®  ®'g  -2g®g==  ®K,         &®'g  -  2g  ®'g  =  ®'K, 
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fünf  Gleichungen  zwischen  den  vier  geometrischen  Ableitungen  zweiter 
Ordnung.  Ihre  Elimination  bringt  zugleich  &g  zum  Wegfall  und  läßt  nur 

(10)  0K=O 

übrig.  Das  heißt:  die  vorher  unbekannten  Kurven  q)  =  const.  sind  mit 
den  Kurven  konstanten  Krümmungsmaßes  identisch.  Die  beiden  Aus- 
gangsgleichungen gehen  hiernach  in 

(11)  Kgjc-0,        gjc=0 

über,  wo  K  die  geometrische  Differentiation  längs  der  Kurve  K  =  const. 
kennzeichnet.  Die  linken  Seiten  der  beiden  Bedingungen  sind  nunmehr 
Biegungsinvarianten  geworden. 

Freilich  verliert  dieses  Resultat  jede  Bedeutung,  wenn  das  Krüm- 
mungsmaß längs  der  ganzen  Fläche  konstant  ist,  von  Kurven  kon- 
stanten Krümmungsmaßes  also  nicht  die  Rede  sein  kann.  Dann  werden 
auch  alle  abgeleiteten  Biegungsinvarianten  konstant,  nämlich  identisch 
NuU.  Aber  nach  S.  413  ist  bekannt,  daß  jede  Fläche  von  konstantem 
Krümmungsmaß  auf  eine  Umdrehungsfläche  abwickelbar  ist. 

Daß  nach  Ausscheidung  dieses  besonderen  Falles  die  beiden  not- 
wendigen Bedingungen  (11)  auch  hinreichend  sind,  ergibt  sich  in  genau 
derselben  Weise  wie  vorher.  Demnach  läßt  sich  die  gestellte  Frage 
durch  eine  endliche  Anzahl  wohldefinierter  Operationen,  bei  denen 
allein  die  Differentiation  verwendet  wird,  beantworten. 

Berechnet  man  von  vornherein  für  die  Annahmen  (1)  die  Größe 
K  und  zwei  im  allgemeinen  Falle  voneinander  unabhängige  Biegungs- 
invarianten, z.  B.  A^-fiT  und  h^K,  so  findet  man  direkt,  daß  diese  von 
K  abhängig  sein  müssen.  Aber  dieses  Vorgehen  ist  bei  ähnlichen 
Untersuchungen,  z.  B.  für  die  Kennzeichnung  eines  Liouvilleschen  oder 
Bonnetschen  Linienelements  (S.  291  und  330),  der  Komplikation  der 
Formeln  wegen  praktisch  nicht  anwendbar.  Übrigens  ist  für  diese 
Fälle  auch  der  Schluß  von  der  an  die  Stelle  von  (10)  tretenden  Glei- 
chung auf  die  Endbedingungen  nicht  so  einfach  wie  hier.  Die  Aus- 
gangsgleichungen (8)  werden  für  die  Liouvilleschen  Flächen  durch 

&g  =  ®'g'  =  3^/, 
für  die  Bonnetschen  durch 

Qg  =  @y  ==  0 

vertreten.  Nachdem  man  wie  eben  die  geometrischen  Ableitungen  von 
g  und  g  eliminiert  hat,  muß  man,  um  zu  Invariantengleichungen  zu 
kommen,  von  den  Operationen  &  und  @'  einen  Übergang  zu  K  und  K' 


Die  Christoffelsclie  Aufgabe.  601 

machen.  Dazu  dienen  nach  passender  Vertauschung  von  Bezeichnungen 
die  Formeln  §  181  (15),  (12)  und  (14).  Sie  reichen  sicher  aus.  Denn 
nicht  nur  Kx  ist  bekannt,  weil  K  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  des 
Linienelements  durch  Differentiationen  hergeleitet  werden  kann,  sondern 
auch  die  in  K'x  enthaltenen  Koeffizienten  dürfen  als  bekannt  gelten» 
Die  zur  wirklichen  Bestimmung  der  orthogonalen  Trajektorien  erforder- 
liche Integration  ist  für  K'x  entbehrlich. 

§186. 
Die  Christoffelsclie  Aufgabe. 

Von  Christoffel  ist  die  Frage  aufgeworfen  und  beantwortet  worden^ 
wann  zwei  Flächen  durch  parallele  Normalen  konform  aufeinander 
abgebildet  werden  können.  Die  Gleichungen  des  Problems  sind  für 
unmittelbar  ersichtliche  Voraussetzungen  und  bei  sofort  verständlicher 
Bezeichnung: 

(1)  X  =  X,  Y  =  Y,  Z  =  Z 

(2)  E  =  m^E,        F  =  m^F,        G=m^G, 

wo  m  eine  Funktion  von  u  und  v  bedeutet.    Aus  (2)  folgt 

(3)  T=m^T 
und  aus  (1) 

(4)  i  =  @,         %  =  %,         ®  =  (3J       • 

(5)  dö^  =  d6\ 

Durch  Spezialisierung  der  Parameter  mittels  der  Annahmen  i^  =  0^ 
f^  =  0  kann  man  aus  (2)  und  (4)  ablesen,  daß  die  Krümmungslinien 
der  beiden  Flächen  einander  entsprechen  müssen.  Aber  eine  bessere 
Einsicht  gewinnt  man,  wenn  man  V  selbst,  die  linke  Seite  der  Diffe- 
rentialgleichung der  Krümmungslinien,  transformiert.  Ihr  Ausdruck  ist 

1  I  Edu  -f-  Fdv,        Fdu  -{-  Gdv    _   i   ^(a,  b) 
^  I  Ldu  -f-  Mdv,      Mdu  +  Ndv    ^  ^  ^(i.  n)  ' 

Werden  darin  nach  den  Formeln 

L^^((^  +  KE),... 

(S.  226  (25))  die  Fundamentalgrößen  der  Einheitskugel  statt  der  Fun- 
damentalgrößen zweiter  Ordnung  der  Fläche  eingeführt,  wobei  H  =  0^ 
ausgeschlossen  ist,  so  ergibt  sich 

1    \  Edu  +  Fdv,      Fdu -\- Gdv 


*"      ST\(Bdu  +  ^dv,       ^dui-^dv 


1    a(A,  E) 


r  =  ^ 
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Entsprechend  ist  für  die  zweite  Fläclie 

1     I  Edu  +  Fdv,    Fdu  +  Gdv  | 
"~  WT  I  ^du  +  ^dv,     ^du  +  ^dv  I 
oder  nach  (2),  (3)  und  (4) 

m\Edu  +  Fdv),    m\Fdu  +  Gdv) 

Sm-'T\        ^du+%dv,  %du-\-(^dv 

d  h. 

(6)  HV  =  HV. 

Ist   also  keine   der  beiden  Flächen  eine  Minimalfläche,   so   folgt  aus 
r  =  0  auch  r  =  0,  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Der  eben  ausgeschlossene  F'all  ist  leicht  zu  erledigen.  Für  eine 
Minimalfläche  konnte  das  Linienelement  durch  S.  440(11)  dargestellt 
werden,  wo  Sq  durch  S.  439  (5)  bestimmt  und  s^  zu  Sq  konjugiert  ist. 
Oelten  nun  für  zwei  verschiedene  Flächen  die  Gleichungen  (1),  so 
haben  Sq  und  5^  für  entsprechende  Punkte  dieselben  Werte.  Die  beiden 
Formeln  für  ds  und  ds  unterscheiden  sich  nur  durch  den  Ausdruck 
des  Produktes  ?5o  (^o)  ^i  (^i)  >  ^^^  ^^  ^^^^  daher  ds^  =  m^ds^  sein.  Ir- 
gend zwei  Minimalflächen  werden  durch  parallele  Normalen  konform 
aufeinander  abgebildet. 

Um  in  der  allgemeinen  Untersuchung  fortzufahren,  so  ist 

d6'^n\^l-\-nl^l 
d6'  =  n\m+nm>l. 

Läßt  man  nun  die  Krümmungslinien  ^^  =  0  der  zweiten  den  Krüm- 
mungslinien ^2  =  ^  ^®^  ersten  Fläche  entsprechen,  so  erhält  man  aus  (5) 

tßi   und  ^j  sind,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  die  Bogenelemente  der 
betrachteten  Kurven,  also  muß 


und  weiter                         ^ 

ebenso 

n\m'^=  n\ 

(8) 

sein,  woraus  entweder 

n\m^==  n\ 

(9) 
oder 

«1       Wj 

(10) 
folgt. 

n,  "^  «j 

=  0 
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Will  man  prüfen,  ob  diese  Zusammenhänge  zwischen  beiden  Flä- 
chen besondere  Eigenschaften  der  einzelnen  Flächen  nach  sich  ziehen, 
so  hat  man  n^,  n^  oder  n^,n.2  zu  eliminieren.  Wegen  der  Rolle,  die 
die  Krümmungslinien  hier  spielen,  wird  man  dazu  die  Fundamental- 
gleichungen in  der  Form  zu  benutzen  suchen,  wo  diese  Linien  die 
Grundkurven  der  geometrischen  Differentiationen  sind: 

(11)  ©2  Wi  =  (wi  —  n^)9j_ ,        ©1  Wg  =  (W2  —  n^)g2 

(12)  ©gWj  =  (Wj  -  ^2)^1,  ®1%  =  (^2  -  >»i)ö^2- 

Allerdings  treten  darin  noch  die  beiden  Größenpaare  ^i,<72l  9x}  92  ^^f» 
doch  kann  man  auch  von  diesen  eines  entfernen. 

Als  Ausgangspunkt  diene  die  allgemeine  Formel 

du  dv 


+ 


d  dv  du 

r        \du)  du  dv  \dvj 


(S.  325  (8)).  Die  geodätische  Krümmung  g^p  der  entsprechenden  Kurve 
auf  der  zweiten  Fläche  geht  hieraus  durch  Einführung  von  m^E,  .  .  . 
an  Stelle  von  E, .  .  .  hervor.  Da  m  nur  im  Quadrat  vorkommt,  so 
darf  man  diese  Größe  selbst  mit  einem  beliebigen  Vorzeichen  versehen, 
etwa  >w  >  0  annehmen.    Eine  bekannte  Umformung  liefert  dann 

rn^  n     -    ^    in  A(qp,  logw)\ 

Der  zweite  Bestandteil  der  Klammergröße  ist,  vom  Vorzeichen  abge- 
sehen, die  geometrische  Ableitung  von  logw  längs  der  orthogonalen 
Trajektorie  der  Kurve  9  =  const.,  also  gleich  ö'logm  (S.  176(8)). 
Die  Anwendung  auf  die  Krümmungslinien  ergibt 

^1-^(^1-  ®2  log  m)  ^ 

(14)  1 

Nur  kann  es  nach  den  Zeichenbestimmungen,  sowohl  bei  der  Tan- 
gentialkrümmung  wie  bei  den  geometrischen  Ableitungen,  ohne  nähere 
Untersuchung  zweifelhaft  erscheinen,  ob  die  Vorzeichen  richtig  ange- 
setzt sind.    Aber  der  Übergang  zu  den  Hauptparametern  bestätigt  dies. 
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Nimmt  man  noch  die  aus  der  geometrischen  Bedeutung  von  &j^x 
und  ©2%  unmittelbar  folgenden  Beziehungen 

(15)  ®iX  =  ^®iX,         ®2X  =  ^®2X 

hinzu,  so  hat  man  bei  Benutzung  von  (11)  und  (12)  zuerst,  der  An- 
nahme (9)  entsprechend, 

zu  setzen.    Dies  liefert 

©2  log  m  =  0,         @i  log  m  ==  0, 

also  m  gleich  einer  Konstanten. 

Mittels  der  Ausgangsgleichungen  (1)  und  der  Formeln  von  Rodri- 
gues  erhält  man  nur  Flächen,  die  zu  der  ersten  homothetisch  sind. 

Ein  neues  Resultat  dagegen  folgt  aus  der  Voraussetzung 

die  auf  (10)  geführt  hat.    Es  wird  nämlich 

2g^  =  ®^\ogm,         2g^=  ©Jogm, 
mithin  nach  Elimination  von  m  mit  Hilfe   der  Vertauschungsformel: 

(16)  &,g,-&,g,  =  0. 

Nach  §  73  müssen  also  die  Krümmungslinien  ein  isometrisches 
Kurvennetz  bilden.  Es  soll  nicht  untersucht  werden,  ob  die  Schlüsse, 
die  zu  (16)  geführt  haben,  sich  rückwärts  durchlaufen  lassen,  mit  dem 
Ergebnis,  daß  einer  Fläche  dieser  Art  in  Verbindung  mit  einer  anderen 
die  an  die  Spitze  gestellte  Eigenschaft  wirklich  zukommt.  Vom  allge- 
meinen Standpunkt  der  geometrischen  Invariantentheorie  ist  wichtig, 
daß  die  Gleichung  (16)  eine  Familie  von  Flächen  durch  das  Ver- 
schwinden einer  Fundamentalinvariante  vierter  Ordnung  kennzeichnet. 
Zu  diesen  Flächen  gehören  u.  a.  das  Ellipsoid  (S.  245  (23))  und  die 
beiden  Hyperboloide;  die  Paraboloide  (S.  248(15));  die  Umdrehungs- 
flächen (S.  103  (16))  und  die  Minimalflächen  (S.  440  (14)). 

■r 

§187. 

Die  partielle  Differentialgleicliung  der  Flächen 

mit  isometrisclieu  Erümiinungslinien. 

Werden  die  Ausdrücke  von  ^^  und  g^  in  die  Formeln  für  &^x 
und  @^x  eingesetzt,  so  liefert  die  Gleichung  (16)  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung vierter  Ordnung  zwischen   den   kartesischen  Koordi- 
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Daten,  durch  die  man  sich  etwa  z  als  Funktion  von  x  und  xj  definiert 
denken  kann.  Aber  ebenso  wie  im  §  182  bietet  sich  die  Aufgabe  dar, 
die  vorkommenden  Irrationalitäten  wegzuschaffen ;  ohne  dies  würde  die 
Gleichung  für  jede  weitere  Untersuchung  unbrauchbar  sein.  In  jenem 
Paragraphen,  wie  auch  bei  anderen  Gelegenheiten,  ist  der  Nutzen  von 
Ausdrücken  hervorgetreten,  die  mittels  des  Operationszeichens  H^  ge- 
bildet sind.  Die  Differentialparameter  selbst  gehören  dazu  (S.  163(10, 11), 
S.  320(15)).  Hier,  wo  es  sich  einzig  und  allein  um  die  Krümmungs- 
linien handelt,  sind  solche  Ko Varianten  zu  bevorzugen,  denen  die  Form  f 
zugrunde  liegt,  also  z.  B.  die  Größen 

(W        K  (      \\^  ^  (      ^  _^  (^  ^  _L  ^^  ^y\    1        ^  ^  \ 

{^l)        il^{(p,  p)  -  ^  yc^^  ^^  j^       ^2  [cu  'dv  '^  du  dv}'^  ^"  dv   dv  ) 

und 

/  d(p  dcp  dcp  dcp 

(2)  A»y^4(-i-'"^~''"^+     ^     '"^""^ 


Yc  V^w         j/c  ^^  Yc 


die  nur  scheinbar  vorkommende  Quadratwurzel  aus  der  negativen 
Größe 

(3)  c  ^  c,,c,,  -  4  =  -  I  r^  (n,  -  n,y 

möge  gleich  i  ]/—  c  sein. 

Ohne  eine  systematische  Theorie  der  Differentialparameter  zu  ent- 
wickeln, die  mit  A,  B  und  f,  sowie  mit  E  zusammenhängen,  kann  man 
in  jedem  Falle  den  allgemeinen  Ausdruck  eines  Differentialparameters 
durch  geometrische  Ableitungen  mittels  Durchganges  durch  die  Haupt- 
parameter leicht  ermitteln.    So  findet  man 

(4)  -  y(%  -  ^2) \{%  t)  =  ®i(p&,t  +  ®2<P  ®i^ 

(5)  — -i- (wi  -  Wg)  A,V  =  ®2®i9'  +  &i®29^-gi&i(p~g2®2^- 

Die  beiden  geometrischen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  S^S^cp  und 
©j^ögT  ^^^^  bekanntermaßen  einer  einzigen  äquivalent,  mögen  aber 
der  Symmetrie  wegen  beide  beibehalten  werden  (vgl.  S.  567). 

Die  Berechnung  der  Fundamentalinvariante  vierter  Ordnung 
®\9\  ~  ®292  ^^^  ^^^^  ^^^  ^^®  Fundamentalgleichungen 

02Wi  =  (mi  — ^2)^1 

®i^h  =  (^2  —  ^1)92 
zu  stützen.   Setzt  man  neben 

Wi  -}-  Wg  =  Ä 
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noch 

(6)  n^  —  n^  =  J, 

so  erhalten  sie  die  Form 

Die  Werte  von  g^  und  g^,  hieraus  entnommen  und  in  die  Fundamen- 
talinvariante  eingesetzt,  liefern  nach  Anwendung  der  Vertauschungs- 

formel 

&^®^(f  —  ®^®^(p  =  g^&^(p  -  g^ @^cp 

auf  J  und  nochmaliger  Benutzung  von  (7)  die  Gleichung 

2J\®,g,  -  ®,g,)  =  J{®,®,H+  ®,®,H -  g,®,H -  g,®,H) 
^  -  {®^H®,J+  ®^H@^J). 

Infolge  von  (4)  und  (5)  geht  sie  in 

(9)  ®,g,  -  ®,g,  =  -  Ij  (JA'^H-  A,{H,  J)) 

über,  oder  nach  einer  Umformung,  wie  sie  ähnlich  erst  auf  S.  603  wieder 
vorgekommen  ist,  in 

(10)  ®,g.-®.g.  —  ^^yy^ j^^ +  ^ j^ 

Benutzt  man  den  Ausdruck  (3)   der  Determinante  c  und  setzt  dann 
®i9i~~  ®292  =^  ^}  so  erhält  man 

dH  dH  8H_       dB 

n  n  ^  ''^  du     ""''  W     j_ ""''  dv     ^^^  du'  _  ^ 

^^^  ~du      T{H^-iK)'  '^  dv      T{H^  —  iK)  ^ 

als  die  gesuchte  Differentialgleichung  der  Flächen  mit  isometrischen 
Krümmungslinien. 
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(Die  Seitenzahlen  weisen  auf  ihr  erstes  Vorkommen  hin.) 


a,  5,  c  Richtungskosinus  der  Tangente 
einer  Raumkurve  4. 

a\  b\  e  Richtungskosinus  der  Binormale 
einer  Raumkurve  9. 

a",  &",  c"  Richtungskosinus  der  Haupt- 
normale einer  Raumkurve  8. 

^ihi  ^k^  ^iki  ^ik^  hk'i  •  •  •  Koeffizienten 
quadratischer  oder  bilinearer  DiflFeren- 
tialformen  133,  156,  .... 

a,  b, . .  .  Determinanten  |  a^j  | ,  |  ö^-^  ,  . . . 
133,  ....      ■ 

a^^.  8.  auch  E,  F,  G. 

hif.  s.  auch  i,  M,  N. 

a^^  die  zu  dem  Element  a^/,  gehörende, 
durch  a  dividierte  Unterdeterminante 
von  a    133. 

A,  B,  C  Richtungskosinus  der  Tangente 
einer  Flächenkurve  54. 

A'^  £',  C  Richtungskosinus  der  Tangen- 
tialnormale  einer  Flächenkurve  54. 

-4",  £",  C  Richtungskosinus  von  t'^,  a.  d. 

51,  S3,  ß,  . . .  bilineare  Formen  oder  Diffe- 
rentialformen 149,  .... 

A,  B,  A,  .  .  .  quadratische  Formen  oder 
Differentialformen  45,  46,  64,  152,  .... 

b  s.  a. 

b  positive  Richtung  der  Binormale  einer 
Kurve  9. 

*40'  &3i>  •  •  •  ^04  Fundamentalgrößen  4.  Ord- 
nung 521. 

^mo)  ^m-i,i  >  •  •  •  \m  Fundamentalgrößen 
m.  Ordnung  521. 

bn.1  bestimmte  Verbindungen  aus  den 
Größen  ö^^  und  ihien  ersten  Ablei- 
tungen 492,  493. 

f>aß,  ^aßv  ^'^^^^iä.nte  Formen-Koeffizien- 
ten 559,  560. 


933 ,  934 ,  95^  Kovarianten  des  Formen- 
paares (A,  B)  493,  517,  563. 

B3  kubische  Kovariante  des  Formen- 
paares (A,  B)  563. 

c  s.  a. 

c,  c  Kurven;  c'  im  allgemeinen  die  zu 
einer  Flächenkurve  c  senkrechte  52, 138. 

Ca,i   (^gl-  Kfi)^    ^aiiy^    W^,«^    «^l. 

g  =  J>„(2l,B),  r  =  Z>„(A,B)  482,  193. 
©2  bilineare  Differentialform  560. 
©3   Christoffeische  Kovariante  des  For- 
menpaares (A,  ©2)  560. 

ds  Bogenelement  einer  Kurve  4. 
ds  Linienelement  einer  Fläche  27. 
da  Linienelement  der  Einheitskugel  225. 
d(o  Kontingenz Winkel  einer  Raumkurve 

\   "■  . 

d(o    Windungswinkel  einer  Raumkurve 

12. 
I  dm"  Winkel  der  ganzen  Krümmung  einer 
Raumkurve  14. 

dS  Flächenelement  115. 

dZ  Flächenelement  der  Einheitskugel 
115. 

jDjj,  D'x\  AZi  ^iX  geometrische  Ab- 
leitungen 586,  522—523. 

D(u',v')  odiQvD^{u\v')  Quotient  der  Punk- 

tionaldeterminante     .  -' — -    und    der 

Größe  T  44. 
D^(A,  B)  Quotient  der  Funktionaldeter- 
minante Jyr^  und  derGröße  4r  193. 

d.=  H^{k,mi)  175. 

A^qp,  A-qu  Differentialparameter  1.  und 
2.  Ordnung  42,  319. 

A(qp,  i/>)  Zwischenparameter  42. 


616 


Bezeichnungen. 


E,  F,  G  oder  On,  a^^,  a^g  Fundamental- 
größen 1.  Ordnung  28,  133. 

®,  t^,  ®  Fundamentalgrößen  1.  Ordnung 
der  Einheitskugel  225. 

Tjj^  Koeffizienten  der  Weingartenschen 
Gleichungen  221,  224. 

E  =  da^  337. 

H  (s.  auch  Bg)  kubische  Kovariante  des 
Formenpaares  (A,  B)  500. 

qpj,  qpj  Koeffizienten  von  @^  oder  &j^^ 
132,  134,  177. 

9i,  qp2  Koeffizienten  von  @'x  oder  &^x 
132,  138,  177. 

cpfi^  bestimmte  Verbindungen  aus  den 
ersten  und  zweiten  Ableitungen  der 
Funktion  qp,  Koeffizienten  einer  qua- 
dratischen Dilferentialform  O  129, 169. 

g  geodätische  oder  Tangentialkrümmung 
einer  Flächenkurve  c  55,  59. 

g'  (im  allgemeinen)  geodätische  oder  Tan- 
gentialkrümmung einer  v.n  c  senkrech- 
ten Flächenkurve  c    138. 

®„j  w-fach  lineare  Differentialform  514. 

r  s.  e. 

h  positive  Richtung  der  Hauptnormale 
einer  Kurve  9. 

jH"  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungen, 
^H  mittlere  Krümmung  77,  260. 

H{H)  Hessesche  Determinante  der  Form 
H  503. 

^^(A,  B),  -ffa(A,  B)  oder  JT^^  erste  abso- 
lute simultane  Invariante  des  Formen- 
paares (A,  B)  46,  160,  468. 

H.iKH),   H,(B,H)  501. 


I    ,    I ;  Ji,  Jj,  . . .  Jg"  Christoffeische  Grö- 
ßen 127,  137. 
-      bestimmte  Verbindungen  aus  den 

ersten  Ableitungen  der  Größen  a^-^  135. 
{ipkl}   209. 
[ipkl]   211. 
e7„(^o)     Integrabilitäts- Invariante      der 

Differentialform  «ß^  191. 


Je  Krümmung  einer  Kurve  11. 

k'  Windung  einer  Kurve  13. 

k"  ganze  Krümmung  einer  Kurve  14. 

K  Produkt  der  beiden  Hauptkrümmungen 
einer  Fläche  77. 

K  Gaußsches  Krümmungsmaß   118. 

K^  Gaußsche  Invariante  der  binären  qua- 
dratischen Differentialform  A  212,  213. 

-fiL'(A,  B)  oder  K^/^  zweite  absolute  simul- 
tane Invariante  des  Formenpaares 
(A,  B)  46,  213. 

^  Totalkrümmung  einer  Fläche  311. 

L,  11,  N  oder  b^^,  b^^,  b^^  Fundamental- 
größen 2.  Ordnung  63,  559. 
j  X,  M,  M,  N  in  der  Theorie  der  Strahlen- 
systeme 349. 

m  oder  n  Anzahl  der  in  einer  bestimmten 
Untersuchung  vorkommenden  Variab- 
len, insbesondere  Differentiale  514, 152. 

m  =  yG  298. 

?H,  to',  . . .  n"  die  aus  E,  F,  G  und  deren 
Ableitungen  gebildeten  Gaußschen 
Größen  119. 

Wj  Koeffizienten  einer  linearen  Form  oder 
Differentialform  m^  64. 

Wj^  Koeffizienten  des  Paares  linearer 
Formen  {W^Mi)  177—178. 

m  =  m^^  m^g  —  m^g  m^^   179. 

Wj-^  bestimmte  Verbindungen  aus  den 
Größen  w^  und  ihren  ersten  Ablei- 
tungen 181. 

ni).  ,-^  dieselben  Verbindungen  aus  den 
Größen  w^j  und  ihren  ersten  Ablei- 
tungen 187,  561. 

f^a  (^gl-  f^ik)  Koeffizienten  von  @x,  S'x 
oder  &^x^  ^t%  176-177. 

VXl,aß  vgl.   taß- 

3[Ji  =  5-,(r,H)  589. 

9Ji„,  Sifl, .  . .  beliebige  lineare  Differential- 
formen 64,  158,  .... 

3!J?i,  W^  spezielle  aus  W^  und  A  gebildete 
lineare  Differentialformen  177 — 178. 

n  s.  m. 

n  positive  Richtung  der  Flächennormale 

53. 
n  Ordnung  der  Berührung  zweier  Flächen 

365. 
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n  Doppelverhältnis  zweier  Paare  von 
Flächentangenten  467. 

n  Normalkrümmung  einer  Flächenkurve, 
Krümmung  eines  Normalschnitts  64, 
59,  73. 

n'  vgl.  (/. 
•Wj,  «2  Hauptkrümmungen  76 — 77. 

Wj,  «2  positive  Richtungen  der  Haupt- 
tangenten einer  Fläche  oder  der  Nor- 
malen der  beiden  Schalen  der  Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche 383. 

p,  q  partielle  Ableitungen  1.  Ordnung 
einer  Funktion  von  zwei  Variablen  46. 

p,  q  Hauptparameter  378. 

Pi/^,  q^ii  Koeffizienten  der  Paare  linearer 
Formen  {%,%\  {^,,D.,)  88,  351. 

P=SxX  334. 

P,  Q,  It  bestimmte  Verbindungen  aus 
den  ersten  und  zweiten  Differentialen 
der  Koordinaten  in  der  Theorie  der 
Raumkurven  5. 

P,  Q,  B,  S  Fundamentalgrößen  3.  Ord- 
nung 496. 

*o   vgl.   5^0. 

<ßi,^2;  Bi,0,  vgl.  pi,^,  q^f^. 

r  Radius  der  Krümmung  einer  Kurve  7. 
r  Abszisse  in  der  Theorie  der  Strahlen- 
systeme 348. 
r  Radius  eines  Parallelkreises  405. 
r'  Radius  der  Windung  einer  Kurve  17. 
r,  s,  t  partielle  Ableitungen  2.  Ordnung 

einer  Funktion  von  zwei  Variablen  71. 
rj,  r^  Grenzpunktsabszissen  350,  353. 
Q  Radius    der   Normalkrümmung    einer 

Flächenkurve,  Krümmungsradius  eines 

Normalschnitts  73. 
Q  Krümmungsradius  eines  Norm  alschnitts 

114. 
Q  Radius  der  Tangentialkrümmung  einer 

Flächenkurve  143,  145. 
pj,  (>g  Hauptkrümmungsradien  77. 
ßj,  pg  Brennpunktsabszissen  355. 
R  Radius   der  Schmiegungskugel  einer 

Kurve  17. 

s  Strahl  in  einem  Strahlensystem  671. 
s  Substitutionsdeterminante  152. 


Sj-^.  Substitutionskoeffizienten  152. 

6  Neigungswinkel  eines   Strahls    geg^^a, 

eine  Fläche  572. 
«a-  vgl.  a.i- 

t  Parameter  in  der  Theorie  der  Kurven  1. 

t  positive  Richtung  der  Tangente  einer 
Kurve  9. 

t  geodätische  Windung  einer  Flächen- 
kurve 54,  60. 

t'  vgl.  g. 

t'  positive  Richtung  der  Tangentialnor- 
male  einer  Flächenkurve  53. 

f**  positive  Richtung  der  zu  t  konjugier- 
ten Flächentangente  477. 

t  positive  Richtung  der  Tangente  des 
sphärischen  Bildes  einer  FlächenkuiTe 
bei  der  Abbildung  durch  parallele 
Normalen  478. 

t  A.X  478. 

■O-  Koordinatenwinkel  29. 


T  =  \/EG  —  F^  29. 

%  =  |/g^®"~~g2  226. 

®Xi  ® X'i  ^xXi  ^i%  geometrische  Ablei- 
tungen 16,  134,  138,  177. 

&i%.,@^%  geometrische  Ableitungen  längs- 
der  Krümmungslinien  254,  391. 

w,  V  oder  u^^u^  Parameter  in  der  Theorie 
der  Flächen,  krummlinige  Koordina- 
ten 25,  132. 

I,  r],  t  Koordinaten  des  Krümmungsmittel- 
punkts einer  Kurve  7. 

^01  ^0'  fo  Koordinaten  des  Mittelpunkt» 
der  Schmiegungskugel  einer  Kurve  17. 

Ij  Variablen  einer  Form,  insbesondere 
Differentiale  152,  159. 

X,  Y,  Z  irgend  drei  Funktionen,  die  durch, 
die  Gleichung  X^  -f  Y^  +  Z*  =  1  ver- 
bunden sind  334,  337. 

X,  Y,  Z  Richtungskosinus  der  Flächen- 
normale 48. 

X,  Y,  Z  Richtungskosinus  eines  Strahl» 
347. 

X^,  Y,,Zi;  Xj,  YjjZj  Richtungekosinu» 
der  Haupttangenten  einer  Fläche  oder 
der  Normalen  der  beiden  Schalen  der 
Krümmungsmittelpunktsfläche  382. 

X",  Y",  Z"  Richtungskosinus  von  x  478. 


Register. 


(Bei  häufig  gebrauchten  Formeln  und  Begriffen  sind  meist  nur  die  Seitenzahlen 
,  ihres  ersten  Vorkommens  angegeben.) 


Seite 

Abbildung  auf  die  Einheitskugel  (s.  auch  Sphärische  Abbildung)    .    .    .    14,  115 

„  einer  Fläche  auf  eine  beliebige  andere 121 

„         ,  konforme  s.  unter  K. 

Abbildungsparameter 270 

Ableitungen  1.  Ordnung 

der  Formenkoeffizienten  a^^,  dargestellt  durch  die  Christoffeischen  Größen   183 
der  Determinante  a,  „  „         „  „  „         185 

der  Größen  a,.^,  „  „         „  „  „         183 

»         „        ^ik 185 

»)         n        f^tit ' .    .    .    .   186 

der  Koordinate  x,        dargestellt  durch  Ä,  A' 477 

X  ^     ^ 225 

"     du'  dv 

ax  ax 575 

«'  "  "  '  du  '   dv 

des  Richtungskosinus  X    „  „       |-- ,  4^ 221,  224 

öu      ov 

5>  »5  •^'-j     ))  5)      •  -"^D  -^2 oyo 

1)  11  ^1)  »  u        ^)  -Xj 394 

der  Größen  tj^jj. .   578 

»  „        ^ik 577 

einer  Funktion  ;^(w,  v),  dargestellt  durch  @Xi  ®' % 202 

"  "  j)  ))  11        ^iXi  ^iX 3"" 

der  Größen  H  und  K 500 

einer  quadratischen  Form  A 153—155 

der  Größe  A .' 183—184 

Ableitungen  2.  Ordnung 

3  SC       f)  3ß 

der  Koordinaten;,  dargestellt  durch  ^— ,  -^— ,  X  (Gaußsche  Gleichungen)  221,  223 

einer  willkürlichen  Funktion,  im  Zusammenhang  mit  den  Koeffizienten 

der  Christoffeischen  Kovariante 169 

Ableitungen,  geometrische,  s.  unter  G. 

Absolute  Invarianten 152 

Abstandsrichtungen 352 

Abwickelbare  Flächen 301—305 

als  Enveloppen  einer  Ebenenschar 302 

„   geradlinige  Flächen 360 — 361 

in  der  Theorie  der  Evoluten 379,  386,  402—403 

„     „  „  „    Strahlensysteme 357 

;  Bestimmung  bei  gegebenem  Linienelement 464 
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Abwickelbare  Fläche,   die   einer   beliebigen  Fläche  längs    einer  gegebenen 

Kurve  umschrieben  ist 473 

Abwickelung  einer  Fläche  auf  eine  andere  (s.  auch  Biegung)  121,  123 — 124,  408 
Abwickelbarkeit  des  Katenoids  auf  die  Schraubenfläche     ....    122,  411 — 412 
„  einer  Helikoidfläche  auf  eine  Umdrehungsfläche     .    .     410 — 411 

„  der   Flächen    konstanten    und    gleichen    Krümmungsmaßes 

aufeinander 412—413 

Abwickelung    des    2.    und    3.  Typus    pseudosphärischer   Umdrehungsflächen 

auf  die  Pseudosphäre 423 — 424,  427—430 

Die    erste    Grundaufgabe    der  Abwickelungstheorie    im  Zusammenhang 

mit  einer  partiellen  Difi"erentialgleichung  2.  Ordnung    .    .    .     462 — 466 

Achse  einer  ümdrehungsfläche 98,  386 

„  „      Helikoidfläche 408 

Äquivalenz  zweier  Achsensysteme 9,  43,  50 

„  geometrischer  Ableitungen 509,  510,  513 

Äußere  und  innere  Seite  einer  Fläche 51 

Algebraische  Eaumkurven 2 

Allgemeine  Frenetsche  Formeln 55—56,  200—201,  219,  304—305 

„  „  „         für  die  Koordinatenlinien 214 — 217 

„                    „                 „         als  Gleichungen  zwischen  gewöhnlichen  Ab- 
leitungen  221 

„  „  „         bei  geometrischer  Differentiation  längs  den 

Krümmungslinien 255,  393 

„  „  „         im  schiefwinkligen  Kurvennetz 527 

„  Weingartensche  Gleichungen 575 — 576 

Asymptoten  der  Dupinschen  Hyperbel 113 

Asymptotenlinien 256 

auf  abwickelbaren  Flächen 305 

„    geradlinigen  Flächen 267 

„    negativ  gekrümmten  Flächen  2.  Grades 257 

„    Minimalflächen 260 

„    der  Schraubenfläche 258—259 

„    Umdrehungsflächen 260—261 

als  Koordinatenlinien 261—262,  341—345 

Krümmung  einer  Asymptotenkurve 591 — 594 

Schmiegungsebene  einer  Asymptotenkurve 259 

Sphärisches  Bild         „  „  259,  343 

Flächen,  deren  Asymptotenlinien  denen  einer  Evolute  entsprechen  386 — 387 
„      ,  auf  deren  Evoluten  die  Asymptotenlinien  einander  entsprechen  387 

Beltramis  Ditferentialparameter  s.  unter  D. 

„  Beweis  der  Gaußschen  Invarianz 579 — 581 

Bertrandsche  Formel 256 

Berührung  zweier  Flächen 365 

„  einer  Fläche  2.  Grades  mit  einer  beliebigen  Fläche 368 

Berührende  Kugeln  einer  Fläche 367 

Berührende  geodätische  Linie  einer  Flächenkurve 315,  332 

Biegung  (b.  auch  Abwickelung) 121,  408 

„         von  Umdrehungsflächen 407 — 408,  410 
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Biegungsinvarianten ...  529,  122 

Biegungsinvariante  2.  Ordnung 535 

3.         „         536 

Biegungsinvarianten  4.  Ordnung 543 

„  m.         „  543 

Biegungskovarianten 151,  318,  529 

„  1.  Ordnung 531,  538 

„  2.  „  539—540 

„  in.  „  541—542 

Biegungstheorie;  Grundaufgaben 123 

Zusammenhang  der  Biegungstheorie  mit  der  Transformation  der  krumm- 
linigen Koordinaten 147 

Bilineare  Diflferentialformen 33,  149,  181,  560 

„  „  in  der  Theorie  der  Strahlensysteme 354 

Binäre  quadratische  Differentialform 28 

Binormale 6 

Biquadratische  DifFerentialform 520 

Bogenelement  einer  Raumkurve 4 

„  „      Flächenkurve 27 

Bonnetscher  Ausdruck  des  Krümmungsmaßes 207 — 208,  213,  509 

Bonnetsche  Linienelemente  und  Flächen 330,  600 

Bourscher  Satz 410 

Brennpunkte  eines  Strahls,  Brennflächen  eines  Strahlensystems    ....  355,  357 

Christoffeische  Aufgabe ,    .   601 

„  Formeln 168 

„  Kovariante 169—170,  181—182 

„  „  des  Formenpaares  (A,  B) 493 

(A,33) 494 

(A,©^) 560 

(A,  aJli) • 187 

„  „  der  Funktion  x  und  der  Form  A 223 

„  „        ,  vierfach  lineare 517 

„  „        ,  m-fach  lineare 521 

Christoffelscher  Satz ' 514—516 

Christoffeische  Verbindungen 137,  168 

Clairautsche  Differentialgleichung 236,  245 

Clairautscher  Satz  über  geodätische  Linien  auf  Umdrehungsflächen    .    .  288,  296 

Darstellungen  einer  Raumkurve 1 — 2 

„      Fläche 25—26 

Determinante  einer  quadratischen  Form  als  Invariante 152 

Differentialformen,  bilineare,  quadratische  usw.,  s.  unter  B,  Q  usw. 

„  ,  mehrfach  lineare 493,  514,  517 

Differentialgleichungen,  partielle,  s.  unter  F. 

Differentialparameter  1.  Ordnung  A^qp 42,  133 

„  „         „       ,  verallgemeinert 157 — 158 

„  ,,  „         als  Biegungskovariante 151,  531 
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üifferentialparameter  I.Ordnung  als  simultane  Invariante  eines  Formenpaares   163 

„       ,  dargestellt  durch  geometrische  Ableitungen  395 

A^x,  AIX 338,  337 

„         A^Pi 395 

Differentialparameter  2.  Ordnung  A^qp 319 

„  als  Biegungskovariante 539 

„         als    simultane    Invariante    eines    Formen- 
paares      320,  539 

A^x 323 

A|P .347 

Differentialquotienten  s.  Ableitungen. 
Differentiation,  geometrische,   s.  unter  G. 

Dinische  Aufgabe 419—421 

Doppelstrahl  einer  Involution 471 

Doppelverhältnis  zweier  Paare  von  Flächentangenten 467 

Drehung  des  kartesiscben  Koordinatensystems  , 547 

Drehungssinn  in  der  Normalebene  einer  Flächeukurve 59 

„  „      „    Tangentialebene  einer  Fläche 34 — 35 

Dreikant  t,  b,  h 9 

„         t,t\n 53 

Dupinscher  Kegelschnitt 107,  368 

für  Flächen  2.  Grades 108 


Ebene  Schnitte  einer  Fläche  .    .    .    .  • 65,  333,  370 

Ebenenbüschel;  Schnitt  mit  einer  beliebigen  Fläche 473 

Einheitskugel 115,  335—337 

„  ;  Fundamentalgrößen  s.  unter  F. 

„  ;  Linienelement  s.  unter  L. 

EUipsoid  (dreiachsiges)     .    .   25—26,  30,  38,  47,  81,  110,  234,  283,  292,  310,  375 

Elliptische  Koordinaten 241—244,  286,  293,  377 

„  Punkte  einer  Fläche 108 

Enveloppe  einer  Ebenenschar 302 

Eulersche  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung 450 

Eulerscher  Satz 84,  87—89 

Folgerungen 85 

Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelschnitte 85 — 86,  107 

Eulersche  Transformation  einer  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  433 — 435 

Evolute  einer  Fläche 374 

für  die  I.  Flächendarstellung 376 

„      „    n.  „  373 

„      „ni.  „  377 

,  von  den  Normalen  der  Evolvente  berührt 379 

,  auf  orthogonal-geodätische  Koordinaten  bezogen  .    .    .   399 

Fundamentalgrößen  1.  Ordnung 379,  388,  392 

„  „  ,,       für  g  und  q^  als  Parameter 398 

2.  „ 384,  388,  394—395 

Grundformeln  bei  Einführung  geometrischer  Ableitungen 388 

Evolute  des  EUipsoids 375,  376—377 

Evoluten  der  Flächen  von  konstantem  negativen  Krümmungsmaß 404 
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Evoluten  der  Minimalflächen 431,  441 

„  „    Umdrehungsflächen .  386,  431 

Eine  abwickelbare  riäche  als  Evolute 386,  402 — 403 

„     geradlinige  „         „         „ .    •    •    .     401—402 

Evolvente  einer  Fläche 374,  398—400 

Evolute   der  Kettenlinie 431—432 

Evolvente  „  „  416 

Flächen  2.  Grades:  s.  auch  Ellipsoid,  Hyperboloide  usw. 

„         „       „      ,  die  eine  beliebige  Fläche  berühren 368 

Krümmungslinien 234 — 248 

Asymptotenlinien 257 

Fläche     3.  Grades,  spezielle 109 

Flächen  4.       „  „  369—370 

„        vom  Krümmungsmaß  Null  s.  Abwickelbare  Flächen. 
„         von  konstantem  Krümmungsmaß  s.  unter  K. 

Flächenkurve 52 

Form  s.  Differentialform. 

Fortgangsprinzip  längs  einer  Kurve 4,  53,  129 — 130,  132 

Frenetsche  Formeln 15 

„  „       ,  allgemeine  s.  unter  A. 

Fundamentalgleichungen 229,  204—205,  231—232,  528 

„  als  Folgerungen  aus  den  Gaußschen  Gleichungen  230 — 231 

„  für  Asymptotenkurven  als  Koordinatenlinien  ....   262 

„  „   Krümmungskurven  „  „  253 — 254,  255 

„  „  isometrische  Koordinatenlinien 274 

„  unter  Bevorzugung  von  ®,  ^,  ® 341 

„  in  der  Theorie  der  Strahlensysteme 578 

„  ;  ihre  Bedeutung  für  die  Existenz  einer  Fläche    .    .   573 

Fundamentalgrößen  1.  Ordnung  28;  Transformation 39,  41 

2.         „  63,  75;  Transformation 161,  492 

der  Einheitskugel 225,  341,  513 

„  „       für  Asymptotenkurven  als  Koordinatenlinien  262,  342 

„  „         „  Krümmungskurven    „  „  456 — 457 

„  „         „  isometrische  Koordinatenlinien 275 

„  „       in  den  Formeln  der  Krümmungstheorie   .     338 — 339 

der  Evolute   einer  Fläche  s.  unter  E. 

einer  Parallelfläche 371—373 

„      Umdrehungsfläche  s.  unter  Linienelement. 

3.  Ordnung -495,  498,  499,  513 

4.  „  Ö21 

m.         „  521 

;  allgemeine  Begriffsbestimmung 613—514,  521 

Fundamentalinvarianten ;    .    .    .    .  546 

„                       2.  Ordnung 555 

„                        3.          „        556,  558,  587 

4.          „        567,  604 

Fundamentalinvarianten  m.  Ordnung 558,  567 — 570 

Fundamentalko Varianten 546,  556 
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Funktionaldetenninante 32 

„  als  Invariante 164 

„  einer  quadratischen  und  einer  linearen  Form  .  ,  .173 
„  eines  Paares  quadratischer  Formen 193 

Fußpunkte  des  kürzesten  Abstandes  zweier  Strahlen  im  Strahlensystem    .    .   348 

Ganghöhe 23 

Ganze  Krümmung 14 

Gaußsche  Gleichungen 223,  221 

„  „  für  Asymptotenlinien  als  Koordinatenlinien.    .    .        .    262 

„  „  „    Krümmungslinien    „  „  253 

„  „  „    konjugierte  Koordinatenlinien 251 

„  Invariante 213,  509,  535,  57» 

Gaußsches  Krümmungsmaß  s.  unter  K. 

Gaußscher  Satz  von  der  Unveränderlichkeit  des  Krümmungsmaßes  bei  der  Bie- 
gung einer  Fläche 120,  122,  212—214 

„  „     über  die  Totalkrümmung  eines  geodätischen  Dreiecks  .    .    .   314 

Geodätisches  Dreieck 313 

Geodätische  Ellipsen  und  Hyperbeln 311 

„  „  „  „  auf  der  Einheitskugel 45» 

Geodätischer  Kontingenzwinkel 315 

Geodätische  Kreise 296 

Geodätische  Krümmung   (s.  auch  Tangentialkrümmung) 60,  315 — 316 

„  „         ,  durch  Differentialparameter  dargestellt 324 

„  „  als  Integrabilitäts-Invariante 325 

„  „  der  Koordinatenlinien 139—140,  329 

„  „  der  Krümmungslinien 255,  587 — 590 

„  „  eines  Parallelkreises 417 

Kurven  konstanter  geodätischer  Krümmung 329,  504 

Geodätische  Linieu 278 

Verschiedene  Formen  ihrer  Differentialgleichung  ....   278—279,  281,  299 

Zusammenhang  mit  der  Mechanik 290 

Diniache  Aufgabe 419 — 421 

Geodätische  Linien  auf  dem  Ellipsoid 283—287,  29.2—295 

„  „         „    den  Evoluten 381 

„  „         „    der  Kugel 282 

„  „         „    den  Liouvilleschen  Flächen 289—292 

„  „         „    den  Umdrehungsflächen   .   287—289,  295—296,  299—300 

„  Parallelkurven  und  Parallelkoordinaten 297,  308 

„  Polarkoordinaten 297—299 

Geodätische  Windung 60,  192—197,  255—256,  332,  489—490 

„  „  einer  Kurve  cp{u,v)  ^  C 194 

„  „  einer  Kurve  5Ko  =  0 194— 19& 

„  „  der  Koordinatenlinicn 215,  217 

„  „        ;  verschwindet  für  eine  Krümmungslinie 195 

„  „       ;  Ausdruck  durch  die  Normalkrümmung  und  die  beiden 

Hauptkrümmungen 197,  332 

„  „        ;  Formel  von  Bertrand 256. 

Geometrische  Ableitungen,  geometrische  Differentiation  16,  134,  138,  176,  177,  584 
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Geometrisclie  Ableitungen  als  Kovarianten  eines  Formenpaares 177 

■Geometrische  Diflferentiation  längs  den  Krümmungslinien  254 — 255,389  —  391,393 
„                         „                 „      der  orthogonalen  Trajektorie  einer  Flächen- 
kurve      138,  176,  198-201,  584 

„  „  im  schiefwinkligen  Kurvennetz 521  —  528 

„  „  „    Strahlensystem 574 

„  „  der  Richtungskosinus derNormale55, 201, 255, 393, 487 

„  „  „    Haupttangenten 255,  393 

„  „  „    Normalkrümmung205,227,490-492,496,511-513 

„  „  „    Tangentialkrümmung205,208,264 -265,504—509 

„  „  „    geodätischen  Windung     ....    205,  227—228 

Gerade  Konoidfläche 345 

Geradlinige  Flächen 257,  358 

„  „       ;  Bedingung  für  die  Abwickelbarkeit 360 — 361 

„  „       ;  Asjmptotenlinien 257 

Gesimsflächen 403 

Gilbertscher  Satz  der  Theorie  der  geodätischen  Linien 309 

Grenzpunkte  eines  Strahls,  Grenzflächen  eines  Strahlensystems 353 

Größter  und  kleinster  Wert  der  Normalkrümmung 75,  85 

Grundform  A,  Bedeutung 46 

B,  „ 64,  591 

Hamiltonecher  Satz  der  Theorie  der  Strahlensysteme 353 

Harmonische  Fläch entangenten 469 

Hauptnormale 8 

Hauptebenen,  Hauptschnitte,  Haupttangenten 76 

Hauptkrümmungen,  Hauptkrümmungsradien  für  die  I.  Flächendarstellung     77 — 78 

„      ,,   n.  „  82,91-97 

„      ,,ni.  „  ...      80 

Hauptkrümmungen ;  Darstellung  durch  die  Größen  rjj-^, .   225 

„  ;  ihre  elementaren   symmetrischen  Funktionen  H  und  K 

als  simultane  Invarianten  dos  Formenpaares  (A,  B)     .    162 

„  der  Evolute  einer  Fläche 384,  388,  395 

„  ;  Differentiale  von  H  und  K 500—501 

;  „  .    n,    ^,,     n, 501-503 

Flächenkurven,  längs  denen  eine  Haüptkrümmung  konstant  ist  385,  396,  502 
Hauptkrümmungaradijen ;  ihre    elementaren    symmetrischen    Funktionen   bei 

Einführung  von  (£,  %,  ®  statt  E,F,G 338 

;  Ausdruck  ihrer  Summe  in  Taugentialkoordinaten  .   347 

eines  EUipsoids -. 293 

einer  Parallelfiäche 373 

„      Umdrehungsfläche 99,  386 

;  ihre  geomefrischen  Ableitungen  im  Zusammenhange 

mit  den  Hauptkrümmungen  der  Evolute 388 

mit  'den  Tangentialkrümmungen  der  Krümmungslinien  .    .   389 

Hauptparameter 252 

Haupttangenten,  Hauptebenen,  orthogonal  und  konjugiert     ....     79,  83,  113 
Haupttangenten,    durch  das  Verschwinden    der    geodätischen  Windung  ge- 
kennzeichnet      193 
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Haupttangenten  für  die  I.  Flächendarstellung 76 

„      „  n.  „  93—94 

»  ))      1»  ^^'  i>  80 

„  bei  Einführung  von  e,  g,  &  statt  E,  F,  G 339 

„  ;  Richtungskosinus 265,  382,  392 

Helix  s.  Schraubenlinie. 

Helikoidflächen 408—411 

Hessesche  Determinante  der  Form  H 503 

Hyperbolische  Punkte  einer  Fläche 108 

Hyperboloide 81,  108,  238,  368 

Indikatrix  s.  Dupinscher  Kegelschnitt. 

Integrabilitäts-Invariante 191,  203 

Invarianten  (s.  auch  Biegungsinvarianten,  Fundamentalinvarianten,  Gaußsche 

Invariante  usw.) 162 

Invarianz  der  Determinante  einer  quadratischen  Form 152 

„  „    Fundamentalgrößen  1.  Ordnung 548,  553 

»  ))  j>  2,         „  565 

Involution  von  Flächentangenten 470 

Irrationale  Form  der  Frenetschen  und  der  Fundamentalgleichungen  ....   229 

Isometrie 262 — 266 

Isometrisches  Kurvennetz 245,  262,  321 

„  „  ,  Bestimmung 266 — 269 

„  „  aus  Kurven  konstanter  geodätischer  Krümmung   .   330 

„  „  auf  der  Einheitskugel 440 

„  „  „     den  Minimalflächen 323 

„  „  „     ümdrehungsflächen 262,  103,  426 

„  „  „     pseudosphärischen  Flächen 427 

Isometrische  Krümmungslinien :  auf  den  Mittelpunktsflächen  2.  Grades    .    .    .   245 

„  „  „       „     Paraboloiden 248 

„  „  „       „     ümdrehungsflächen 262 

„  „  „       „     Minimalflächen 440 

Partielle    Differentialgleichung    der   Flächen   mit   isometrischen    Krüm- 
mungslinien   606 

Joachimsthalscher  Satz   über   geodätische   Linien   auf  dem  EUipsoid,   und 

Folgerungen 285—286,  294—295 

Katenoid 101,  103—104,  122,  411—412,  431 

Kegel  2.  Grades 81,  108 

„       „       „       der  Tangenten  in  einem  Knotenpunkt 48 

„     ,  einer  beliebigen  Fläche  umschrieben 473 

Kettenlinie,  nebst  Evolvente  und  Evolute 101,  416,  431—432 

Konfokale  Mittelpunktsflächen  2.  Grades 239 

Konforme  Abbildung 269 

„  „  einer  Kugel  auf  eine  Ebene 273 

„                  „           eines  Rotationsellipsoids  auf  eine  Ebene     .    .    .     271—272 
„  „  durch  parallele  Normalen 601—604 

Knoblauch,  Differentialgeometrie.  40 
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Kogrediente  und  kontragrediente  Größensysteme 155 

Konjugation 111,  112,  472 

„  im  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Abbildung 478 

Konjugierte  Flächentangenten ;  Richtungskosinus 476,  477,  479 — 480 

„  „  ;  Winkel 474,  477,  487 

„  „  ;  Satz  von  Koenigs 473 

„  Koordinatenlinien 113,  251 

„  Kurvensysteme 252 

„  „  auf  Schiebungsflächen 442 

„  Normalschnitte 114 

Konoidfläche,  gerade 345 

Kontingenzwinkel ,    11,  116 

Kontragredienz  der  Difi"erentialquotienten  gegen  die  DifiFerentiale 158 

Verallgemeinerung 177 

Konvexe  und  konvex-konkave  Gestalt  einer  Fläche 108 

Koordioatenlinien 27 

,  isometrische 273 

,  konjugierte 113,  251 

,  orthogonale 249 

,  orthogonal-geodätische 298 

,  aus  geodätischen  Parallelkurven  bestehend 308 

Koordinatenwinkel 29 

„  in  einer  Formel  für  das  Krümmungsmaß     ....     582 — 583 

Kovarianten :  s.  auch  Biegungsko Varianten,  Fundamentalkovarianten,  Christo ffel- 
sche  Kovariante. 

Kovariante  einer  quadratischen  und  einer  linearen  Form .   173 

„  eines  Paares  quadratischer  Formen 193,  197 

„         ,  kubische  des  Formenpaares  (A,  B) 494 — 496 

Kovarianten  des  Formensystems  (A,  B,  H) 501 — 504 

Kreispunkte 78,  80,  110,  367 

„  des  EUipsoids 110,  242,  310 

Kreisscharen  auf  der  Einheitskugel 440 

Krümmung,  Krümmungsradius    und    Krümmungsmittelpunkt    einer    Raum-. 

kurve 6,  7,  11,  16 

„  einer  Fläche : .     114—115 

„  und  Krümmungsmittelpunkt  eines  ebenen  Flächenschnitts  67 — 69,  72 

„  „  „  „      Normalschnitts      .    .    .    70,  72,  73 

„  ,  ganze,  dargestellt  durch  Tc  und  // 15 

„  ,  geodätische,  s.  unter  G. 

„  einer  Flächenkurve,  dargestellt  durch  n  und  g 60,  486 

„  ,  mittlere 260 

Krümmungsachse  einer  Raumkurve 10 

„  „      Flächenkurve 141 

Krümmungskreis 6 

„  eines  Normalschnitts 369,  499 

Krümmungslinien 233 

„  auf  abwickelbaren  Flächen 305 

„  „     dem  Ellipsoid 234—240 

„  „     den  Mittelpunktsflächen  2.  Grades  überhaupt  ....   238 
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Krümmungslinien  auf  den  Paraboloiden 245—248 

„  „     den  Umdrehungsflächen 255 

„  ,  ebene  und  geodätische 333 

„               ,  durch  das  Verschwinden  der  geodätischen  Windung  charak- 
terisiert  233,  478 

„  als  Koordinatenlinien  . 249,  252 

Geometrische  Differentiation  längs  den  Krümmungslinien 254,  389 

Sphärische  Bilder  der  Krümmungslinien 254,  456 

Geodätische  Krümmung  der  Krümmungslinien 587 — 590 

Flächen,  deren  Krümmungslinien  denen  der  Evolute  entsprechen    .    .    .  386 
„       ,  deren  Krümmungsmaß  längs  einer  Krümmungslinie  konstant  ist  387 

„  mit  isometrischen  Krümmungslinien 604 

Krümmungsmaß,  Gaußsches 116,  535,  545 

„  gleich  nj  Wj 118 

„  ;  Ausdruck  mittels  E,  F,  6r  allein 120 

„  ;  „  durch  n,  n,  t 206 

„  ;  „  von  Bonnet 207  —  208 

„  in  isometrischen  Koordinaten 274 

„  in  orthogonal-geodätischen  Koordinaten 301 

„  ;  Unveränderlichkeit  bei  der  Biegung 122 

Flächen  von  konstantem  Krümmungsmaß :  s.  Sphärische  Flächen,  Pseudo- 
sphärische Flächen,  Abwickelung,  Evoluten. 
„         vom  Krümmungsmaß  Null:  s.  Abwickelbare  Flächen. 

Flächenkurven  von  konstantem  Krümmungsmaß 387,  407,  421 

Krümmungsmittelpunktsflächen  (s.  auch  Evoluten) 373,  499 

Krummlinige  Koordinaten  (s.  auch  Parameter) 27 

Kubische  Differentialform 494 — 496 

Kürzester  Abstand  zweier  Geraden 348 

„  „         benachbarter  Strahlen  im  Strahlensystem 349,  354 

„  „  „  Flächennormalen  längs  einer  Krümmungslinie  378 

Kürzeste  Linien 276 

Kugel:  s.  auch  Einheitskugel. 

„     ;  konforme  Abbildung  auf  eine  Ebene -.  273 

„     ,  oskulierende  einer  Fläche 367 

Kurveninvarianten 207 

Kui"vennetz 31 

„         ,  schiefwinkliges 522,  524 

Lagrangesche  Bewegungsgleichungen  in  der  Theorie  der  geodätischen  Linien  290 

Laplacesche  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung 451 — 453 

Lelieuvresche  Formeln 345 

Lineare  Formen 157 

„         Substitution 152 

Linienelement 27 

„  ;  sein  Quadrat  als  binäre  quadratische  Differentialform  ....     28 

„  der  Einheitskugel 226,  262,  339,  488,  588 

„  „  „  für  Asymptotenkurven  als  Koordinatenlinien  262 

„  „  „  „  isometrische  Koordinaten 276 

„  des  EUipsoids  in  elliptischen  Koordinaten 244 
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Linienelement  der  Evolute  einer  Fläche 380,  381 

des  Katenoids  und  der  Schraubenfläclie 103 — 104,  122 

einer  Parallelfläche 372 

„      pseudosphärischen  Fläche 413 

„  „  Umdrehungsfläche 414—415 

„      sphärischen  Fläche 412 

„  „  Umdrehungsfläche 413 — 414 

„      Umdrehungsfläche  überhaupt    102—103,  420-423,  425—426 
Über  die  Bestimmung  aller  Flächen  von  gegebenem  Linienelement  123,  462 — 466 

Liouvillesche  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung 453 — 455 

„  Linienelemente  und  Flächen      291,  447,  600 

„  Formel  der  Theorie  der  geodätischen  Krümmung 587 

Liouvillescher  Satz  der  Theorie  der  geodätischen  Linien 289 — 291 

Anwendung  auf  das  EUipsoid 292 — 293 

„  „     die  Umdrehungsflächen 295—296 

Loxodrome 426 

Maximum  und  Minimum  der  Normalkrümmung 75,  85 

Mercatorsche  Projektion 273 

Meridiane  einer  Umdrehungsfläche 98 

„  „  „  als  Krümmungslinien 255 

Meusnierscher  Satz 71 

Minimalflächen 260,  323,  431 

partielle  Differentialgleichung 431,  433,  435 

„  „  A^a;  =  0 323 

Darstellung 436—439 

sphärische  Abbildung 439 — 441 

,  spezielle 100—101,  260,  443 

Die  Evoluten  der  Minimalflächen  als  vollständige  Klasse  aufeinander  ab- 
wickelbarer Flächen 431 

Eine  zweite,  durch  die  Minimalflächen  bestimmte  Klasse  aufeinander  ab- 
wickelbarer Flächen    444 — 447 

Mittelpunkt  eines  Strahls,  Mittelfläche  eines  Strahlensystems 355 

Mittelpunktsflächen  2.  Grades  (s.  auch  EUipsoid,  Hyperboloide,  Kegel)  .    81,  108 

,,  „        „      ;  Krümmungslinien 238 

Mittlere  Krümmung 260 

Mongesche  Flächen 403 

Neilsche  Parabel 110 

Netz  von  Flächenkurven " 31 

Normale  einer  Fläche 48 

„         der  Evolute  einer  Fläche 382,  391—392 

„         einer  Minimalfläche 439 

„            „      Parallelfläche 372 

Geometrische  Ableitungen  von  X,  Y,  Z  s.  unter  G. 

Partielle                    „              „     X,  Y,  Z 224 

V  ^^        7'^y  126 

du  du 

Y^~Z^^, 337 

du  ou 


Register.  629 

Seite 

eP_gP, 480 

ov  du 

YZ,   Y^-\-Z^, 337 

Nonnalensystem 362 — 364 

Normalkrümmung      ....     59,  62,  64,  73—74,  84,  91,  146,  194,  199,  200,  206 

„  der  Koordinatenlinien 215,  217 

„  ;  geometrische  Differentiation  s.  unter  G. 

Normalschnitte 69 

„  ,  konjugierte 114 

„  von  gleicher  Krümmung 85 

„  ,  orthogonale 85 

„  ,  die  von  ihrem  Krümmungskreise  superoskuliert  werden    .    ,  499 

Obere  Seite  der  (xt/) -Ebene , 3 

Ordnung  der  Berührung  zweier  Flächen 365,  368—369 

„         einer  Biegungs- Invariante  oder  Kovariante 529—530 

„  „      Fundamental-    „  „  „  546 

Orientierung  eines  Achsensystems 1,  22 — 23 

Ort  der  Krümmungskreise  aller  Normalschnitte  in  einem  gegebenen  Flächen- 
punkte     369 

Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  ebenen  Schnitte  in  einem  gegebenen 

Flächenpunkte 370 

Orthogonale  Koordinatenlinien 249 — 251 

„  Kurvenscharen  konstanter  geodätischer  Krümmung 329 

„  Normalschnitte 85 

„  Trajektorie  einer  Flächenkurve  oder  Kur?enschar 

130,  173,  176,  195—196,  198—201,  250—251 

,,  „  „      Schar  geodätischer  Linien 307,  325 

Orthogonal-geodätische  Koordinatenlinien 298—301 

Orthogonal-geodätisches  Kurvennetz 305 — 308 

„                             „      auf  der  Evolute  einer  Fläche    .    .    .    .381,  399 
„                                „       auf  Flächen  von  konstantem  Krümmungsmaß  412 
1,                              „       der  Meridiane  und  Parallelkreise  auf  Um- 
drehungsflächen        ;    .    .   299 

Orthogonalität  zweier  Flächenkurven 44,  46 

„  der  Koordinatenlinien,  Bedingung 29—30 

„  konfokaler  Mittelpunktsflächen  2.  Grades 239 

Oskulierende  Kugel  in  einem  Kreispunkt 367 

„,  Paraboloide 368 

„  Schraubenlinie 24 

Paar  quadratischer  Formen 88,  159—160,  162,  179 

Parabel,  Neilsche 110 

Parabolische  Punkte  einer  Fläche 110 

Paraboloide 82,  108,  462 

„         ,  oskulierende  einer  Fläche 368 

,,  ;  Krümmungslinien 245 — 248 

Schnitt  eines  hyperbolischen  Paraboloide  mit  seiner  Tangentialebene  104—105 
Parall^lflächen 363,  371—373 
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Parallelkreise  einer  Umdrehungsfläche 98 

„  „  „  als  Krümmungslinien 255 

Parameter 27 

„  der  Asyraptotenlinien 261 

„         ,  isometrische 273 

„         ,  komplexe    . 428,  449 

„  der  Krümmungslinien  s.  Hauptparameter. 

„         ,  orthogonal -geodätische 299 

„        ,  spezielle:  2xX,  ^2^x* 443 

:  2,  Pi 396 

Partielle  Differentialgleichungen  2.  Ordnung: 

Eulersche 450 

Liouvillesche 453 

Transformation  nach  Euler 433 — 435 

„  „     Laplace 451—453 

Positive  Drehung  s.  unter  Drehungssinn. 

Positive  Seite  einer  Flächenkurve 130 

„  „  „      Koordinatenlinie       35 

„        und  negative  Windung  einer  Schraubenlinie .     22 

Profil  einer  Helikoidfläche 408 

Projektion,  Mercatorsche  und  stereographische 273 

„  einer  Flächenkurve  auf  die  Tangentialebene 144 

Pseudosphäre 416 

Pseudosphärische  Flächen  (s.  auch  Abwickelung) 412 

„  „      ;  Linienelement 413 

Punktinvarianten 207 

Quadratische  Differentialform .    .     28 

Simultane  Transformation  zweier  solchen  in  algebraische  Summen  von 

Quadraten  linearer  Formen 88 

Quadratische  Differentialformen  in  der  Theorie  der  Strahlensysteme  ....   349 

Quadratische  Gleichung  für  die  Hauptkrümmungen 77,  80,  92 

„  „  „      „    Haupttangenten 76,  80 

„  „  „      „    Quadrate  der  geodätischen  Krümmungen  der 

Krümmungdinien 590 

Quadratische  Kovariante  eines  Paares  quadratischer  Formen 193 

Ihre  Darstellung  durch  die  Formen  selbst  und  deren  simultane  Invarianten   197 

Kaumkurve .    .    , 1 

„         ,  spezielle  4.  Grades 2 — 3 

Rektifizierende  Ebene 9 

„  Fläche 304 

Riccatische  Differentialgleichung 454 

Richtungskosinus  der  Binormale  einer  Raumkurve 9 

RichtungskosinuB  der  Hauptnormale  einer  Raumkurve 8 

„  „    Normale  einer  Fläche  (s.  auch  Normale)   ...   49,  50,  52 

„  „    Tangente  einer  Raumkurve 4 

„  „  „  „      Flächenkurve 131 

„  „    Tangentialnormale  einer  Flächenkurve    ...   54,  131,  475 
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Richtungskosinus  mehrerer  Strahlen  in  einer  und  derselben  Ebene    ....  57 

Riemannsche  Kovarianz 534 

Rotationsflächen  s.  Umdrehungsflächen. 

Rodrigues;  Ausdruck  der  Totalkrümmung  eines  Flächenstücks 312 

Formeln  von  Rodrigues 254,  393 

Rückkehrkante  einer  abwickelbaren  Fläche 303,  361,  379 

Sattelförmige  Flächen 108 

Scherksche  Minimalfläche 443 

Schiebungsflächen 441 — 442 

Schiefe  Schnitte  einer  Fläche 70 

Schiefwinkliges  Kurvennetz;    geometrische    Differentiationen    in    einem    sol- 
chen     521—528 

Schnitt  einer  Fläche  mit  einer  Ebene 65 

„  „  „         „     einem  Ebenenbüschel 473 

„  „  „         „     der  Tangentialebene 104 — 105 

„  „  „       parallel  der  Tangentialebene 106 — 110 

Schmiegungseben,e 5 

„  einer  Asymptotenkurve 259 

Schmiegungskugel 17 — 18 

Schraubenbewegung ,  .  408 

Schraubenfläche 23,  122,  412 

„  ;  Asymptotenlinien 258 — 259 

„  als  Minimalfläche 260 

Schraubenlinie 18 

„  ;  Windungssinn 22 

„  ,  oskulierende  einer  Raumkurve 24 

„  ,  allgemeine 20 

Simultane  Invarianten  eines  Formensystems 158 

,,  „  „     Paares  quadratischer  Formen 156,  160 

Simultane  Transformation  einer  linearen  und  einer  quadratischen  Differen- 
tialform    157,  163,  172,  181 

„  „  eines  Paares  quadratischer  Differentialformen 

8«,   159—163,  179,  351,  389—391,  525 

Singulare  Punkte  einer  Fläche , 48 

Spezielles  kartesisches  Koordinatensystem 83,  87,  105,  106,  592 

Spezielle  Parameter  s.  unter  P. 

Sphärische  Abbildung  einer  Raumkurve 14 

„  „  eines  Flächenstückes 115 

„  „  der  Flächennormalen  längs  einer  Flächenkurve     486 — 488 

„  „  „    Tangenten  einer  Flächenkurve 484 — 485 

„  „  „    Tangentialnormalen  einer  Flächenkurve     .     488  —  489 

„  „  „    Minimalflächen 439 — 441 

„  „        imZusammenhangmit  der  Konjugation 478 

„  „         „  „  „   den  Weingartenschen  Flächen  456—458 

Sphärisches  Bild  einer  Flächentangente 478—479,  484 

Sphärische  Bilder  der  Asymptotenlinien 259,  343 

„  „         „    Krümmungslinien 254,  456 

„  „       zweier  konjugierten  Flächentangenten 112,  479 
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Sphärische  Flächen  . .    .  412 

„  „       ;  Linienelement 412 

„  „       ;  auf  die  Kugel  abwickelbar    , .    .   414 

Sphärische  Krümmung  einer  Fläche  in  einem  Kreispunkt 367 

Stereographische  Projektion 273 

Strahlensystem 347 

Striktionslinie 358 

„  einer  abwickelbaren  Fläche 361 

„  eines  hyperbolischen  Paraboloids 358 — 360 

Superoskulation  eines  Normalschnitts  durch  seinen  Krümmungskreis .    .    .    .499 

Tangente  einer  Raumkurve 3 

„  „      Flächenkurve 131 

Tangenten  einer  Fläche .' 32,  467—472 

Tangentenfläche 304 

Tangentialebene 32,  46,  47,  104—106 

Tangentialkegel . 473 

„  in  einem  Knotenpunkt 48 

Tangentialkoordinaten 334,  346—347 

„  in  der  Theorie  der  partiellen  Diflferentialgleichungen  435 

Tangentialkrümmung  (s.  auch  Geodätische  Krümmung) 59,  J25 

der  Koordinatenlinien 139—140,  215,  329 

„    Kurve  (p{u,v)  =  C 129,  137,  171,  188 

„         „       9Ro  =  0 182,  187,  188 

„    orthogonalen  Trajektorie  einer  Flächenkurve 

138,  139,  189,  190—191 

;  Mittelpunkt,  Radius 145 

;  geometrische  Bedeutung  des  Vorzeichens 146 

als  Biegungskovariante 171 

„    Integrabilitäts-Invariante 191 

in  der  Theorie  der  isometrischen  Kurvennetze  .     264 — 265 

„     „    Vertauschungsformel 203 

;  geometrische  Ableitungen  s.  unter  G. 

Tangentialnormale 53,  130,  475 

Ternäre  quadratische  Form 91 

Theta-Operationen  s.  Geometrische  Differentiationen. 
Torsion  s.  Windung. 

Totalkrümmung 311 

„  eines  geodätischen  Dreiecks 314 

Trajektorie,  orthogonale,  s.  unter  0. 

Traktrix 416 

Transformation:  s.  auch  Simultane  Transformation. 

„  einer  bilinearen  Differential  form 181 

„  einer  linearen  Differentialform 157 

„  „      quadratischen        „  162,  530 

„  „      m-fach  linearen     ,,  514 — 516 

„  der  ersten  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion 158 

„  „    zweiten        „  „  „  „         169 

„  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  s.  unter  P. 
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Transformation  der  kartesischen  Koordinaten 545 

„  „    krummlinigen  Koordinaten 38- 

„  „  ,,  „  im    Zusammenhang   mit   der 

Biegungstheorie    .    .    .     147— 14& 
,,  „    Fundamentalgrößen  s.  unter  F. 

Transformationsgleichungen  einer  quadratischen  Differentialform 152 

Translationsflächen  s.  Schiebungsflächen. 

Trilineare  Differentialform 493—494 

Übergangsformeln  zwischen  geometrischen  und  gewöhnlichen  Ableitungen  202,  219 
„  „        verschiedenen  geometrischen  Ableitungen      523 — 524 

Umdrehungsfläche 98^ 

„  ;  Asymptotenkurven 260—261 

„  ;  geodätische  Linien 299 — 300 

„  ;  Krümmungslinien 255^ 

„  ;  Linienelement  s.  unter  L. 

„  einer  Kettenlinie  s.  Katenoid. 

„  einer  Traktrix 41& 

Umdrehungsflächen  2.  Grades 271,  289,  368 

„  von  gegebenem  Linienelement 405 — 40& 

„  von  konstantem  Kiümmungsmaß 408,  413 — 419 

„  ;  die  eine  Schale  der  Evolute  degeneriert 38& 

„  ;  Biegung 407—408 

Auf  Umdrehungsflächen  abwickelbare  Flächen 331,  381,  597—600 

Umkehrungsformeln 40 

Variationen 140 

Verschiebung  des  kartesischen  Koordinatensystems 547 

Vertauschungsformel 203,  523- 

Vierfach  lineare  Form 517 

Vollständige  Klassen  aufeinander  abwickelbarer  Flächen 

431,  441,  444—446,  448,  455,  459—461 
„            Systeme  von  Biegungs-Invarianten   und  Kovarianten  einer  ge- 
gebenen Ordnung 530 

„  „  „     Fundamental -Invarianten  und  Kovarianten  einer 

gegebenen  Ordnung 556,  55& 

Weingarten  sehe  Flächen 385,  387,  398,  430 

„  „       im  Zusammenhang  mit  der  sphärischen  Abbildung  456—458 

Weingartensche  Gleichungen 224,  216,  221 

„  „  für  Asymptotenkurven  als  Koordinatenlinien    .   261 

„  „  „    isometrische  Koordinatenlinien 274 

„  „  „    Krümmungskurven  als  Koordinatenlinien  253, 264 

„  „  „    die  Parameter  HxX,  ^Ux^ 444 

„  „  unter  Bevorzugung  von  @,  ^,  ®  statt  E,  F,  G  340 
„  „  ,  allgemeine 57ft 

Weingartenscher  Ausdruck  des  Krümmungsmaßes 683 

„  Satz 381,  403—404 

Wendetangenten 86,  113 
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Windung 12,  13,  16 

„  einer  Schraubenlinie 22 

„        ,  geodätische,  s.  unter  G. 

Windungswinkel 12 

Winkel  zweier  Flächenkurven 37,  42 — 46,  584 

„        der  Koordinatenlinien 29 

„        zweier  Linienelemente 33 

„        einer  beliebigen  Flächentangente  mit  einer  Haupttangente    ,    .    .  84,  89 

„        eines  schiefen  Flächenschnitts  mit  dem  zugehörigen  Normalschnitt     70 

Winkelhalbieningslinien  eines  Tangentenpaares 470 


Zwischenparameter 42,  153 

,  verallgemeinert 158 

als  Biegungskovariante 151 

als  simultane  Invariante  eines  Formensystems .    .    .  159,  163 

;  sein  Verschwinden  als  Orthogonalitätsbedingung.    ...  44 

von  y  und  z .^ 338 

von  Y  und  Z 337 
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Worte.     [X  u.  522  S.]     gr.  8.     1904.     In  Leinwand  geb.  JC  8.— 

Bianchi,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universität  Pisa,  Vorlesungen  über  Differen- 
tialgeometrie. Autorisierte  deutsche  Übersetzung  von  M.  Lukat,  Oberlehrer 
an  der  Oberrealschule  zu  Danzig.  2.,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  [XVIII 
u.  721  S.]     gr.  8.     1910.     Geh.  M  22.60,  in  Leinwand  geb.  J(  24.60. 

Borel,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Sorbonne  zu  Paris,  die  Elemente  der  Mathematik. 
In  2  Bänden.  Deutsche  Ausgabe  besorgt  von  P.  Stäckel,  Professor  an  der  Uni- 
versität Heidelberg.     In  Leinwand  geb. 

I.Band:  Arithmetik  und  Algebra.   Mit  57  Figuren  und  3  Tafeln.    [XVI  n.  431  S.]  gr.  8.  1908. 
^«8.60. 

II.  —      Geometrie.     Mit  403  Figuren.    [XII  u.  324  S.]    gr.  8.    1909.      „/^  6.40. 
Ergebnisse  dazu  bearbeitet  von  P.  Stäckel  und  H.Bock.     2  Teile.     1913.     Geh.  je  Ji  1.50. 

Cesäro,  Dr.  Ernesto,  weil.  Professor  an  der  Kgl.  Universität  Neapel,  Vorlesungen 
über  natürliche  Geometrie.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Ger- 
hard Kowalewski,  Professor  an  der  Universität  Bonn.  Mit  48  Figuren. 
[VlII  u.  341  S.]     gr.  8.     1901.     In  Leinwand  geb.  o'IC  12.— 

Clebseh,  A.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  Vorlesungen  über 
Geometrie.  Mit  besonderer  Benutzung  der  Vorträge  von  Alfred  Clebseh 
bearbeitet  und  herausgegeben  von  F.  Lindemann,  Professor  an  der  Universität 
München.     In  2  Bänden,     gr.  8. 

I.Band:  Geometrie  der  Ebene.  2.,  vermehrte  Auflage.  I.Teil:  Kegelschnitte  und  algebraische 
Formen.  Erste  Lieferung.  [480  S.]  1906.  Geh.  .^^  16.—.  Zweite  Lieferung.  [181-768  S.] 
gr.  8.  1910.  Geh.  Ji  9. — .  [3.  Lieferung  unter  der  Presse.  II.  Teil  in  Vorbereitung.] 
II.  —  Geometrie  des  Raumes.  I.  Teil :  Die  Flächen  erster  und  zweiter  Ordnung  oder  Klasse 
und  der  lineare  Komplex.  Mit  vielen  Figuren.  [VIII  u.  650  S.]  1891.  Geh.  Ji  12. — . 
[II.  Teil  ia  Vorbereitung  ] 

Czuber,  Hofrat  Dr.  E.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien,  Ein- 
führung in  die  höhere  Mathematik.  Mit  114  Figuren.  [X  u.  382  S.j  gr.  8. 
1909.     In  Leinwand  geb.  M  12. — 

Fort,  O.,  und  O.  ScKlömileh,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.    2  Teile. 

I.  Teil:  Analytische  Geometrie  der  Ebene  von  O.  Fort,  weil.  Professor  an  der  Kgl.  Technischen 

Hochschule  zu  Dresden.  7.  Auflage,  von  Dr.  R.  Heger,  Professor  an  der  Kgl.  Technischen 
Hochschule  zu  Dresden.  Mit  Holzschnitten.  [XVII  u.  268  S.]  gr.  8.  1904.  Geh.J(.4.—, 
in  Leinwand  geb.  tfl  4 .  80. 
II.  —  Analytische  Geometrie  des  Baumes  von  Dr.  O.  Schlömilch,  weil.  Kgl.  Sachs. 
Geh.  Rat.  6.  Auflage,  von  B.Heger  in  Dresden.  Mit  Holzschnitten.  [VIII  u.  338  S.] 
gr.  8.     1898.     Geh.  M  ö.—,  in  Leinwand  geb.  M  5.80. 

Ganter,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Kantonschule  zu  Aarau,  und  Dr.  F.  Rudio,  Professor 
am  Polytechnikum  zu  Zürich,  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie. 
Zum  Gebrauch  an  höheren _  Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  vielen 
Figuren  und  zahlreichen  Übungsbeispielen.  In  2  Teilen,  gr.  8.  In  Leinwand 
geb.  jeder  Teil  JC  S.— 

I.  Teil.    Die  analytische  Geometrie  der  Ebene.    7.  verbesserte  Auflage.      Mit  53  Figuren. 
[VIII  u.  190  S.]     1910. 

II.  —     Die  analytische  Geometrie  des  Baumes.    4.  verbesserte  Auf  läge.    Mit  20  Figuren. 

[X  u.  194  S.]     1908. 

Graßmann,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Universität  Gießen,  projektive  Geometrie 
der  Ebene.     Unter  Benutzung  der  Punktrechnung  dargestellt.     In  2  Bänden. 

I.  Band:  Binäres.     Mit  126  Figuren.     [XII  u.  360  S.]     gr.  8.     1909.     öeh.Jtn.  —  ,    in  Leinwand 

geb.  J(  13.— 
II.    —       [Unter  der  Presse.] 


Verlag  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  und  Berlin 

[Gregorius  a.  St.  Vineentio.]  Die  Kegelschnitte  des  Grregorius  a.  St.  Vin- 
centio  in  vergleichender  Bearbeitung.  Von  Dr.  K.  Bopp,  Privatdozent  an  der 
Universität  Heidelberg.    Mit  329 Figuren.    [IIIu.  228S.]    gr.  8.    1907.   Geh.  ci^  10.- 

Grundlehren  der  Mathematik.  Für  Studierende  und  Lehrer.  In  2  Teilen. 
Mit  vielen  Figuren,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.  Teil:   Die  Griindlehren  der  Arithmetik  und  Algebra.     Bearbeitet  von  E.  Netto  und 

C.Färber.'   2  Bände. 
.1.  Band:  Arithmetik.    Von  Prof.  C.  Färber  in  Berlin.    Mit  9  Figuren.     [XV  u.  410  S.] 

19U.     M  9.— 
2.     —       Algebra.     Von  Prof.  E.  Netto  in  Gießen.     [In  Vorbereitung.] 

II.  Teil:  Die  Grün  dl  ehren  der  Geometrie.    Bearbeitet  von  W.  Frz.  Meyer  und  H.  Thieme 

2  Bände. 

1.  Band:  Die  Elemente  der  Geometrie.  Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  H.  Thieme,  Direktor 

des  Eealgymnasiums  zu  Bromborg.   Mit  323  Figuren.    [XII  u.  394  S.]    1909.   M9.— 

2.  —       [In  Vorbereitung.] 

Gundelfinger,  Geh.  Hofrat  Dr.  Siegmund,  weil.  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Darmstadt,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  Geh.  Hofrat  Dr.  Friedr.  Dingeldey, 
Professor  ebendaselbst.  Mit  Figuren  und  einem  Anhange,  enthaltend  Aufgaben 
und  weitere  Ausführungen.     [VIII  u.  434  S.]     gr.  8.     1895.     Geh.  M  12.— 

HefFter,  Dr.  L.,  Professor  an  der  Universität  Kiel,  Einleitung  in  die  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variablen. 
Mit  3  Figuren.     [XIV  u.  258  S.]     gr.  8.     1894.     Geh.  Jt  &.—,  geb.  JC  1  .— 

Hesse,  Dr.  O.,  weil.  Professor  an  der  Kgl.Techn. Hochschule  zu  München,  Vorlesungen 
aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und 
des  Kreises  in  der  Ebene.  4.  Auflage,  revidiert  und  ergänzt  von  Dr. 
S.  Gundelfinger,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt. 
[VIII  u.  251  S.]     gr.  8.     1906.     In  Leinwand  geb.  M  &.— 

Joachimisthal,  Dr.  F.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Breslau,  Anwendung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der 
Flächen  und  der  Linien  doppelter  Krümmung.  3.,  vermehrte  Auflage 
von  L.  Natani.  Mit  zahlreichen  Figuren.  [X  u.  308  S.J  gr.  8.  1890.  Geh. 
JC  6.  — ,  in  Leinwand  geb.  M  7. — 

Klein,  Geheimer  Regierungsrat  Dr.  F.,  Professor  an  der  Universität  Göttingen,  auto- 
graphierte  Vorlesungshefte.     4.     Geh. 

Höhere  Geometrie.     Ausgearbeitet  von  Fr.  Schilling.     Unveränderter  Abdruck  1907. 

Heft  1    [VI  u.  5fi6  S.]    (W.-S.  1892/93)  \   .„„„n-^ien  Jllb  - 
Heft  2    [IV  u.  388  S.]    (S.-S.  1893)        /   ^iusammen  M  Ib.— 

Anwendung  der  Differential-  und  Integ.ralrechnung  auf  Geometrie,  eine  Bevision 
der  Prinzipien.  Ausgearbeitet  von  Conrad  Müller.  (S.-S.  1901.)  Neuer  Abdruck  1907.  [VIII 
u.  484  S.]     M  10.— 

V.  Lilienthal,  E.,  Professor  an  der  Universität  Münster  i.  W.,  Vorlesungen  über 
Differentialgeometrie.     In  2  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.Band.     Kurventheorie.     Mit  26  Figuren.     [VI  u.  368  S.]     1908.     .^12.— 
II.    —         Flächentheorie.    I.Teil.    [VII  u.  268  S.]    1913. 

— — — ^  Grundlagen  einer  Krümmungslehre  der  Kurvenscharen.  [VII  u. 
114  S.]     gr.  8.     1896.     Geh.  JC  b.— 

Loria,  Dr.  G.,  Professor  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebraische  und 
transzendente  ebene  Kurven.  Theorie  und  Geschichte.  Autorisierte, 
•nach  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe  von  Professor 
Fritz  Schütte,  Oberlehrer  am  Stiftischen  Gymnasium  zu  Düren.  2.  Auflage. 
In  2  Teilen,     gr.  8. 

I.Teil.     Die  algebraischen  Kurven.    Mit  142  Figuren  auf  14  lithographischen  Tafeln.    [XVIII 

u.  488  S.]     1910.     Geh.  M  16.50,  in  Leinwand  geb.  M  18.— 
II.    —      Die    transzendenten    und    die    abgeleiteten    Kurven.     Mit    80    Figuren    auf    6 
lithographierten  Tafeln.    [VIII  u.  384  S.]    1911.    Geh.  J«:  12.50,  in  Leinwand  geb.  .^  14.— 
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Meyer,  Dr.  W.  Fr.,  Prof.  a.  d.  Univ.  Königsberg  i.  Pr.,  über  die  Theorie  benach- 
barter Geraden  und  einen  verallgemeinerten  Krümmungsbegriff. 
Eine  Ergänzung  zu  den  Lehrbüchern  über  Differentialgeometrie.  Mit  5  Figuren. 
[XVIII  u.  152  S.]     gr.  8.     1911.     Geh.  M  8.—,  in  Leinwand  geb.  Ji  ^.— 

Repertorium.  der  höheren  Mathematik.  Von  Dr.  Ernst  Pascal,  Professor  an 
der  Universität  Neapel.  2.  völlig  umgearbeitete  Auflage  der  deutschen  Ausgabe. 
Unter  Mitwirkung  von  zahlreichen  Mathematikern  herausgegeben  von  P.  Epstein 
in  Straßburg  i.  E.,  H.  E.  Timerding  in  Braunschweig  und  R.  Rothe  in 
Clausthal  i.  Harz.     In  2  Teilen,     gr.  8. 

I.Teil:  Analysis.  Kepertorium  der  höheren  Analysis.  Unter  Mitwirkung  von  K.  Fricke  sowie 
E.  Pascal,  Ph.  Furtwängler,  A.  Guldberg,  H.  Hahn,  E.  Jahnke,  H.  Jung, 
A.  Loewy,  H.  E.  Timerding  herausgegeben  von  Dr.  P.  Epstein,  Professor  an  der 
Universität  Straßburg  i.  E.  I.  Hälfte:  Algebra,  Differential-  und  Integralrechnung.  [XV 
u.  527  S.]  1910.  In  Leinwand  geb.  MW.—.  [Die  IL  Hälfte  ist  u.  d.  Pr.] 
II.  —  Geometrie.  Repertorium  der  höheren  Geometrie.  Unter  Mitwirkung  von  E. Pascal 
sowie  L.  Berzolari,  R.  Bonola,  E.  Ciani,  M.  Dehn,  Kr.  Dingeldey,E.  Enriques, 
G.  Giraud,  G.  Guareschi,  L.  He  ff  t  er,  W.  Jacobsthal,  H.  Liebmann,  J.Molle- 
rup,  J.  Neuberg,  U.  Perazzo,  G.  Staude,  E.  Steinitz,  H.  Wieleitner  und  K. 
Zindler  herausgegeben  von  Dr.  H.  E.  Timer  ding,  Professor  an  der  Technischen  Hoch- 
schule zu  Braunschweig.  I.  Hälfte:  Grundlagen  und  ebene  Geometrie.  Mit  54  Figuren. 
[XVI  u.  534  S.]     1910.     In  Leinwand  geb.  M  10.—.     [Die  IL  Hälfte  ist  u.  d.  Pr.] 

Kunge,  Dr.  C,  Piofessor  an  der  Universität  Göttingeq,  analytische  Geometrie 
der  Ebene.  Mit  75  Figuren.  [IV  u.  198  S.]  gr.  8.  1908.  In  Leinwand 
geb.  M  Q.— 

Salmon-Fiedler,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
2  Teile,     gr.  8.     Geh.  Ji  24.—,  in  Leinwand  geb.  Ji  26.40. 

I.  Teil:  Die  Elemente  und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.  4.,  verbesserte 
Auflage.  Mit  Holzschnitten.  [XXXIV  u.  448  S.]  1898.  Geh.  M  %.  —  ,  in  Lein- 
wand geb.  Ji  9. — 
II.  —  Analytische  Geometrie  der  Kurven  im  Baume  der  Strahlensysteme  und 
der  algebraischen  Flächen.  3.  Auflage.  Mit  Holzschnitten,  [LXXII  u.  686  S.] 
1880.     Geh.  M  16.—,  in  Leinwand  geb.  M  17.40. 

— — —  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  neueren  Methoden.  Nach  George  Salmon  frei  bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich. 
2  Teile,     gr.  8.     In  Leinwand  geb.  jü  19. — 

I.  Teil:  7.,  verbesserte  Auflage.     [XXXIV  u.  444  S.]     1907.     In  Leinwand  geb.  c^  10.— 
n.    —      6.  Auflage.     [XXIV  u.  S.  443— 854.]     1903.     Geh.  ^^  8 .  — ,  in  Leinwand  geb.  J^  9 . — 

———  analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven.  Deutsch  be- 
arbeitet von  Dr.  Wilhelm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen  Polytechnikum 
zu  Zürich.  2.,  verbesserte  Auflage.  [XVI  u.  508  S.]  gr.  8.  1882.  .^Geh.  .^  11.20, 
in  Leinwand  geb.  Ji  12.20. 

V.  Stahl,  H.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Tübingen,  u.  Dr.  V.  Komm  ereil, 
Rektor  des  Realprogymnasiums  zu  Nürtingen,  die  Grund  formein  der  allge- 
meinen Flächentheorie.  Mit  einer  lithogr.  TafeL  [VI  u.  114  S.]  gr.  8.  1893. 
Geh.  Ji  4.— 

Staude,  Geh.  Rat  Dr.  O.,  Professor  an  der  Universität  Rostock,  analytische 
Geometrie  des  Punktepaares,  des  Kegelschnittes  und  der  Fläche 
zweiter  Ordnung.     In  2  Teüen.     gr.  8.     1910.     Geh.  u.  in  Leinwand  geb. 

I.  Band:  Mit  181  Figuren.     [X  u.  548  8.]    Geh.  JT  20.—,  geb..«  21.— 
IL     —       Mit  47  Figuren.     [IV  n.  S.  549— 1000.]     Geh.  ^  16.— ,  geb.  ./«  18.  - 

analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der 

Ebene.  Ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen  über  analytische 
Geometrie.  Mit  387  Figuren.  [VIII  u.  447  S.]  gr.  8.  1905.  In  Leinwand 
geb.  JC   14.— 


die  Fokaleigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung.    Ein  neues 

Kapitel  zu  den  Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes.   Mit  Figuren. 
[VIII  u.  186  S.]     gr.  8.     1896.     Geh.  JC  1.— 
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study,  Dr.  E.,  Professor  an  der  Universität  Bonn,  Vorlesungen  über  aasge- 
wählte Gegenstände  der  Geometrie.  I.  Heft.  Ebene  analytische  Kurven 
und  zu  ihnen  gehörige  Abbildungen.  Mit  9  Figuren.  [IV  u.  126  S.]  gr.  8. 
1911.  Geh.  JC  4.80.  II.  Heft.  Konforme  Abbildung  einfach  zusammenhängender 
Bereiche.  Unter  Mitwirkung  von  W.  Blaschke.  Mit  43  Figuren.  [VHI  u. 
143  S.]     gr.  8.     1913.     Geh.  .^5.60. 

Geometrie    der   Dynamen.     Die    Zusammensetzung   von    Kräften   und 

verwandte  Gegenstände  der  Geometrie.     Mit  46  Figuren  und  1  Tafel.     [XJII  u. 
603  S.]     gr.  8.     1903.     Geh.  JC  21.—,  in  Halbfranz  geb.  Ji  23.— 

Stunn,  Geh.  Reg.-Rat  Dr.  R.,  Professor  an  der  Universität  Breslau,  die  Lehre 
von  den  geometrischen  Verwandtschaften.  In  4  Bänden,  gr.  8.  In 
Leinwand  geb. 

I.  Band.    Die  Verwandtschaften   zwischen    Gebilden    erster   Stufe.     [XII   u.   415  S.] 
1908.    JilG.— 

II.     —        Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaf ten  zwischen  Gebilden  zweiter 
Stufe.     [VIII  u.  346  S.]     1908.     M  16.— 

HI.     —        Die  eindeutigen  linearen  Verwandtschaften  zwischen  Gebilden  dritter 
Stufe.     [VUI  u.  .574  S.]     1909.    M2Q.— 

IV.     —        Die  nichtlinearen  und  die  mehrdeutigen  Verwandtschaften  zweiter  und 
dritter  Stufe.     [X  u.  486  S.]     1909.     M  20,— 

— ^-^—  die  Gebilde  ersten  und  zweiten  Grades  der  Liniengeometrie  in 
synthetischer  Behandlung.     In  3  Teilen,     gr.  8.     Geh.  Ji  42. — 

1.  Teil.    Der    lineare   Komplex    oder   das    Strahlengewinde   und    der   tetrae'drale 
Komplex.     [XIV  u.  386  S.]     1892.    J(  12  — 

II.    —        Die    Strahlenkongruenzen    erster   und    zweiter    Ordnung.     [XIV  u.  367   S.] 
1893.    JC  12.— 

III.    —        Die    Strahlenkomplexe    zweiten    Grades.      [XXIV    u.    518   S.]     1896.     J(    18.— 

Tannery,  J.,  Professor  an  der  Universität  Paris,  Subdirektor  der  Ecole  normale  sup^- 
rieure  zu  Paris,  Elemente  der  Mathematik.  Mit  einem  geschichtlichen  Anhang 
von  P.  Tannery.  Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  P.  Klaeß,  Gymnasial- 
lehrer in  Echternach  (Luxemburg).  Mit  einem  Einführurgswort  von  F.  Klein 
und  184  Figuren.  [.MI  u.  399  S.]  gr.  8.  1909.  Geh.  JC  7.—,  in  Leinwand  geb. 
JC  8 .  — 

Taschenbuch,  für  Mathematiker  und  Physiker.  Unter  Mitwirkung  von  zahl- 
reichen Fachgenosen  herausgegeben  von  F.  Auerbach  und  R.  Rothe.  III.  Jahr- 
gang 1911.  Mit  einem  Bildnis  Fr.  Kohlrauschs.  [IX  u.  567  S.]  8.  1913.  In 
Leinwand  geb.  JC  6. — 

Weber,  Dr.  H.,  und  Dr.  J.  Wellstein,  Professoren  an  der  Universität  Straßburg  i.  E., 
Encyklopädie  der  Elementar-Ma thematik.  Ein  Handbuch  für  Lehrer 
und    Studierende.     In  3  Bänden,     gr.  8.     In  Leinwand  geb. 

I.Band:  Elementare  Algebra    und  Analysis.      Bearbeitet    von  H.  Weber.      3.   Auflage. 
Mit  40  Figuren.     [XVIII  u.  532  S.]     1910.    JilO.— 

n.     —       Elemente     der     Geometrie.       Bearbeitet    von      H.    Weber,     J.    Wellstein     und 
W.  Jacobsthal.     S.Auflage.     Mit  251  Figuren.     [XII  u.  596  S.]     1907.     J(  12.— 

III.  —  Angewandte  Elementar-Mathematik.  2.  Auflage.  I  Teil:  Mathematische 
Physik.  Mit  einem  Buch  über  Maxima  und  Minima  von  H.  Weber  und  J.  Wellstein. 
Bearbeitet  von  K.H.Weber,  Professor  in  Rostock.  Mit  251  Figuren.  [XII  u.  536  S.] 
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